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A grafkovezés egy grafokon jatszhat6 jaték. Saks és Lagarias javasolta egy Erdds dltal megfogalma-
zott szamelméleti probléma megoldasi médjaként, melyet végiil Chung alkalmazott el6szor 1989-ben.

Egy G graf P kdelosztdsdn egy olyan fuggvényt értiink, amely a graf minden egyes csticsdhoz egy
nemnegativ egész szdmot rendel. A P(v) értékre tgy gondolunk, hogy a v csiicsra pontosan ennyi
kovet helyeztek. A P k&elosztds méretén az osszes k& mennyiségét értjiik és ezt a mennyiséget | P|-vel
jeloljiik.

Egy kovezési lépés levesz két kovet egy olyan csticsrol ami legaldbb két kdvel rendelkezik és fel-
tesz egy kovet egy szomszédos csucsra. Egy v csucs elérhetd a P k&elosztas alatt, ha van kovezési
Iépéseknek olyan sorozata, amit ha a P k&elosztasra végrehajtunk, akkor végiil a v csticson taldlhaté ké.

A G grafon vett P kéelosztas megoldhatd, ha G minden egyes csucsa elérhetd P alatt. A G graf egy
k&elosztasat akkor nevezziik optimdlisnak, ha megoldhaté és a mérete a lehet6 legkisebb a megoldhat6
elosztasok kozott. A G graf optimdlis kovezési szamdn egy optimalis kbelosztas méretét értjik és ezt a
mennyiséget mopt (G)-vel jeloljiik.

Milans és Clark bebizonyitotta, hogy annak eldontése, hogy egy megadott G graf és k egész szam
esetén Topt (G) < k teljesiil-e NP-teljes.

A kovezésnek van egy olyan verzidja, amit murvizdsnak nevezziik. Egy szigorii murvdzdsi lépés
egy-egy kovet vesz le két kiilonboz8 kdvel rendelkezd csucsrdl és egy kovet helyez ezen két csics
egyik kozos szomszédjara. Egy murvazasi 1€pés lehet kovezési 1épés vagy szigord murvazasi 1épés. Ha
az optimadlis kévezési szdm definiciéjdban mindenhol kicseréljiik a kovezési 1épést murvazasi 1épésre,
akkor az optimdlis murvdzdsi szdm definiciojat kapjuk. Ezt a mennyiséget popt (G)-vel jeloljiik

Konnyen lithat6, hogy Topt (G) < 291#m(%) Muntz és tarsszerzsi azt llitottak, hogy barmely & poz-
itiv egészhez létezik olyan k atmérdjl G graf, amire mop (G) = odiam(G) Elgszor is megmutajuk, hogy
ezen allitas eredeti bizonyitdsa hibas. Bebizonyitjuk az analdg allitdst murdzis esetén, azaz barmely poz-
itiv egész k esetén van oylan k atmér6jti graf, amire popi (G) = 2diam(G) teliesiil. Tovabba megadunk
egy Uj rovid bizonyitast a kovezéses esetre is. Ehhez a k tdvolsdgi domindlé szamot hasznaljuk,
melyet j-val jeloliink. Az igy kapott eredményeink: mopt(G) > popt(G) > min (v4_1(G), 2%) és
Topt(G) > min (27,71 (G) + 272 + 1, %4 2(G) + 1).

Megmutatjuk, hogy minden € > 0 esetén létezik olyan G graf amire mopt(G) > (453:1)”, ahol
d a G legkisebb fokszdma, n pedig a G cstcsszdma. Bebizonyitjuk, hogy diam(G) > 3 esetén
Topt (G) < %. Grafok egy olyan csalddjat konstrudljuk, amelyben vannak tetsz6legesen nagy at-
mérdjl grafok és az optimadlis kdvezési szamuk legaldbb (% — e) ﬁ. Bunde és tarsszerz6i kérdezték,

hogy ,.Milyen nagy lehet 7, (G) ha a minimum fok § adott?”. Ezen kérdésre az a védlaszunk, hogy a
4n

541 Crtéket tetszolegesen megkozelitheti, azonban ezt az értéket nem éri el.

Bevezetiink egy mddszert, aminek a segitségével alsé korldtot tudunk adni tet6szleges csicstranz-
itiv graf optimdlis kovezési szdmdra. Jelolje SG,, , az m-szer n-es négyzetracs grafot. Bebizonyitjuk,
hogy Zmn < mopt(SGmn) < 2mn + O(m + n). Azt sejtjiik, hogy a felsd korldt éles. Definidljuk
a négyzetracs graf néhany feszitett részgrafjat, melyeket 1épcsé grafoknak neveziink. Ezek koziil a
keskenyeknek meghatarozzuk az optimalis kovezési szamat. Ezen eredmények megerdsitik a négyzetracs
graf optimalis kovezési szdmara vonatkozo sejtésiinket.

Egy k&elosztast t-korldtozottnak neveziink, ha semelyik csics sem tartalmaz ¢-nél tobb kovet. A
G graf t-korldtozott optimaldlis kovezési szama a legkiseb t-korlatozott megoldhat6 kelosztas mérete,
melyet 7/ (G)-vel jeloliink.

Bebizonyitjuk, hogy t > 2 esetén mopt (G) = Topt (G - Ky) = 7} (G - Ky, ), ahol - a lexikografikus
grafszorzatot jeloli. Ezt alkalmazva belatjuk, hogy annak eldontése, hogy egy G graf és k egész szam
esetén 7} (G) < k teljesiil-e NP-teljes. Igazoljuk, hogy ha 6(G) > 2n — 1, akkor 73(G) = mopt (G).




