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1. fejezet

Valo6szintiségelméleti alapok

1.1. Alapfogalmak
Eloszlasfiiggvény:
F(z)=P{w: X(w) <z} =P{X <z}
Farok: Egyoldali: P{X >z}, P{X < —x}
Kétoldali: P {|X| > z}
Strtségfiiggvény: f(x) = F'(z) (ha létezik)
Varhato érték:

E[X]:/QXdP:/ZxdF(x)

Nem mindig létezik (pl. a Cauchy-eloszlas esetén), és lehet +oo is
A tudatlan statisztikus tétele”:

Ha X >0, akkor E [X] = [[*[1 — F(x)]dx
Markov-egyenl6tlenség:

E[1X]]

P{X|>e} <
Bizonyitds:

E[\X]]:/\X]sz/ \Xydng/ dP = P {|X| > x}
Q wi| X (w)|>e | X|>e

Fiiggetlenség: X és Y fiiggetlenek, ha

Ve,y P{X <z,Y <y} =P{X <z}P{Y <y}
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Szorasnégyzet:
D?*[X] =E[X —E[X]]’ = E[X?] - (E[X])?

Ha X és Y fiiggetlenek, akkor D?[X +Y] = D?X + D?Y (a szorasnégyzet
a masodik kumuléans)

Csebisev-egyenldtlenség:

D?[X]

P{X -E[X]|>¢} < —

Kovariancia
Cov[ X, Y]|=E[(X -EX])(Y —E[Y])]=E[XY]-E[X]E[Y]

Ha X és Y fiiggetlenek, akkor Cov [X,Y] = 0 (X és Y korrelalatlanok).
Forditva nem mindig igaz.

Korrelacio Cov [X.Y]
ov
XY)=—rnn——
a4 ) v D2X+\/D2Y

p(-,) skaldrszorzat az L*(P) = {X : Q > R | [ X dP =0, [ X?dP < oo}
Hilbert-térben.

Standardizalas Ha p = E[X],0? = D?X, akkor

a standardizdlt valtozo. Példaul f/% = v/nZ ~ N(0,1). Amennyiben a p
2

ismert, de a ¢° nem, akkor helyette a becsiilt értéket hasznaljuk:

7 7 2
z—p T—p |o N(0,1)
t:\/ﬁ s* :\/E o g*2 X21

n n _

Ez utobbi eloszlast n — 1 szabadsagi foki t-eloszlasnak nevezziik, strtiségfiige-
vénye

n — oo esetén elég gyorsan tart N(0,1)-hez. Az 1 paraméterti t; eloszlas mege-
gyezik a Cauchy-eloszlassal, tehéat nincs varhato értéke. E[t,] =0, han > 1 és
D*[t,] = 25, han > 2.

n—2"
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Nevezetes eloszlasok
Diszkrét , Rarakte- | {0pot6 | Srords-
i Eloszlas risztikus o )
eloszlasok . , értéek négyzet
fliggvény
Poisson WM Aeit—1)
\> 0 e o e A A
Binomiélis n
n=12,... <k>p’“ g " (pe™ +q)™ |  np npq
O<p<l,g=1-—p
Pascal " p q q
0<p<l,g=1-p 1 — getv p p?
Negativ binomialis rak—1\ , . » r rq rq
r=12,... i pq 1= oot — —
O<p<l,g=1-p 1 p p
Folytonos o o } K.ara.kte— Varhato Szoras-
. Strtségfiiggvény risztikus .y )
eloszlasok ., érték négyzet
fliggvény
Exponenciélis Xe ™ ha x>0, A 1 1
A>0 0 kiilénben A —iu A A2
()\x)Tfl N
Gamma e A ﬁ ha = >0 < A ) r r
r - < <
r>0,A>0 0 Kiilsnben A —iu A A
T ) 4
Egyenletes - ha a<x<b elub — giua a+b (b—a)?
—a -
[a, b]-n 0 kiilsnben iu(b —a) 2 12
Normdlis 1 ef(grf,u)g/%'2 eiu,u702u2/2 m 0_2
peR, 0%>0 V2ro?
Statisztikai o ) o Varhato Szoras-
eloszlasok Strtségfiiggvény Elsallitas erték négyzet
) xaflx,ﬁfl
Béta Bla. D) r € [0,1] I'(1,0) _a_ o
) I(La)+T(1,b) ot (a+B)2 (a+B+1)
6 >0 0 Kiilsnben
T
2 z2"exp (—5) >0
n n
ne 7t 22T (2) > o1 N(0,1) n 2n
0 kiilonben
Student, ¢ 1 D 1 N(0,1) o o
nez 2o T(5) (22 1q)%5" \/Xg_l a+p (a+B)%(a+p+1)
" n—1
. 2 —
FlSheI‘, F . le_l/(n—l) %, %
m,n € Z+ Xm—l/(mfl) ha n > 2 ha n > 4
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1.2. A nagy szdmok erds torvénye

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy valésziniiségi valtozok egy &, sorozata szto-
chasztikusan tart egy € valtozéhoz, amennyiben

Ve>0 P(|& —¢& >¢e)—0.

2. Definicié. Azt mondjuk, hogy valésziniiségi viltozok egy &, sorozata majd-
nem mindeniitt, vagy mas széval 1 valoszintiséggel tart egy & viltozohoz (&, —
Em.m., ill. 1 val.), amennyiben

P(wGQ: nlinéofn(w)zf(w))zl

Konnyen lathato, hogy az 1 valdszintiségii konvergencia maga utdn vonja a
sztochasztikus konvergenciat. A definicié alapjan ugyanis minden & > 0 esetén
a X{|¢,—¢|>e) ndikdtor-valtozé6 m.m. 0-hoz tart. Ez a sorozat korlatos, ezért
alkalmazhaté a Lebesque-tétel, vagyis

Ex{gn—e/>ey = P (|€n — &l > ) — 0.

1. Tétel (Kolmogorov). Ha X1, X,,... fiiggetlen, azonos eloszlasu viltozok,
melyeknek létezik és véges a kbz0s varhato értékiik: EX; = u < oo, akkor

n

— u 1 val.

A tovabbiakban ennek a tételnek egy kicsit mddositott alakjat bizonyitjuk:
feloldjuk az azonos eloszlasra vonatkozd megszoritést, de cserébe feltételezziik,
hogy a varhato értékek mellett a szorasok is léteznek és végesek, s6t egy szum-
mabilitasi kritériumot is elGirunk.

2. Tétel (Nagy szamok erds torvénye). Az X1, Xo, ... fiiggetlen valoszinii-
ségi valtozoknak létezik és véges az elsé két momentuma, valamint teljesiil az
alabbi azonossag:

[e.e]
D?(X
> o
n
n=1
Ekkor igaz a Nagy Szémok Ergs Torvénye:

1 n
— E (Xk—EXk) — 0 1 val.
n

k=1

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért (és az altalanossig csorbitésa nél-
kiil) feltessziik, hogy minden k-ra EXj = 0. Els6 lépésként bebizonyitunk egy
elemi allitast, az tn. Kronecker-lemmat.

Lemma: Ha ¢, végtelenhez tart6 monoton nemnegativ szdmsorozat és a

00 1 n
> o2 an sor konvergens, akkor = Y1 qear — 0.
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Bizonyitas: Legyen R, = Y .- aj a sor maradéktagja. A feltevés miatt
R, — 0. Ekkor minden pozitiv e-hoz létezik egy N kiiszobindex tgy, hogy
Vn > N esetén |R,| < e. Felirjuk a kiszamitand6 hényados szamlalojat:

n N-1 n N-1 n
Y akar =Y qrar+ Y akar= Y qxar+ Y G (Rk — Riy1)
k=1 k=1 k=N k=1 k=N
A legutolsod dsszeget a szokasos modon atalakitjuk:

>N @ (Rk — Riy1) = qv BRv — qv Rn41 + av+1 Rv+1 — av+1 Rvgo+
.o+ @Ry —quRur1 =av Ry + Y5 _ni1 Bi (@ — @r—1) — @n Rnta

A szamlélo abszolut értékét feliilrsl becsiiljiik:

n N-1 n
D akar] <D akar+an Ry + Y IRkl (g — @e-1) + @n| Ruga] <
k=1 k=1 k=N+1

< K +€(qn — qn+1) + gne.

Elosztva ¢,-nel és n-nel végtelenhez tartva azt kapjuk, hogy

1 n
lim sup — Z qr o < 2e.

n—oo (n el

De ¢ tetszéleges volt, ezért a limesz létezik és 0-val egyenld.

Alkalmazva a lemmat a ¢, = n és a,, = X,,/n helyettesitésekkel azt kapjuk,
hogy
o
X Xi14+...+X
7’“<oo Ival, = 21T A0 g g g,
n
k=1

Végiil belatjuk, hogy a tétel feltevése elégséges feltétel ezen implikicié pre-
misszajanak teljesiilésére. Ehhez azt kell igazolnunk, hogy ha Fa, = 0 és
Yoo Eai < oo, akkor S, = >°1_, ar 1 valoszintiséggel konvergens. Ez pon-
tosan akkor &4ll fenn, ha Ve > 03N = N (¢) agy, hogy Vn > m > N esetén
|Sp — S| < e. Felirjuk a komplementer eseményt:

de > 0 0.h. VN-re 3n > m > N , melyre |S,, —S,,| > ¢ (1.1)
A Csebisev-egyenlGtlenség miatt rogzitett n, m és e mellett
i 2
Ea
D2 (Sn — Sm) o k=m+1 "

P(1Sp — Sm| =€) < 2 = 2

Ha n — oo, akkor a bal oldalon a {3n: |S, — Sp| > €} esemeény valo-
szintiségét, a jobb oldalon a konvergens Y Ea? sor 0-hoz tarté maradéktag-
jat kapjuk, ezért az m — oo hataratmenettel az adodik, hogy az A(e) =
{VN3n,m> N :|S, — Sn| > €} esemény valosziniisége 0. Ez minden fix e-ra
fennall, amibgl konnyen lathato, hogy az (1.1) esemény is 0 valoszintiségii.

g
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1.3. A centralis hatareloszlastétel

A nagy szamok erds torvénye miatt fiiggetlen, azonos eloszlasua X; valtozokra

dn, = w — o 1 valdszintséggel 0-hoz tart. A d,, mennyiség varhato értéke

2
0 és szorasnégyzete -, ezért a
VA (Kitot X

o n a
mennyiség szorasnégyzete minden n-re 1. Ennek a véletlen sorozatnak az elosz-
lasat vizsgaljuk nagy n-re.
3. Definicié. &, if (eloszldsban), ha

an(x) - Fg(x),Vx € C(Ff)’

ahol C(F¢) az F¢ folytonossagi pontjainak halmaza.

Cramér-Szlutckij lemma: Ha X,, — X gyengén és X,, és Y, tavolsiga
0-hoz tart, akkor Y,, — X gyengén.

4. Definici6é. Karakterisztikus fliggvény

ex(t)=E [eitx] = / eite dF(zx)

3. Tétel. Folytonossagi tétel

d
§n = & g, () = @e(t)
A standard normadlis eloszlas karakterisztikus fliggvénye ¢ N(0,1)(t) = t°/2,
A 0 koriili sorfejtéssel kifejezhetjiik a karakterisztikus fiiggvényt a momen-

tumok segitségével:
n ok
"k
px(t) = 17 @% (0) +olt")
k=0

‘P,X (t)|i=0 = E[iX] €™ |;=0 = iE [X], illetve altaldban
QO(X)(t)’t:o =E [1X]k eZtX\t:() = i"E [Xk} )
Tehat
o (i)
pox(t) =Y B [XF] o).

k!
k=0
Specidlisan ha p = 0,0 = 1,¥(t) = Ee!X1 akkor

) = Bt —w !
¢X1+ﬁ+xn = e = \/ﬁ =
1+ i—E[X4] Y’ 1E[X]2+ (t?)
11— —|—F = 0
1 N 5 1

n

= |:1 — % + 0(t2):| — 6_t2/2

Ezzel bebizonyitottuk a Centrdlis Hatdreloszldstételt:
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4. Tétel. Ha fiiggetlen, azonos eloszlasi X; valtozokra E[X1] = p < oo és
D?[X1] = 0? < oo, akkor

Vn(Xi+o+ X,
g n

- u) <. N(0,1)

1.4. A multinormalis eloszlas

Egy X valos érteki valoszintiségi valtozot p és o paraméterti normalis elosz-
lastinak neveziink (réviden X ~ N (u,0?)), ha eloszldsa abszolut folytonos és
strtségfiiggvénye

1 _(z—pw)?

e 202 Vz € R.
V2ro?

Konnyen lathato, hogy EX = p és D?(X) = o2. A tovabbiakban ezen elosz-
las tobbdimenzios altalanositasaval foglalkozunk. Induljunk ki egy fiiggetlen,
azonos N (0,1) eloszlast valtozokbol allo X = (X1, ..., X,)" n dimenzios vek-
torvaltozobol és legyenek A € RF*™ ¢s € R* tetszoleges determinisztikus
matrixok (k <n).

5. Definicié. Az Y = AX + p alaki valészintiségi valtozokat k dimenzios nor-
malis eloszldstnak, masszéval multinormélisnak nevezziik.

A definiciobol kovetkezik, hogy EY = p és cov (Y) = AAT =: %, ahol a ¥
kovariancia-méatrix k x k-dimenziés. Hasonlbéan egyszertien adédnak a kovetkezd
tulajdonsagok:

1. Ha'Y normalis és B € R™** b € R!, akkor BY +b is normalis. Specialisan
minden k dimenziés ¢ vektorra ¢'Y normélis eloszlast. Erdekes moédon
ez a tulajdonsag jellemzi a multinormalis eloszlast: ha minden ¢ vektorra
'Y normalis, akkor Y multinormalis.

2. Ha adott egy p € R¥ vektor és egy & € R¥** szimmetrikus pozitiv szemi-

definit matrix, akkor 1étezik olyan Y k-dimenzios normalis valtozo, melyre
EY =péscov(Y)=2X.
Bizonyitas: Az &llitas feltételei miatt > sajatértékei nemnegativ va-
16s szamok. Diagonalizalva a Y-t azt kapjuk, hogy ¥ = UTAU, ahol
U unitér matrix és A = diag (\i,..., ;). Legyen A = UTV/AU, ahol
VA = diag (\/)\—1, el \/)\—k) Ekkor AAT =¥ ésaz Y = AX + p valasz-
téssal megkapjuk a kivant valtozot.

3. Ha rang (A) = k, akkor Y abszolut folytonos eloszlasu és a stirtiségfiigg-
vénye

Iy (y) = REE (d; IVGLE exp{—%(y—u)T (AAT)" (y—u)},

ahol y = (y1,---,yr)-
A bizonyitast elgszor a kK = n esetben végezziik el. Felirjuk az X =
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(Xq,... ,Xn)T vektorvéltozé tobbdimenzios strtiségfiiggvényét:
n 15 2
1 -3 2 % 1
fx) =]]fx@)=—ge "= =—00p e XX x ¢ R"

i (var)" (2m)k/?

Altalaban ha ¢: R™ — R* kellGen szép” fiiggvény, akkor az Y = ¢ (X) val-
toz6 striségfiiggvényét a tobbdimenzios integralok helyettesitéses integ-
ral-formulajanak segitségével a kovetkezGképpen lehet felirni (Id. példaul
Vetier: Szemléletes mérték- és valdsziniségelmélet, 226. o.):

Iy (v) = fx (97 ) - [det (¢71) )

Specialisan az Y = AX + p esetben XTX = (Y — p)” (AAT)f1 (Y — p),
ezért

- el T aa) iy — b
)= e p{ 50w () -]

De n = k esetén det A = (det A - det AT) Y 2, vagyis az éllitasban szerepld
képletet kaptuk.

A k < n esetben az A matrixot bévitsiik ki tovabbi n — k darab sorral
(ezek Osszességét nevezziik B matrixnak), mégpedig ugy, hogy A és B sorai
legyenek paronként egymasra merdleges vektorok (ez mindig megtehetd
a Gram-Schmidt ortogonalizicid segitségével): ABT = BAT = 0. Az
egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy u = 0.

A : . . : .
Ekkor a C = [ B } métrix n X n dimenzids teljes rangt matrix, ezért az

Y = [ Y } = [ g ] X vektor stirtiségfiiggvénye

Y
1 1 -1
Y (vam)* (detcOT)!/? ¥ (9
T
ahol ¥ = (y,¥) € R". De a merélegesség miatt COT = [ Agl B%T ]

és
-1

(ccr) ™ =

(AaT)™ 0
0 (BBT)™" |’
valamint det CCT = det AAT - det BBT. Azt kapjuk, hogy

- —1 . -1 _ 1

yh(cch) " y=y" (44") y+y" (BB 'y,
vagyis az Y stirtiségfiiggvénye szorzotényezékre bomlik: f¢ (¥) = fy (y) -
f¥ (¥). Innen beazonosithatjuk az eredeti Y valtozo strtségfiiggvényét:

1 exp{—%yT (AAT)ly}

fy(y) = (\/ﬁ)k(detAAT)l/z
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A fenti elGallitasbol az is kovetkezik, hogy a k dimenzios normalis eloszlast
meghatarozza a p varhatd érték vektora és a % kovariancia-matrixa.

Az eddigiek alapjan lathato, hogy a multinormélis eloszlds peremeloszlésai,
specidlisan az egydimenzios eloszlasok is normalisak. Természetesen ha egy két-
dimenzids vektorvaltoz6 peremeloszlasai normélisak, abbo6l még nem kovetkezik,
hogy egyiittesen is normalisak lennének. Példaul ha U,V ~ N (0, 1) fiiggetlenek
) +U, haU-V >0
és 7 = ,

U, haU-V <0
egyiittesen az eloszldsuk nem normélis.

A tovabbiakban megvizsgaljuk az egyiittesen normalis valtozok Gsszefliggési
tulajdonsagait.

Tétel: Legyen X = [ X

akkor U és Z azonos normalis eloszldsiaak, de

] normdlis F [ X1 } = { H1 ] varhato érték

Xy X2 125)
by by L . .
vektorral és cov (X) = EH 212 kovariancia-matrixszal. (Itt a matrixok
21 22

elemei maguk is maétrixok, tehat un. blokkmaéatrixokkal dolgozunk. FEzekkel
ugyanigy lehet szdmolni, mint a kozonséges méatrixokkal.) Ekkor X; és Xg
pontosan akkor fiiggetlenek, ha 319 = 0, vagyis a valtozok korrelalatlanok.

A bizonyitas az eddigiek alapjan nagyon egyszerti. Ha ¥ > 0 (pozitiv definit),
akkor van strtiségfiiggvény, ami ¥ blokkdiagonalis volta miatt (X719 = Y91 = 0)
szorzat alaku, tehat Xy és X fliggetlenek. Ha 3 nem teljes rangu, akkor Xj,
illetve X4 linearisan fiiggetlen koordinatainak vektorait jeldlje rendre Y, és Ys.
A t6bbi komponens ezen koordinaték linearis kombinacidja: X; = A;Y;+b;, ¢ =
1, 2. Innen koénnyen lathato, hogy X;-re és Xo-re pontosan akkor igaz a tétel, ha
Yi-re és Yo-re igaz. Ez a feltétel pedig teljesiil, ha Yy = cov (Y1, Y2) pozitiv
definit. Ennek belatésat az Olvasora bizzuk.

A kovetkezd lemma a multinormalis valtozok feltételes eloszldsainak vizsga-
latakor nyijt segitséget.
Y1 Xy
Yo Yo
invertalhaté. Ekkor > | diagonalizalhat6”:

Schur lemmaja: Legyen 3 = [ } olyan blokkmétrix, melyre oo

_ _ T
I =S0%5 | [Z0 B ] [T -Zuly | _[Zue 0

I %1%

ahol 211.2 = 211 — 21222_21221 és J = I: 0 I

} ortogonalis méatrix.

A lemma egyszerii kévetkezménye a kévetkezd

Allitas: Ha X; és Xo egyiittesen normélis, akkor Xy és X; — 2122521 Xy
fiiggetlenek.
X1
Xo
matrixa a Schur-lemma miatt blokk-diagonalis, vagyis JX normadlis eloszlasi
komponensei korreldlatlanok, tehat fliggetlenek.

Bizonyitas: Ha X = { kovariancia-méatrixa X, akkor JX kovariancia-
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Az utolsé tételiink az X1 k dimenzids valtozo az Xo n—k dimenzids valtozora
vonatkozo feltételes eloszlasarol szol:

Tétel: Ha X normalis és a ¥ kovariancia-matrix pozitiv definit, akkor Xy
feltételes eloszlasa az Xo = x9 feltétel mellett Ny (ptq.9, X11.2) eloszlast, ahol

Bro =y + D155, (x2 — po) .

Bizonyitas: Az el6z6 allitas szerint Xo — py 68 Xy — py — S12%05 (Xo — 119)
fiiggetlenek, ezért X — .9 eloszlésa az Xg = x4 feltétel mellett ugyanaz, mint

a feltétel nélkiil. [ X1 } =J (X —p), ezért cov(Xy — p1.9) = X112
X — o

1.5. A multinomidlis eloszlas

Bevezetésként emlékeztetiink a valdszintiségszamitasbol jol ismert binomialis el-
oszlasra. Egy kisérletet elvégzésénél a siker valoszintisége legyen p. Végezziink n
darab filiggetlen kisérletet és jegyezziik fel a sikerek szamét, ez legyen ). Ennek
eloszlasa

n! k n—k

P{Q =k} = m? (1-p"" k=0,...,n

A multinomidlis (masnéven polinomidlis) eloszlas ennek éaltalanositasa arra az
esetre, amikor a kisérletnek ketténél tobb lehetséges kimenetele van.

Legyen az Ay, ..., A, teljes eseményrendszer egy kisérlet lehetséges kimene-
teleinek halmaza és jelolje Xl-(n) (t=1,...,r) azt, hogy n kisérletbsl hanyszor

kovetkezett be az A; esemény, melynek valoszintisége p;. Nyilvan an) 4+ 4

x™ =n. (A tovabbiakban a fels§ indexet az egyszertiség kedvéért elhagyjuk.)
Az X, valtozok egyiittes eloszldsa kombinatorikai megfontolasok alapjan
kénnyen meghatarozhaté. Ha ki + - - - + k. = n, akkor

nl
P{X1:kl;...;Xr:kr}:mplfl---pffr, (1.2)

|
10..
illetve kiilonben 0. Az egyiittes eloszlasbol visszakapjuk, hogy a marginalisok
binomialis eloszlastiak és elsé két kumuldnsuk EX; = np; és D2X; = np;(1—p;).
Hasonloan adodik a péarok egyiittes eloszldsa is. ¢ # j esetén

n!

- kllkjl (TL — k‘z — k‘J)

ks S
P{X; =ki; X; = k;} 'pfl pj] (I —=pi —pj)" ki—k; (1.3)

Ennek alapjan konnyen kiszamithato a szorzat varhato értéke: EX;X; = n(n —

L)pipj, vagyis
Cov(Xi, X;) = —npipj (1.4)

A negativ korrelaltsdg nem meglepd, hiszen minél tobbszor fordul el egy ki-
menetel, annédl kevesebbszer fordulhat el§ egy méasik (mivel az 6sszes kisérlet
szama adott) és a kovariancia aranyos a varhato el6forduldsi szammal.
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Képezziik az X = (Xi,...,X,)T vektorvaltozot. Ennek varhato értéke

EX =n(p1,...,pr)" és kovariancia-matrixa,
pi(l=p1)  —pip2 ... —pipr
Cov(X)=n-| PP p2(l—p2) ... —papr (1.5)

pr.(l ;prj

Konnyen lathato, hogy a standardizalt Z, = ﬁ(X(”) — EX™) vektorvaltozo
0 € R” varhato értéki és kovariancia-matrixa a (1.5) egyenletben n mellett
szereplé matrix, melyet jel6ljiink S-sel.

A Z, karakterisztikus fiiggvényének sorfejtésével bebizonyithatd, hogy n — oo
esetén Z, eloszlasa (0, S) paraméterti r-dimenziés multinomalis eloszlashoz tart.

Az S matrix strukturaja nagyon egyszerti:

S = diag(pi, . pr) = @1r--os0) (P1, - pr) (1.6)

A rang meghatarozasahoz szorozzuk meg el6lrél és hatulrol az

Azdiag(i,...,i)
\/Z_)l \/I_)r

ASAT =T — aal, (1.7)

ahol I az r x r-es egységmatrix és a = (/p1,...,/Pr). olyan vektor, melyre
ala=1. Igy

invertalhato maéatrixszal:

Xl — np1 Xr — NPr
Vv 1P1 ’ 7 npr

A kovariancia-méatrixrol konnyen belathato, hogy a 0 egyszeres, az 1 (r — 1)-
szeres sajatértéke, vagyis felirhatd

I—aal =vuJu”

L oxm - pxm)y d _ aal
7= A - X)) ( ) N,(0, I ) (1.8)

diagonalizalt alakban, ahol U ortogondalis matrix és

1 ... 00
J = -
0 ... 10
0 ... 00

A (1.8) egyenletben szerepl§ vektort elforgatva, vagyis megszorozva az UL or-
togonalis méatrixszal az eredetivel azonos hosszisagi, de 0 varhato értékd és J
aszimptotikus kovariancia-méatrixa normalis eloszlasu vektort kapunk. A mul-

tinormalis eloszlas tulajdonsigai alapjan ez a vektor (vq,...,v,_1,0)7 alaku,
ahol vy,...,v._1 fliggetlen egydimenzids standard normalis eloszldsu valtozok.
Kovetkezésképpen
r 2
(X = y)? 4 .
Zg LSRRz (1.9)

vy
=1 P
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2. fejezet

A statisztika alapfogalmai

A statisztika a tomegjelenségek leirdsara valdszintiségelméleti modellt hasznal.
Tegyiik fel, hogy egy megfigyelt valos értékid X mennyiség tobb nem feltétleniil
ismert tényezstol fligghet, melyeknek 6sszes lehetséges kimenetele egy €2 halmazt
alkot. Ekkor a mennyiség ugy tekinthetd, mint egy

X:O—R

leképezés. Ha a megfigyelés tobbszor megismételhetd, akkor érdemes az €2 hal-
mazt valészintiségi struktiraval ellitni. Ekkor az X leképezés tin. valdszinidségi
vdltozo. A valtozo kiilonbozé realizacioi az

X(w1), X(w2),... X(wn)

megfigyelések. A valosziniiségszamitéasban felvetett kérdések nagy része a valto-
70k eloszlasara vonatkozik, ezért kikeriilhet6k az ) alaphalmazra val6 utalasok.
Az egyik alapvets technika az, hogy egy véltozd tobb kiillonbozé realizaciojat
helyettesitjiik az eredeti valtozo tobb fiiggetlen, azonos eloszlasu kopidjanak
egyetlen realizaciojaval. Szemléletesen: ha egy pénzdarabot feldobunk ezerszer,
az ugyanaz, mint ha ezer egyforma és egymastol fiiggetlen pénzdarabot egyszerre
feldobunk egyszer.
A statisztika alapmodellje a fiiggetlen, azonos eloszldsi minta:

Xi(w), Xo(w),..., Xn(w)

Ha magéat a tomegjelenséget vizsgaljuk, akkor a realizaci6 helyett a valdszintségi
valtozok sorozatat tekintjiik.

6. Definicié. Az n elemi rendezett minta a minta nagysdg szerint rendezett
transzformaltja:
Xi<X;<...<X;

Ez a mivelet az eredeti mintatol fliggd véletlen permutacidjat adja a min-
tanak és erds OsszefiiggGséget visz a fiiggetlen mintaba (hiszen pl. ha Xj > ¢,

akkor 1 valoszintiseggel X* > t). Ha X; eloszlasa F', akkor

17
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P{X, <z} =P{X) <z,.. X, <z}=F(2)"
P{Xj<z}=1-P{Xj>z}=1—[1-F(2)|"

Belathato, hogy ha X; egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon, akkor X}
eloszlasa Béta(k,n — k + 1).

7. Definici6. Statisztikdnak nevezziik az Xy, ..., X, mintaT,(X1,...,X,) fiigg-
vényeit.
Ezek koziil a legegyszeriibb a mintaatlag:

X4+ 4X

A Nagy Szamok Torvénye miatt ha E [X] = u, akkor
X, — 1 valoszintiséggel

A statisztika és a valoszintiségelmélet kozotti parhuzamokat az alabbi tabla-
zat foglalja Gssze:

‘ Valoszintiségelmélet ‘ Statisztika ‘
Populacio Minta
Valo6szintiség Relativ gyakorisag
Vérhato érték Mintaatlag

2.1. Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az eloszlasfiiggvény statisztikai megfelelGje a tapasztalati eloszldsfiigguény:
1
Fiz)=—#{1<k<n: X<z}
n
A rendezett minta segitségével ez az alabbi alakba irhato:

0, ha z < X7

Fo(z)=<k/n, haX;<z<X[,

1, ha X} <«

F}(x) véletlen eloszlasfiiggvény, méghozza nF(z) : Q2 — {0,1,...,n} bino-
midlis eloszlasi valtozo:

Prie) =k = (})F@H- PPt
DFi(w)] = nF@)l - F@)
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A fentiek alapjan E [F)¥(z)] = F(z) és a Nagy Szamok Erés Torvénye miatt
1 valészintiséggel

* 1 - n—00
Fr(z) = — Y Iixicoy = E[I(x,<ay) = P{Xi <2} = F(x)
=1

Ezt ugy fejezziik ki a statisztika nyelvén, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény
torzitatlan és erdsen konzisztens becslése az eloszlasfiiggvénynek.

Altalaban, ha T}, (X1, ..., X,) a 0 paraméter becslése, akkor az alabbi tulaj-
donségokrél beszéliink:

Torzitatlansag E[T,(X1,....,X,)] =0
Konzisztencia To(X1,...,X,) — 0 sztochsztikusan
Er¢s konzisztencia | T, (X1,...,X,) — 0 1 valoszintseggel

5. Tétel. A matematikai statisztika alaptétele (Glivenko-Cantelli)

sup |EF)(x) — F(x)] — 0 1 valosziniiséggel

2.2. Tapasztalati szérasnégyzet

A szoérdsnégyzet becslésére az

n

> (X - X)?

=1

SEES

2 _
Sp =

mennyiséget hasznéaljuk. Lathato, hogy

n 2
E [nsi] = ZE[XZ — w2 = nE[z — p* = no? — n%,
1=1

ezért E [s%] =(1- %)02 < 02, vagyis tapasztalati szorasnégyzet torzitott becs-

lése o?-nek. Ennek kikiiszobolésére hasznaljik az ugynevezett korrigdlt tapasz-
talati szordsnégyzetet:

Specialisan
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7. Tétel. Fisher-Bartlett tétel X1, ..., X,, ~ N(u,0?) = X és s2 fiiggetlenek

A bizonyitashoz az X = (X1,...,X,) € R" vektort szorozzuk meg az

1 1 1

v
- ﬁ

1

v

métrixszal, amelyben az els§ sor és oszlop adott, a tobbi elem tetszbleges, feltéve,
hogy a matrix ortogondlis. Legyen Y = UX az elforgatott vektor. Ekkor

Y] = #(X1 + o+ Xy) = VX s XP 4+ 4+ X2 = Y2+ ...+ Y2, mivel
a forgatds nem valtoztatja meg a vektorok hosszat. X kovariancia-matrixa az

identitas-méatrix, akiarcsak az Y vektoré, hiszen ez sem valtozik a forgatastol.
Az Y multinormélis eloszlasu, ezért Y koordindtai figgetlenek. Tovabba

n n n
S N T
=1 =1 =2

Vagyis X-t Yi-bol, s2-et Ya,...,Y,-b6l szamoljuk, tehat a két statisztika fiig-
2
getlen. Az is latszik, hogy %3 ~ 92 + ... +92_4, ahol ¥9; ~ N(0,1).

Kovetkezmény: Ha X1, ..., X,, ~ N(u,o?), akkor
X0 ~ N(po*/n)
o~ Xg—l
A \? eloszlas tulajdonsagai:

1. x2 és X2, fiiggetlen = X2 + X2 ~ X2,

2. E [X%] =n és D?[x2] = 2n

3. x2 =T(%, %), vagyis Gamma eloszlasi

2.3. Paraméteres becslési eljarasok

2.3.1. Momentummodszer

Ezzel a modszerrel ugy becsliink meg paramétereket, hogy a minta és a becsiilt
eloszlas els6 momentumai megegyezzenek. Tehét a becsiilt k. momentum

1 n
i =~ > xt
=1

Példaul ha egy (a,b) intervallumon egyenletes eloszlas két paraméterét kell
becsiilni az (X7, X3) mintabol, akkor igy jarunk el:
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a+b

E[E(a,b)] = ,D*E(a,b) =

Xi+Xo a+b (Xi—X9)? (b—a)?
2 2 2 12

X1+ X9 = a+b,6(X1 —X2)2 = (b— a)2.

Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk az (a,b) ismeretlenekre.

A momentummoédszer dltaldnosithato olyan irdnyban, hogy a momentumok
helyett a minta és a paraméteres eloszlas mas funkcionaljait valasszuk. Ez az
altalanositott momentummodszer erGsen konzisztens, de nem biztos, hogy tor-
zitatlan.

2.3.2. Maximum likelihood médszer

Ez a médszer azt a paraméterértéket keresi meg, amely az adott minta mellett a
legvalé6sziniibb, illetve folytonos esetben azt, amelynek a stirtsége a legnagyobb.
Ehhez a likelihood fiiggvényt (jelolésben L(p, X)) hasznaljuk, amely fiiggetlen,
azonos eloszlast minta esetén folytonos eloszlas esetén az egyiittes strtiségfiige-
vény, diszkrét esetben az egyiittes eloszlas.

A maximumkeresést dltalaban derivalassal végezziik, azonban ezt ellenérizni
kell, hogy valéban globélis maximumot ad-e az % = 0 egyenlet megoldasa.

Folytonos esetben az egyiittes stirtiségfiiggvény szorzat alakban all el6. En-
nek kezelése helyett altalaban a loglikelihood fiiggvényt (jelolésben I(p, X) =
log (L(p, X))) derivaljuk, mert a két fiiggvény globélis maximuma ugyis egybe-
esik, és a szorzat Osszegre esik szét, amely tagonként derivalhato.

Példaul ha egy X1, ..., X, minta A paramétert Poisson eloszlasbél szarma-
zik, akkor a paramétert a kovetkezd modon becsiiljiik:

L(\, X) = P{Poisson(\) = Xy,...,Poisson(\) = X,,} =

P {Poisson(\) = X;}...P{Poisson(\) = X, } =

X X P, ¢
X! X! X1l X!

n

(A, X) = —nA+1log(X) Y X; — ) log X!
j=1 j=1

I\, X i1 X
OZL’A):—n+@,a2aZ
oA A
j\zzylej:X
n n

Exponencidlis mintanél a likelihood fiiggvény az egyiittes stirtiségfiiggvény:

LX) =[] e
j=1
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IAX) = (log(A) = AX;) = nlog(A) = A _X;
j=1 j=1

ANX) n &
o A ; g

Ebbél a becsiilt paraméter

N n 1
AT T TR,

x;
=1

J

2.4. Elégséges statisztikak

8. Definicié. Egy statisztika elégséges, ha minden informéciét tartalmaz a
mintarol, azaz a minta egy halmazba esésének valészinisége nem fiigg a pa-
ramétertdl, feltéve, ha ismerjiik ezt a statisztikat.

8. Tétel (Neyman-féle faktorizacios tétel). Egy T(X) statisztika elégsé-
ges a p paraméterre, ha a likelihood fiiggvény felbomlik

L(p, X) = gp(T(X)) - h(X)

alakban, ahol a h fiiggvény nem fiigg a paramétertdl.

9. Tétel (Rao-Blackwell). Ha adott egy T torzitatlan becslése egy p para-
méternek, akkor az S elégséges statisztikara vett E [T|S] feltételes varhato érték
is torzitatlan becslése lesz p-nek, szérasnégyzete nem lesz nagyobb, mint a T
becslésé, tovabba a feltételben szerepld elégséges statisztika miatt nem fiigg p-
tol.

Példaul a Poisson eloszlas fentebb kiszamolt likelihood fiiggvényébdl
n )\2?:1 X
X1l X!

megéllapithato, hogy elégséges statisztika lesz példaul a Z?Zl X, vagy a min-
taatlag X,,.

LM X)=e



3. fejezet

Hipotézisvizsgalat

3.1. Konfidencia-intervallumok

Amikor egy paramétert a minta alapjan megbecsiiliink, a becslés torzitatlan-
sdga mellett azt is tudni szeretnénk, hogy mekkora a szérds, vagyis a nagy
atlagban elért varhato értéktdl mennyire térhet el a becslés. (Sokszor a gya-
korlatban p + o alakban adjék meg ezeket a leirdkat.) Minél kisebb a szoras,
a becslés annél jobban lokalizalt. Az un. konfidencia-intervallumok, masnéven
intervallum-becslések ezt az Osszefliggést szamszertisitik.

9. Definicié. A (T1,T5) véletlen intervallumot a ¢ paraméter a-szinttd konfi-
dencia-intervallumanak nevezziik ha

P{Ih <d<Thl=1-«
A konfidencia-intervallumok megadéasanak altalanos modszere:
1. Keresiink egy ismert eloszlasu statisztikat
2. Felirunk egy intervallumot, ahova ez nagy valdszintiséggel esik
3. Kifejezziik a paramétert
Példak

1. X1,..., X, N(u,o0?) eloszlast minta, o2

dencia-intervallumot adni. Tudjuk, hogy

X_
N

Szimmetrikus intervallumot keresiink, mivel a normalis eloszlas szimmet-
rikus. Valamely u-ra

X —
P{—u<\/ﬁ ’u<u}:1—a

g

ismert. p-re szeretnénk konfi-

~ N(0,1). (3.1)

Jelolje @ a normalis eloszlasfiiggvény eloszlasfiiggvényét. Ekkor a baloldal
O(u) — ¢(—u) =2P(u) — 1,
——

1-®(u)

23
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. Legyen most az els§ példaban a p ismert és a o
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o

5, melynek megolddsa

vagyis ®(u) =1 —

g
ua/Q 2 )

az o /2-hoz tartozo kritikus érték. Innen kifejezve a p-t kapjuk az 1 — «
szint konfidencia-intervallumot:

_ o — g
P{X—ua/2%<,u<X+ua/2%}=1—a

A 95%-o0s szinthez tartozé egyiitthaté példaul ug gzs =~ 1.96.

. Ha az el6z6 példdban nem tessziik fel a normalitast, az (3.1)egyenletben

egyenlGség helyett a baloldal a centralis hatareloszlastétel miatt tart a
jobboldalhoz, ha n — oo. Ekkor un. aszimptotikus konfidencia-intervallu-
mot kapunk, amely nagy n-ekre, 1 — a valdszintiséggel tartalmazza az
ismeretlen paramétert.

2 ismeretlen. Ez utoébbira

X. —
keressiink konfidencia-intervallumot. Tudjuk, hogy — PN 0,1),
o

n 2
X: 0
E <7Z > NXg
g

=1

ezért

Felirunk egy intervallumot:
<2
P{1§<X§<Xa}:1—a

Innen kifejezhetjiik a o?-et:
2 1 ¢ 2 _ 32
P XO‘<FZ(Xi_M) <Xa =
i=1
1 & I &
= {—22%—”)2 <ol< FZ(Xi—uV} = 1-0

X = = =1
Hogyan hatarozzuk meg a X2 és Yi hatarokat? Legjobb lenne tgy, hogy

a legsziikebb legyen, vagyis E [To — T7] — min. Ennél egyszertibb, ha ugy
vélasztjuk, hogy a két farok egyenld silyu legyen:

P{X2 <Xi} :P{X2 >X§} = /2

. Tegyiik fel, hogy az els6 példaban mindkét paraméter ismeretlen és p-

re keresiink konfidencia-intervallumot. Ekkor ¢ tn. ,zavar6” paraméter
(nuisance parameter). Ezen feltételekkel

~tp1
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Ekkor az els6 példdhoz hasonléan

X —
P{—ta/2< M\/ﬁ<ta/2}:1—a,

Sn
vagyis

¢ Sn % Sn
P{:U' € [X _ta/2ﬁ7X+ta/2%]} =l-a

3.2. Statisztikai prébak alapfogalmai

A hipotézisvizsgalat a minta eloszldsdra (annak paraméterére vagy alakjara)
vonatkozo feltevés ellenérzése az adatok alapjan. A felhasznalt matematikai
modell a statisztikai mezé: (Q, A, Py), 9 € O az ismeretlen paraméter.

Van egy elképzelésiink a valddi paraméterekrél: ¢ € ©,, C ©, a null-hipotézis
(Hp). Azt vizsgaljuk, hogy ez sszhangban van-e az adatokkal. A probékat
gy konstrualjak, hogy ha csak lehet, elfogadjak a nullhipotézist és csak ak-
kor utasitjak el, ha az adatok ,nagyon tiltakoznak” ellene. Ezért célszerd null-
hipotézisként olyasmit feltenni, amirél reméljiik, hogy a proba el fogja utasitani.
Ez ugyanis a szignifikins eredmény.

A minta alapjan el kell tudnunk doénteni, hogy a null-hipotézist elfogadjuk-e
vagy pedig elvetjiik. Ellen-hipotézis (Hp) a paramétertérnek az a része, melynél
azt szeretnénk, hogy a proba elutasitd valaszt adjon. Ez gyakran a Hg komp-
lementere, de nem mindig. A proba tehat egy ¢t : R™ — 0,1 leképezés, amely
minden n elemd mintara megmondja, hogy annak alapjan a null-hipotézist el-
fogadjuk, avagy elvetjiik. A mintak tere két diszjunkt halmaz tinidjara bomlik:

R"™ = Cy U (4,
ahol Cy C R"™ az elfogaddsi tartomdny és C1 C R™ a kritikus tartomdny.

A probék legtobbszor olyanok, hogy egy un. prébastatisztika alapjan don-
tiink:

Cy = {(Xl,...,Xn)ERn : Tn(Xl,...,Xn)E[a,b]}
= (X1, X)) €R® ¢ Tu(X1,...,Xn) € [a,0]}

A hipotézisvizsgalat soran a kovetkezd esetek fordulhatnak eld:

‘ H Hy-t elfogadjuk ‘ Hy-t elvetjiik ‘
Hy igaz 0 I. faja hiba
H, igaz I1. faju hiba Szignifikdns eredmény

A probakat ugy konstrualjuk meg, hogy pozitivnak nevezziik azt az ered-
ményt, hogy a nullhipotézist elvetjiik. Ekkor a kovetkez&ket mondhatjuk:

1. Ha Hj igaz és elfogadjuk, akkor hibat ugyan nem kovetiink el, de az ered-
mény nem szignifikins.
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2. Az els6faja hiba elkévetésével dlpozitiv eredményt kapunk. Ezt igyeksziink
elsgsorban elkeriilni gy, hogy csak olyan probakat tekintiink, melyekre
ennek valdszintisége kicsi.

3. A masodfaja hiba elkdvetésével adlnegativ eredményt kapunk, vagyis nem
vessziik észre a pozitiv eredményt. Minél kevésbé koveti el egy proba ezt
a fajta hibat, annal erésebbnek nevezziik.

4. Szignifikdns eredményt kapunk, ha helyesen elvetjiik a nullhipotézist.
Olyan probékat keresiink tehat, hogy egy elére rogzitett kis a esetén
P {01|H0} S a,

és ezen feltétellel P {Cp|H;} minimalis.

10. Definicié. A préba terjedelme a legnagyobb megengedett elséfaja hiba:

sup Py{C1|Ho} =
ISISN)

A proba szintje (gyakran %-ban kifejezve): 1 — «
Eréfiiggvény:

~v(0) = P {Hy-t elvetjiik | Hy hamis és a paraméter értéke 0}

A probéaval szemben tdmasztott kovetelmények:

torzitatlansag ~(0) > «, vagyis nagyobb valosziniiséggel vessiik el a nullhipo-
tézist akkor, ha hamis, mint akkor, ha igaz

konzisztencia lim, . 7,(0) = 1, vagyis a minta novekedésével egyre bizto-
sabban dontsiink

Minél kisebb a terjedelem, annal nagyobb az elfogadédsi tartomany, mert
hiszen ha nagyon megszoritjuk az elséfaji hibat, akkor a proba ,nem meri”
elvetni a nullhipotézist, vagyis mindent elfogad. FEl&fordulhat, hogy egy adott
szinten elfogadjuk, egy mésik szinten elutasitjuk a nullhipotézist. Van egy olyan
terjedelem, amelynél a probastatisztika pontosan az elfogadési tartomény ha-
taran talalhato. Ezt nevezziik p-értéknek. Altalaban az egyes alkalmazasoknak
egy tipikus terjedelemmel dolgoznak (pl. 0.01, 0.05 vagy 0.1). A szamitogé-
pes gyakorlatban altaldban egy p-értéket kapunk és a kovetkezs szabdly szerint
dontiink:

a<p ‘ elfogadunk
a>p ‘ elutasitunk

Ha a p-érték nagyon kicsi (vagy nagyon nagy), akkor mondhatjuk, hogy minden
hasznélatos szinten elutasitunk (illetve elfogadunk).



3.3. KLASSZIKUS PARAMETERES PROBAK 27

3.3. Klasszikus paraméteres probak

A statisztikai probak megadasanak altalanos modszere:

1. Keresiink egy statisztikat (ez az un. prébastatisztika), melynek Hy teljesii-
lése esetén ismert az eloszlésa és az lehetSleg markénsan kiilonbozik a Hy
teljesiilése esetén érvényes eloszlastol

2. Felirunk egy (esetleg félig végtelen) intervallumot, ahova ez 1 — o valoszi-
niiséggel esik. Az intervallum komplementere feleljen meg az ellenhipoté-
zisben szerepl6 paramétertartomanynak

3. « lesz a proba terjedelme, a kapott intervallum az elfogadési tartoméany

3.3.1. Egymintas u-préba

Hasonléan a konfidencia-intervallumokhoz els6ként tekintsiink egy fiiggetlen nor-
maélis eloszlasi mintat ismert szorasnégyzettel, vagyis a statisztikai mezé legyen
N(p,03). A nullhipotézis legyen az, hogy pu = po. Kétféle ellenhipotézist te-
kinthetiink: p kiilonbozik a feltett po-tol (vagyis Hy a Hyp komplementere) vagy
pedig nagyobb nala. Az elsé esetben kétoldali, a masodikban egyoldali ellenhi-
potézisrsl beszéliink:

{Hoi = Ho {Hoi p = Ho
Hy: p# o HY: p>po

A vizsgalt statisztika:

X, —
w=/n =2 H0 o o)1)

00
Felirjuk, hogy mi az eloszlas, ha p # puo: 777
X, — X, - _
\/ﬁ “An ~ Ho :\/ﬁ ”7“4_\/5 K~ Ho Iiﬁ‘ N(du,l)
00 g0 a0
N(‘Orvl) dl’«

Felirjuk az 1 — « szinti konfidencia-intervallumot a H7 kétoldali ellenhipotézis
esetén:

X, —
P{—ua/2<\/ﬁiuo<ua/2|Ho}:1—a (3.2)
g0
Ekkor azt kapjuk, hogy
P {I faja hiba} = P {C1|Ho} = P {|u| > uqa|Ho} = a

és az elfogadasi tartomany

X —
Co = {(Xl,...,Xm : ‘\/ﬁ T“O‘ < um}
A maésodfaju hibat p fiiggvényében szamitjuk ki:

B(p) = P{ColHu} = P{—tass < N(dy, 1) < uajo | Hu} =
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= (I)(uoc/Q —dy) — (I)(_uoz/2 — dy)

Ha p — 400, akkor d,, — *oo, ezért

lim A(p) =0
pu—=1o00
vagyis az eréfiiggvény 1-hez tart. Hasonloképpen az is lathato, hogy n — oo
esetén fix p-re is 1-hez tart az erdfiiggvény. Ha ez a tulajdonsig teljesiil, akkor
azt mondjuk, hogy a préba konzisztens.
Az elfogadasi tartomany az {|u| < u, 2} intervallum, ahol a kritikus értéket
aP {|u| < ua/Q} = 1 — « egyenletbdl kapjuk, vagyis

_e-l1_ <

Egyoldalu ellenhipotézis esetén a (3.2) egyenlet helyett hasznalt konfidencia-
intervallum _
Xn — M

a0

P{\/ﬁ

ahol u, = ®71(1 — a). Ekkor az elfogadasi tartomany {u < u,}, vagyis csak a
probastatisztika nagy értékeire utasitunk el.

<ua}:1—a,

3.3.2. Kétmintas u-préba

A kétmintas u-probanal két egyméstol fliggetlen minta varhaté értékeit hason-
litjuk Gssze:
X1,... X, ~ N(ui,o?)

2 2.
o7, 05 1smert
Yi,....Y, ~ N(m,ag)} 12

A hipotézisek: Hy : py = po; Hy @ p1 # pe. A probastatisztika felirasahoz

vegyiik észre, hogy E [)_(n — Ym] Doy ¢s D*(X,—-Y,) = %% + %% Kovetkezés-
képpen a probastatisztika

w=2n"2m M N 1)

3.3.3. Egymintéas t-préba

Ez a préba abban kiilonbozik az u-probatol, hogy nem ismerjiik a szérasnégy-
zetet:

X1, Xn ~ N(p,0%), Ho:p=po, Hy:p# po vagy Hi : pn> o

A probastatisztika ebben az esetben (lasd 6. oldal):

Xn — fo H
t=yvn ===~ t,
Sn
Az kritikus érték fiiggését a mintaelemszamtol az alabbi tablazat szemlélteti

(v = 95%):
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n = f+1 | kritikus érték (t, /o)
2 12.7
4 3.18
10 2.26
00 1.96

3.3.4. Kétmintas t-préba

A kétmintas u-probédhoz hasonloan két fiiggetlen, ismeretlen szordsnégyzetii
minta varhato értékét hasonlitjuk Ossze. A mintdk meéretének fiiggvényében
tobb esetet kiilonboztetiink meg:

l.n=m
Legyen Z; = X; — Y;, i = 1,...,n 0j minta, melyre D?(Z;) = 03 +03. A
problémét visszavezethetjiik egy egyszerd t-probéra:

Hy:p=0, H :p#0

2. n # m, de o1 = o9 (ezt el6re teszteljiik a kés6bb ismertetends F-probaval)
n _ m _
Az (n—1)si2+ (m—1)s5,% = S (X; — X)) + D (V; — Y;,,)? mennyiséget
i=1

m

(3 =
az Steiner-formula (1d. 19. old.) alapjan atalakitva az kapjuk, hogy

(n = 1)sp? + (m = 1)s;,* =

DX+ (Vi )’ = (X — p)? = m(Vin — p)?
i=1 i=1

eloszldsa x2, +n (két szabadsagi fokot veszitiink el). Az egymintéas esethez
hasonléan itt is felirhatjuk, hogy

— _ _ _ 2 2 1 1
E[Xn—ym]’EOésD?(Xn—Ym):%+%:Ug <E+E>

Ebbél adodik a probastatisztika:

Yo Hop

t= Xn t
IV \/ (n—1)s32+(m—1)s3,” hm=2
n + m n+m—2

3.3.5. [-prboba
Az F-probanél fliggetlen mintak szorasnégyzeteit hasonlitjuk Gssze:
X1,...,Xn ~ N(u,0})
Yi,..,Ym ~ N(ug,03)
A hipotézisek: Hy : 0?2 = 03, Hy : 02 # 03 vagy H} : 02 > o3. A tapasztalati
szorasnégyzet tulajdonsigai alapjan (lasd 19. oldal)
n—1 . m—1 .

2 . 2
2 Sp ™~ Xn—1 ©8 2 Sm ™~ Xm—1
o1 03
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Hy teljesiilése esetén

soxa/m-n
n—1,m—
sz X m—1)

Egyoldalt ellenhipotézis esetén (Hy : 07 > 032) mindig elvetjiilk Hi-et, ha

*2 *2 : *2 *2 fpe 2
sp2 < spy. Amennyiben sy° > sy<, akkor a kritikus tartomany
*2
n

@ > anl,mfl(a)a

vagyis a hanyados nagyobb, mint az F' eloszlas a-hoz tartozé kritikus értéke.
Ha az ellenhipotézis kétoldali, akkor kihasznaljuk, hogy
1/ Fytm-1=Fpn_1n-1, ezért
P{F>z}=a/2 ¢ P{l/F<l/z}=0a/2

Legyen a probastatisztika

F* = max ﬁ ﬁ =>1
- g*27 gx2 =

m n

Ekkor az elutasitasi tartomany F* > Fy,_1 ,,—1(a/2).

3.4. Nemparaméteres probak

Nemparaméteres probak esetén a feltevés az eloszlasok egészére vonatkozik, nem
pedig az eloszlasokat leir6 paraméterek szamértékére. Példaul ebbe a kategori-
aba tartozik annak elddntése, hogy adott események fiiggetlenek-e egymaéstol,
vagy az, hogy a két mintank azonos eloszlashol szarmazik-e.

3.4.1. %-prébak

Ezekben a probdkban egy Ajp,..., A, teljes eseményrendszerbdl indulunk ki,
ahol Vi € [l.r]-re P{A4;} = p;. Az N mintaelemet N fiiggetlen kisérletnek
tekintjiik, és az A; bekovetkezéseinek szamét X;-vel jeloljik. Ennek eloszlasa
multinomiélis (polinomialis):

Lk . _
P{X|=ki,... szkr}:{ kl!].\.f.kn'!pll...pf haki+...k, =N

0 kiilénben.
X1+ -+ X, = N miatt a valtozok Osszefiiggiek.
Ha csak maximum 3 osztalyt tekintiink, akkor

P{X1 = ki} = #lkl)gplfl(l —p)N R
P{Xi =k, Xo = k2} = prmrmemmyPi pei(1—pi—po)V Rk
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Ezek segitségével a valtozok kovariancia-strukturaja kifejezhetd:

E [Xi] = Np

D?[X] = Npi(1-pm)

E [XlXQ] = N(N — 1)p1p2

COV [Xz,XJ] = _Npipj

Bevezetjik a kovetkezé jeloléseket, és tovabb szdmolunk:
Xq P1
=1 : |, E[X’]:N | =np

Xy pr

VarX = B[XX7] _E[X}EMT:

p1(l—=p1)  —pp2 ... —p1Dr
N —p?pl pa2(1 ‘—p2) - —p?pr
—prp1 —prp2 .. pr(1=pp)

Jelolje itt a matrixot S := diag(p1,...,pr) — [pl-pj]lqjq! A centralis hata-
reloszlas tétel alapjan az aszimptotikus eloszlas szamithato:
1
v N

Ebbél kovetkezik, hogy VA € R"™*" métrixra,

Zy = ()?—E[X’DgN(O,S).

L
VN

Specidlisan A = diag(

4(X-E[X]) % N, 4847),
\/%v e \/;7) esetén S = diag(p1,...,p;) — PP’ miatt
a szorasnégyzet a kovetkezd alaku:

ASA =1 — (Ap) (Ap)T =1 - ad”,
VP1

ahol I az identitdsmatrix és a = : és emiatt a’a = 1.

VPr

. Xi—Np; _ (X;—Np;)? T
Legyen Y; := ﬁ! Ekkor [[Y|[,, = >7%_, iy, — W W, ahol W~

N(0,I—aa’). Ez a mennyiség nem fiiggetlen normalis eloszlasok négyzetosszege.
Az I — aa” matrixnak 0 sajatértéke az a sajatvektorral, mivel (I — aa™)
a —a = 0. Ezen feliil minden v.la vektorra a’v = 0 miatt (I — aa’)v =
v, azaz ezek a vektorok az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok. Igy ha W

a =

10 ... 00

01 ... 00
szorasmatrixat diagonalizaljuk, akkor UW = | : @ . . alaku lesz.

0 0 10

00 0 0



32 3. FEJEZET: HIPOTEZISVIZSGALAT

Azaz a WTW = WTUTUW métrix (n—1) db N(0, 1) eloszlasu fiiggetlen valtozo
négyzetosszege, azaz

— (X; —Np;)® a
S
=1 P

Megjegyezziik, hogy a proba akkor alkalmazhatd hatékonyan, ha minden
részhalmazba legalabb 6 mintaelem esik. Ellenkezs esetben célszerd osztalyokat
Osszevonni.

Hipotézisvizsgalat

Hy:P{A;} =p;

Zr: (ki — Npl B ZT: (megfigyelt — vart)? 4

2
p - Xr—
vart r=b

=1 =1

ahol az A; esemény k;-szer kovetkezett be (megfigyelt érték), mig varhatod ér-
tékben Np;-szer kellett volna ennek torténnie (vért).

Ha ez a x? probastatisztika kis értéket vesz fel, a nullhipotézist elfogadjuk,
ellenkezd esetben elutasitjuk. Ennek eldontéséhez a megfelel szabadsagi foka
x? eloszlas tablazatat hasznéaljuk, amivel a probastatisztika aszimptotikusan
azonos eloszlasu.

Példa:
Egy dobokockaval 600—szor dobunk. Az eredményeink:

1123 ]4]5]6
83191 122|107 |74 123

Kérdés: Szabalyos-e a kocka?
Megoldés:

5 (83 —100)2 (123 — 100)?
100 100

Az 5 szabadsagi foku x? eloszlas tablazataban 0,001-es szinten 20,5, 0,0005-
0s szinten 22,1 szerepel, igy a nullhipotézist 0,001 és e feletti szinteken fogadjuk
el.

= 21,08

Tiszta illeszkedésvizsgalat

Az a kérdés, hogy mintank egy elére adott eloszlasbol szarmazik-e?

Hy: X ~ F(x)

Vélasszunk A; := {X € C;} eseményeket, ahol a C;-k diszjunkt intervallu-
mok, melyek unioja R !
Példa:
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Szazelemii mintarol dontsiik el, hogy 2 paraméterti Poisson eloszlasbol szar-
mazik-e! A véalasztott események, és a minta eloszlésa ezek kozott:

AQ A1 A2 A3 A4
{(X=0} |[{X=1} |{Xx=2} [{Xx=3}[{Xx>4
12 | 32 | 2 | 21 | 10

A fenti esemanyek nullhipotézis melletti valoszintiségeit konnyen szamithat-
juk:

Ay | A | Ay | A | Ay
0,135 | 0,270 [ 0,270 | 0,180 | 0,145

5 (12 —13,5)2 (10 — 14, 5)?
== =Y 44 Y ~3,316.
X 35 T 115 ’

A kritikus érték pedig 0,9-es szinten 7,77. A nullhipotézist elfogadjuk.

Becsléses illeszkedésvizsgalat

A becsléses illeszkedésvizsgalat feladata abban kiillénbozik a tiszta illeszkedés-
vizsgalattol, hogy nem tudjuk pontosan, melyik eloszlassal egyezhet meg a
minta, csak a paraméteres eloszlas adott, igy elészor egy paraméterbecslést kell
végezni.

HQ:P{X<t}:F(t;01,...0k)

Az r elemi minta alapjan elGszor a k paraméterre adunk maximum likeli-
hood becslést, majd egy tiszta illeszkedésvizsgédlatot végziink a kovetkezd null-
hipotézissel:

Hy:P{X <t} =F(t;0y,...,0;)

L )2
Ekkor az el6zetes becslések miatt a Z;Zl % probastatisztika aszimp-

totikus eloszlasa csak r — k — 1 szabadsagi foku x? eloszlas lesz!

Fiiggetlenségvizsgalat
Adott két teljes eseményrendszer: Aq,..., A, és By,...,Bs. Dontslink arrol a
hipotézisr6l, hogy minden i-re és j-re az A; és B; események filiggetlenek!

Amennyiben a P {A4;} = p; és a P{B;} = ¢; értékek ismertek, az aszimpto-
tikus hatareloszlas szabadséigi fokainak szama rs — 1 lesz.
Becsléses vizsgalat esetén egy un. kontingenciatablazatot irunk fel:
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Bi| B |...|B | ¥
Ay | kig ki | oo | Kus k1o
Ao | kot | koo | ... | kas ke
Ar kT-’,l k;,Q o e k;’,s k;’,o
Z ‘ ko,l ‘ ko,Q ‘ cee ‘ ko,s H N = ko,o

Itt Vi € {1,...,7“},Vj € {1,...,8} ki,j = #{Xl‘XZEAZ‘ﬂBj}, Vi €
{1,...,7‘} k?@.:#{Xl|X[€Ai},\v/j€{1,...78} ko,j:#{Xl|Xl€Bj}-

7,0

A tablazat segitségével a p; és g; valoszintiségeket a g és a x> mennyi-

ségekkel becsiilhetjiik, igy a P {A4; N B;} vart értéke N k’T' k]‘\;j = % lesz.
Tehat a kovetkezs statisztikat alkalmazzuk:
2 o (Riy — ki’}\l/ﬁ.’j)Q 2
X = Z Z ki oke " Xszabadségi fok
i=1 j=1 N

A szabadsagi fokok szama pedig: rs—1—(r—1)—(s—1) = (r—1)(s — 1),
mivel a p;-k és a gj-k kozott van egy-egy szabad Gsszefiiggés (D, pi = 1).

Ha két valoszintiségi valtozo (X,Y) fiiggetlenségére vagyunk kivancsiak, ak-
kor az eseményeink a kovetkezdk lesznek:

A, = {ai_1§X<aZ~} 1=1,...,r
Bj = {bZ,1SY<bZ} j=1,...,s

Példa:

Egy kétszaz f6s minta alapjan vizsgaljuk meg a szem és a hajszin fiiggetlen-
ségét!

H sz6ke ‘ barna ‘ fekete H >

kék szem [ 42 | 28 3 [ 73
barna szem | 17 89 21 117
> || 59 | 117 | 24 [[200

A x? statisztika értéke 49,11, a szabadsagi fokok szama, 2, ennek az eloszlés-
nak a kritikus értéke még o = 0,001 esetén is 13,8, azaz elvetjiik a fliggetlensé-
get, a haj- és a szemszinek Osszefiiggnek!

3.4.2. Kolmogorov-Szmirnov préba

A proba eloszlasok egyenlGségének igazolasara szolgal. Elss esetben legyen adott
két minta, Xi,...,X, és Yy,...,Y,, amelyek az F' és G eloszlasfiiggvényd el-
oszlasokbdl szdrmaznak.

H():F:G
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Hy esetén F(x) és Gy, (x) kozel” van egymashoz, és a D;}, = Fi(x) =G5 (x)
ugrofiiggvény :l:% ugrasokkal, lim, 1. DTJ{, n» = 0. Feltehets, hogy az ugrasok
nem esnek egybe (ez 0 valoszintiségti), azaz 2n ugraspont van.

Ki fogjuk szamitani a kovetkezs esemény valdszintiségét:

{\/ng{,n < z} = {\/ﬁ\/ng{n < \/%Z}.

Ennek komplementer eseménye

{nD:{,n > [2\/%]} .

AznDy, =n(Fi(z) — Gy (x)) egységlépcsds fiiggveény,
a legnagyobb 0-t6l vald eltérésének eloszlasat szeretnénk
kiszdmolni. Mivel minket csak az eltérés maximuma érde-
kel, igy az ugrofiiggvényt helyettesithetjiik egy bolyongas-
sal, mivel a két fliggvény supremuma megegyezik.
Kérdésiink tehat ugy fogalmazhaté at, hogy mi a valészintisége annak, hogy
a (0,0)-bol indul6 (2n,0)-ba érkezd torottvonal érinti a ¢ szintet.

Az 0Osszes ¢ szintet érint§ vonal szé-
mat (itt ¢ = [2v/2n] lesz) tiikrozési mod-
szerrel hatérozzuk meg. Minden vonal
els6 ¢ szintet érinté pontja utani részét
tiikrozziik a ¢ szintre. Ekkor egy (0,0)-
bél indul6 (2n,2c¢)-be érkezs torottvona-
lat kapunk. Minden c-t érint6§ els§ tipusi torottvonalbol kaptunk egy ilyet
egyértelmiien, és visszatiikrozéssel mindegyikbdl egyértelmiien visszakaphatjuk
az eredetit, tehat a (0,0)-bol indul6 (2n,0)-ba érkezd c-t érinté tordttvonalak
szdma megegyezik a (0,0)-bol indul6 (2n, 2¢)-be érkez6 torottvonalak szaméval.

.. . P . 2
Az Osszes visszatérd vonal szama: (:)

A visszatérd c-t érinté torottvonalak szama: (nfc)

0 ha 0 > =z
P {\/Esup (Ey(x) — G (x)) < z} =4 1- V("QT‘ZC))J ha 0 < z < /%
1 ha z > \/g
(RZEC) B (2n)! /(2n)! B n!in! N
(M (n=oln+o)l nlnl — (n—c)l(n+o)! -
2mn (%)% _
21(n—c) (=) V/2r(n +¢) (":C)n+c
n n2n n n2n

VT =& (0= e n O nE = @ (2 ) (n + o)
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2 n—c 2c
n n n B
n? —c? <n2—62> (n—l—c) -
c2 2 nee ¢\ crzvan
1 1+ —— 1-— =~
( +n2—02)< +n2—02> < n—i—c)
_ 2z2n
1 + 222 1 + 222 n—zvan 1 . z 2n : " nlo)o
n— 222 n — 222 n+ z2v2n

2 4.2 _ 9,2
—>€2264Z=€2Z

Tehat n — oo esetén belathato, hogy a P {/% sup (Fj(z) — Gj(z)) < z}
negativ z-kre 0 pozitivakra pedig aszimptotikusan 1 — e=27", Valdjaban a ta-
pasztalati eloszlasfiiggvények kiilonbségének abszolutértékét szoktuk venni, és
ennek supremumat szamitjuk. Ennek aszimptotikus eloszlasit egy joval bonyo-
lultabb modell segitségével kaphatjuk:

p {\/gsup |F () — G ()] < z} L K(2) = i (—1)ke 202

k=—o00

ahol az itt definialt K(z) fiiggvényt Kolmogorov fiiggvénynek hivjuk.

Kiilénbz6 elemszama minték (n és m) esetén a /% helyett s hasznd-

lando.

Egymintas prébidban a mintit egy ismert eloszlas eloszlasfiiggvényével ha-
sonlitjuk. Ekkor az igaz, hogy

Dy 5= sup |F (¢) — F(a)
P{V/nD, <z} — K(z)



4. fejezet

Linearis modellek

4.1. Kovariancia, korrelacié

Két valtozo kozotti osszefiiggeés felallitasa a megfigyelt értékek alapjan

Cov[X,Y] =E[(X — E[X])(Y —E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]

Ha Cov [X,Y] = 0, akkor a két valtozot korrelalatlannak nevezziik. Ha két
egylittesen normalis valtozo korrelalatlan, akkor fliggetlenek is.
A korrelaciot pedig a kivetkezSképpen definialjuk:

Cov [X,Y]
XY)=———
Az E[X] = E[Y] = 0 specialis esetben p(X,Y) = %

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlGtlenség miatt barmely két valtozo
korrelacios egyiitthatdja abszolutértékben kisebb 1-nél. Ha pedig [p(X,Y)| = 1,
akkor Y = aX + b. Ha viszont |p(X,Y)| # 1, akkor is lehet Y ~ a X + b.

Két minta tapasztalati korrelacios egyiitthatojat a kovetkezSképpen szamol-
juk:

D » 216 TP o[ 8 4
VI (X = X2 (Y - V)2

skalarszorzat, norma megkdzelités

4.2. Regresszi6szamitas

4.2.1. Elméleti regresszi6

Elméleti (linearis) regresszios feladat: adott X és Y valoszintiségi valtozok, ame-
lyekre feltételezhets, hogy kozel linearisan fiiggnek egyméastol. Keressiik meg a
linearitas paramétereit!

37



38 4. FEJEZET: LINEARIS MODELLEK

IV — (aX + )2 =% min

Az altalanos regresszios feladatban pedig azt az f fiiggvényt (regresszios
gorbe) keressiik, amely minimalizélja a E [(Y — f(X))?] mennyiséget (legkisebb
négyzetek modszere).

B[ - f0)%] = [ / [y — f(2)]? bz, y)dwdy,

ahol h(z,y) az egyiittes strtségfiiggvény. Ennek megoldésa az E [Y|X] fel-
tételes varhato érték lesz, mivel:

E[(Y - f(X))?] =B |[(Y ~E[Y|X]) + (B[Y|X] - F(O)] =

_E [[y _E [Y|X]]2] +E [[E Y{X]—f X)ﬂ *
)} =

—E [[Y _E [Y;X]ﬂ +E [[E Y|X] - f(X)]Q] , mert

(
+2E[(Y - E[Y|X]) (E[Y|X] - f(X)
E[(Y - E[Y[X]) (E[Y|X] - f(X))] =
EE[Y -EY[X]) (E[Y|X] - f(X))[X]] =
E[E[Y]X] -E[Y|X]) (EY]X]-E[f(X)[X])] =0

Tehat a fenti kifejezés a minimumat épp a feltételes varhaté érték helyen
veszi fel, azaz a regresszids gorge

flz) =E[Y|X =a] = ﬁyhxxyyZiy

Altaldban ezt a regresszios gorbét helyettesitjiik a legjobban kozelits egye-
nessel.

Ha az (X,Y) valoszintiségi valtozé multinormalis eloszlast, akkor a reg-
resszids gorbe egy egyenes lesz, ugyanis konstrudlhatunk egy X-t6l fliggetlen Z
valdszintiségi valtozot a kovetkezd modon:

Legyen Z(k) := (Y —E[Y]) + k(X —E[X]) ! Z(k) minden k-ra 0 varhato
értékd, de vajon létezik-e olyan k, amelyre fiiggetlen X-t617

Cov[Z(k), X] = E[(Z(k) - 0)(X —E[X])] = E[(X —E[X]))(Y —E[Y])] +
+KE [(X — E[X])?] = Cov [X, Y] + kD?*(X),
amely kifejezés pontosan akkor 0, ha

—Cov [X,Y]

"=y

, igy
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Cov [X,Y]

0=E[Z] =B[Z]X = 2] = BY|X =] - B[] - =50

(x — B[X]).

Ez a képlet megadja a E[Y|X = x] a regresszios gorbe egyenletét, ami egy
egyenes.
4.2.2. Tapasztalati regresszio
Adott (X,Y) n elemii minta. Ezek tapasztalati korrelacioja
_ oy -X)(Yi-Y)
PXY = — —
n n
VI (X - X) T, (v - Y)

Az optimalizdlas elvégzése utan kapott tapasztalati regresszios egyenes e-
gyenlete ennek segitségével irhato fel:

y—Y z— X
= PX)Y
Sy SX

4.2.3. Parcialis korrelacid

Két valdszintiségi véltoz6 parcidlis korrelacioja az a szam, amely megmutatja
a két valoszintiségi valtozo Osszefliggésének mértékét valameny mas valtozo(k)
hatasanak kisztrése utan.

Példaul a valds életben azt tapasztaljuk, hogy a testmagassig és a hajhossz
ergsen negativan korrelalt az embereknél, ami csak ezt a két mennyiséget fi-
gyelembe véve nem indokolhato. A jelenség oka az, hogy a férfiak altalaban
magasabbak, és rovid hajuk van, a nék pedig altaldban alacsonyabbak hosszu
hajjal. Tehat e harmadik valészintiségi valtozé (a nem) okozza a nagy nega-
tiv korrelaciot, ennek hatasat kisziirve a parcialis korrelacié mér nem lesz ilyen
szélsGséges.

Adott X7, ..., X, valosziniiségi valtozok esetén p; jek, ... k-1l jeldljiik az az i.
és a j. parcidlis korreldciojat, ha az Xy, , ..., X}, valoszintiségi valtozok hatasat

szamitjuk le.

Kiszamitasakor valojaban az torténik, hogy az X;-t és az Xj-t levetitjiik
az Xg,,..., Xy, altal kifeszitett altérre (regresszi6), és az igy kapott véltozok
(mintak) korrelaciojat szamitjuk.

Egy valoszintiségi valtozé hatasanak kisztirésekor linearis regressziot kell vé-
gezni, ennek eredménye egyszerd alakban a kovetkezSképpen irhato:

_ Pij — PikPjk
Pi,jek = 2 2~
Ja=g200 =02,

Igaz tovabba a kovetkezd két formula:

o Pijek — Pi kelPj kel
Pijek,l = 5 5 .
ORI
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tobbszoros kor-
relacio

4.2.4. Tobbvaltozoés regresszio

Az Y valoszintiségi valtozot vizsgéljuk néhany Xi,...,X; (an. faktor) fligg-
vényében, azaz Y = f(Xi,...,X). Ezt linearisan a y = X[ + £ egyenlettel
kozelitjiik, ahol y € R” egy n elemti minta, X € R" x RP matrix (n > p), amely-
nek elsé oszlopa csupa egyesbdl all, tobbi oszlopa a faktorok megfigyelt értékeit
tartalmazza, € a zajvektor, célunk pedig a faktorok sulyidnak, a 8 vektornak
optimélis meghatarozasa. B

lell* = (y— XB) ' (y— XB) = (" — 8" XT)(y— XB) =
yly — X Ty — oy Xp+ 1 XTXB =yy — 287Xy + AT XT X3 — min

Ennek megoldasat szemléletesen vektor szerinti derivalt formajaba irhatjuk:

0eTe T T
=-2X 2X' XpB=0.
a3 y+ B
Itt alkalmaztuk a vektor szerinti derivalas kovetkezd szabalyait:
0
— My =M"
gL :

0
— TSy = 2Sv, ahol S szimmetrikus matrix.

ov—
Ezek segitségével kaphaté meg az in normalegyenletrendszer:
XTxp=x"y.

Specidlisan egy valtozo esetén a kovetkezdket kapjuk:

yi = Bo + Pix; + €, azaz
Y1 1 x

LB

Yn 1 =z,

x1

1
YTx — 1 1 ... 1 : : _ ni glx2
1 To ... Tp Co —nT Y
1 x,

_ 1 S 12 —nT
XTx)™' = i=1 % .
) = s (T )

Ezek segitségével a legkisebb négyzetes kozelités a normalegyenletrendszer-
bél szamithato:
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. _ 1 S a? —na
= (XTx) " xTy = i=1 i :
=) e (P )

) ( ny ) _ 1 < Uiy T — Ty i Tili )
i1 Tili n (30, 2 — nz?) —nZTY+ D1 TiYi
Ez tehat egy éltalanos linearis modell, mivel az y vektor a 8 vektor métrix-
szorzatéval kifejezhetd.

4.3. Szobrasanalizis

Célunk most bizonyos tényez6k hatdsdnak vizsgalata a szords azonositasa ré-
vén. A kiilonbo6z6 faktoroknak (a kisérlet kimenetelét befolyasolo tényezéknek)
szintjeik vannak, amelyek mingségi és mennyiségi jellemzéket jelentenek, a kér-
dés pedig az, hogy szignifikdns-e a faktor hatésa az adatokra?

Az egytényez6s modellben p darab sokasag van, az i. mérete ebbdl legyen n;,
n =Y , n;, valamint jellje Y; ; az i. sokasag j. elemét (i = 1...p, j = 1...n;)!
Feltevésiink szerint ekkor Y; ; = f3; + €; j, ahol e; j ~ N(0, o?) hibak.

A hibak oka lehet a szinteken beliili ingadozas (az adott faktortol fiiggetleniil)
vagy az, hogy a faktor szignifikdns.

Definialjuk a §;-k eltérését a teljes atlagtol:

1P
B; = 1+ «;, ahol u = - z;nlﬂi, azaz
1=

Yij=p+aite

Nullhipotézisiink az, hogy a faktornak nincs hatésa, azaz

Hy:61=-=0,=p, vagylsa; =--- =ap, =0
Az atlagokat a szokasos modon jeloljiik:

P ng

_ 1
Yo,o = Z Z Y;‘,j,
L j=1
_ 1 &
Yz,o = Yz,J
n; =
Most Steiner tételét alkalmazzuk:
P o, P o,
Q = Z Z (}/Z,] - Yo,o) = Z Z (}/Z,] - }/i,o) +
i=1 j=1 i=1 j=1
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+ Z Z (Yie - Y-,-)2 = Qcsp + Qesk, ahol

_Zl 1”1( i,e Y, .) =Qcsk

Qcsk a csoportok kozotti, és Qs a csoportokon beliili négyzetosszegek, tehat

P ng
Q=D > Vij—nYes

i=1 j=1

A belss négyzetosszeg (n—p), a kiils6 négyzetosszeg (p— 1) szabadségi foku,
igy az Osszeg szabadsagi fokainak szama (n — 1).

Lemma: Ha az X;,..., X, valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, és E [X;] =
Mz vailamint D%*X;] = o2, akkor E[(X; — X)?| = (u; — p)* + %2102, ahol
= Zz 1 M-

Az allitas a kovetkez6 két egyenlGség Osszevetésébdl kdvetkezik:

E[(X; - X)?] = (E[Xi - X])*+D*(X, - X)
~—_——
(ni—p)?
D*(X; — X) = D*(X;) + D*(X) — 2Cov [X;, X| =

1 n—1
PRSP VR
n n n

Tovabba a csoportok kézotti négyzetosszegre:

B [Qesk] = ZZE Yoo)’] =

=1 j=1
P 1
=220mmemmu&—mm}=
i=1 j=1 p
P g P
“ L (P = Eomet 4 0 1
i=1 j=1 p v i=1
Igyaz oy = -+ = ap = 0 nullhipotézis mellett gc_sf is torzitatlan becslése

miért o%-nek. Tehat Hy mellett % és (;L?%S; két fiiggetlen X?],—p és X;%—1 eloszlasu
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statisztika. Tehat e ketté hanyadosa Fj,_1,—, eloszlast lesz, ezt hasznaljuk
probastatisztikdnak.

Példa: négy kiilénboz6 buzafajtat termeliink, mindegyik fajtabol 10-10 par-
cellanyit.

p =4, n; = 10, F3 3¢ kritikus értéke 95%-on 2.87.

Ha Hy-t elvetjiik, akkor adjunk becslést a;-kre! A naiv pontbecslésnél jobb
az intervallumbecslés:

Tudjuk: stb = %“; és Q.sp eloszlasa X%,p valamint ez fiiggetlen Y; o-tl,

: - 2, o . ; > 2,
mert Qesy = Yy_q 25y (Yij — Yie)™ €8 Vi fiiggetlen Y7750, (Vi — Vo) -tol
(Fisher-Bartlett). Azaz megallapithato, hogy

L" e t azaz
~ ln—p,
Scsb

P{-tipfa/2) < a0 o/} —1-a

csb

nincsenek meg
az adatok
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5. fejezet

Id6sorok

5.1. Alapfogalmak, definici6k

A tovabbiakban olyan folyamatokat vizsgalunk, amelyeknél Xy, ..., X, nem fiig-
getlen, azonos eloszlasi valtozok.

11. Definicié. Véges dimenzios eloszlasok X; :t €T
tiyo o stn €T (Xyyy- o, Xy,,)
P{th < 561,...,th < SCn}
P{(X4,...,X:,) € B} ,BeR"

10. Tétel (Kolmogorov). Ha adott véges dimenziés eloszlasoknak egy kom-
patibilis rendszere, akkor létezik egy val6szintiségi mezd és azon egy sztochasz-
tikus folyamat, amelynek pont ezek a véges dimenziés eloszldsai (vagyis véges
dimenzios eloszldsai meghatarozzak a folyamatot).

12. Definicié. Gauss folyamat Akkor neveziink egy folyamatot Gauss folya-
matnak, ha minden véges dimenzids eloszlasa normalis.
5.1.1. Osszefiiggsségi strukturak

1. véges rendd Markov-i Osszefiiggés

2. martingdl tulajdonsdg: E[Xp11|X1,..., Xn] = Xn

3. stacionaritds

13. Definicié. Erds stacionaritas Egy sztochasztikus folyamatot akkor ne-
veziink er6sen staciondriusnak ha

d
th,... ,tn,S : (th,... ,th) = (Xt1+87--- ,th+s)

14. Definicié. Gyenge stacionaritas Egy sztochasztikus folyamatot akkor
neveziink gyengén stacionériusnak ha

1. vt :E[X;] = E[X4]
2. Cov(Xy, Xs) =7(t —s)

A ~ fiiggvényt a folyamat autokovariancia fiiggvényének nevezziik.
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5.1.2. Az autokovariancia fiiggvény (v) tulajdonsagai
1. v(0) = D?[Xy] > 0 (ha létezik)

2. y(h)] <~(0)
Bizonyitas: Cauchy-Schwartz: (a,b)* < ||a||* ||]|*.

v(h) = Cov(Xy, Xetn)
| Cov(Xe, Xen)? < D*[X(]D?[Xy4]

3. v(h) =~(—=h),Vh € Z
4. pozitiv szemidefinit

15. Definicié (Pozitiv Szemidefinit). Az M € R™ " mitrix pozitiv szemi-
definit ha Va € R™ esetén al Ma > 0.

Ha egy egész szamokon értelmezett u fliggvényre igaz, az, hogy Yti,...,t, €
Z esetén a [u(t; —tj)]1<i<n,1<j<n matrix pozitiv szemidefinit akkor a fiiggvényt
pozitiv szemidefinitnek nevezziik.

11. Tétel. Gyengén staciondrius folyamat autkovariancia fiiggvénye pozitiv sze-
midefinit.

Bizonyitis:  Legyen Z := (X3, — E[X], Xy, — E[X],..., X}
Tudjuk, hogy E[Z] = 0, ezért Va € R™: E [aTZ] = 0. Ezért:

- E[X]T.

n

D*a’Z] =E[a"Za" Z].
Mivel a” Z egy skalar, ezért egyenls énmaga transzponaltjaval, igy:
D*a"Z]=E[a"ZZ"a] =d"E[2Z"] a.

A ZZT mitrix egy olyan (diadikus) métrix melynek 4,j-edik eleme (X, —
E[X])(X¢, —E[X]), igy az E [ZZ"] matrix i,j-edik eleme E [X;, — B [X]] (X;, —
E [X]) = 7y(t; — t;). Tudjuk azonban, hogy mivel D?[a? Z] egy valoszintiségi val-
toz6 szorasat jeloli ezért nem lehet negativ, igy Va € Z™:

0< D*[a"Z] =a"E [ZZ7] a.
Vagyis az E [ZZt] matrix pozitiv szemidefinit és igy a vy fiiggvény is.

12. Tétel (Herglotz): Legyen X1, ..., X,, ... komplex értékii stacioner folya-
mat y(h) = Cov(Xy, Xy+n) autokovariancia-fiiggvénnyel. Ekkor

Ay = [ eare),

ahol F(v) a spektralfiiggvény, amelyre igaz, hogy F(—m) = 0, jobbrdl folytonos,
korlatos.
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5.2. Idésorok transzformacidja
Klasszikus dekompozicio:

Xe=m+ A+ Y,
ahol
my: trend, lassan véltozo determinisztikus,
Ay: szezonalitas, periodikus fiiggvény,

Y;: stacionarius folyamat.

5.2.1. Nincs periodikus komponens

Kiindulunk egy ismert trendfiiggvénybdl: m; = a+ bt. A mintak alapjan a-t, és
b-t gy hatarozzuk meg, hogy a > 1 [X; — (a+bt)]? négyzetes eltérés minimalis
legyen.

Mozg6 atlagos simitas (moving average smoothing)

Wy = T{H > 9=y Xi+j a simitott folyamat.

1 q . 1 q .
Xy — 2q+1 Zj:—q Miyj + 2q+1 ijfq Yitj
My ~0

Wy = my a trend becslése, feltéve, ha az linedris! Y; = X3 — my.

Exponencialis simitis (exponential smoothing)

Legyen a € (0,1).

ml = X1

mt = CLXt + (1 - a)mt,1
t—2

My = Y a(l—alXe j+(1-a)X
Jj=0

Kiilonbségképzés (differencing)

Definialjuk a kiilonbségképzs (differencing, V), illetve backward shift (B) ope-
ratorokat a kovetkezSképpen:

B:R? - R% BX, = X;_1,
illetve

V:RE—REV=1-B
VX, =(1-B)X, =X, — X,_1



ref
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Ezek felhasznélasaval: V(at+b) = a, illetve linearis m;(= at+b) trend estén
V(mi+Y:) =a+ VY.
Hasonloképp definialhatjuk a V¥ operatort is:

VF=(1-Bf=1-kB+k(k—1)B*+--- 4 (-B)*.

Peldaul : V2X), = X, — 2X),_1 + Xy, illetve: VF(apth + - + ag) = klay,.

5.2.2. Trend és szezonalitas
Lasst trend

Legyen
Xik = Yrr12(-1)

ahol j jelentheti pl. az évet és k a honapot. Feltessziik, hogy egy éven beliil a
trend konstans: m;.

Szezonalitas becslése:

1 2
Sk :_OJZ_: jik — 1)

12
D=

k=1

A szezonalitas periddusat ismerniink kelll Ennek meghatarozéasahoz hasz-
néalhatjuk példaul a periodogram moédszert.

Mozg6 atlagos simitéas

Trend (77;) becslése:

mt _ 2q+1 Zlf—q Xt+l : d = 2q + 1
27 (0.5(X; g + Xipg) + 001y Xeys) 1d=2g

VaX; = X, — X;_4= X, — BX, = (1 - BY)X,

5.3. Tapasztalati autokovariancia és autokorrelacié

Adott egy n elemti minta. Ekkor a tapasztalati autokovariancia fligguényt a
kovetkezGképpen definidljuk :

12 Xjon— X)(X; — X). (5.1)

3

ahol X jeloli a mintaatlagot.
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Bizonyithato, hogy az igy definialt empirikus autokovariancia tagokbdl kép-
zett ¥ = [(i — j)]1<i j<n matrix pozitiv szemidefinit. Amennyiben a 5.1 egyen-
letben n helyett (n —r)-rel normalnénk, tgy a kapott empirikus autokovariancia
matrixra ez nem teljesiilne.

Hasonloképp értelmezhetjiik az emprikus autokorreldcios fiiggvényt is:

oy (h)

p(h) = —=.

7(0)

Box és Jenkins 6kolszabdalya szerint n > 50 és h < n/4 esetén van értelme az
idGsor analizisével foglalkozni.

Fontos megjegyezni, hogy az empirikus autokovariancia ill. autokorrelacié
fliggvényeket nem-stacionarius esetben is ki tudjuk szamitani, ezért a kapott
eredmények értelmezésénél ezt figyelembe kell venni.

Ha peldaul p(h) fiiggveny lecsengése lassi, hatvanyfiiggvény jellegi, az az
erds fliggés helyett jelentheti lassti determinisztikus trend jelenlétét is.

Amennyiben a folyamatban szezonalitas van jelen ez a p(h) periodicitasat
eredményezi.

5.4. Parciilis autokovariancia fliggvény

(X(l) = COV(Xl, Xg)

Oé(h) = COV(X1 —E [X1’X2, e 7Xh] 7Xh+1 —E [Xh+1‘X2, e ,Xh])
det R}
k) = :
k) = Get Ry
ahol Ry, az autokorrelacié matrix, Ry = [p(i — j)]1<i j<k, Rj-t pedig ugy kapjuk
Ry-bol, hogy annak utolso sorat a [p1, ..., pg| vektorra cseréjiik.

5.5. Fehér zaj
16. Definicié. Fehér zaj Fehér zajnak hivjuk, és WN(0, o?)-tel jelsljiik azokat

a folyamatokat, melyre
o2, k=0

A fehér zaj spektralfiiggvénye konstans.

5.6. Mozgdatlag (MA) folyamatok

17. Definicio. Mozg6 atlag folyamat Akkor neveziink egy X, folyamatot
mozgd atlag folyamatnak ha felirhaté

Xi = 0Ope; + 01641+ -+ Oueig
alakban, ahol e, ~ WN(0, 1) fehér zaj, ©;,0 < i < q pedig konstansok.
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X; és e; kozotti Osszefiiggést felirhatjuk a B backshift operdtor segitséégével:
Xt = @Oet + @1Bet + -+ @quet
= (@0 +6,B+--- +@qu)€t

Formalisan definidlhatjuk a ©(z) polinomot a kévetkezSképp: ©(z) := g +
O1z + -+ 0429, Ezzel a jeloléssel:

Xt = @(B)et

Az algebra alaptétele szerint egy n valtozos polinomnak pontosan n darab nem
feltétleniil kiilonb6z6 gyoke van. Ennek alapjan felirhatjuk O(z) gyoktényezds

alakjat:
a
O(z) = @qH(z — %).
i=1

Ops T—q<s<r
E[Xres] = { 0 : kiilonben
q q q—k
E[Xi11 Xe] = E | Xisp Z Oier—i| = Z O:E[Xther—i] = Z ©iOk+i
i=0 i=0 i=0
Mivel E [X; 1 X;] t-t6] nem, csak k-tol fiigg, ezért X; gyengén stacionarius, és
az autokovariancia fiiggvénye:

qik@i@ i k<
(o) = { T it k< (5.2

Az el6z6 egyenletben kifejeztiik (k) értékét a ©; értekek segitségével. Fel-
vetddik a kérdés, hogy lehet-e ugyanezt visszefelé, illetve mi annak a feltétele,
hogy adott y(k), k = 0,1,2 ..., ¢ autokovariancia fiiggvényhez létezzenek a 5.2
egyenletet kielégits ©; értékek.

Vagyis a kérdés: adott vy(k), k = 0,1,2,...,q esetén megoldhato-e v(k) =
bobg + b1bgy1 + ... +by_rby, K =0,1,2,...,q egyenletrendszer.

A valasz pedig, hogy a megoldhatosag feltétele, hogy a

T(s) :=v(0) + > _y(k)(s* +s7F)
k=1

fiiggvénynek az az |s| = 1 egységkoron csak paros multiplicitast gyokei legyenek.

5.7. Autoregressziv (AR) folyamatok
18. Definici6. Autoregressziv folyamatok Akkor neveziink egy (X;) folya-
matot autoregresszivnek, ha felirhato
Xe =91 X4 1+ +Pp Xy + e
alakban, ahol e; fehér zaj.

A mozgo atlag folyamatoknal definidlt © fiiggvényhez hasonléan definidlhatjuk
a ®(2) := @y + P12+ - + ®,2P polinomot. Igy

@(B)Xt = €¢.
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5.7.1. Példa, AR(1) folyamat

k
X =AX; 1 +te=e+AAXi 2+ 61) = ZAjetfj +ARLY
§=0

2

k
Xy =Y Ney || = A2 |1X, g2 =0
7=0

ha |A| < 1. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az AR folyamat kauzdlis.
Ebben az esetben felirhatjuk az X;-t

e .
Xt = E A](Bt,j
7=0

alakban is, ami egy MA(oo) folyamatnak felel meg. Ezt nevezziik az AR(1)
folyamat kauzalis MA (c0) elGallitasanak.

Eszrevehetjiik, hogy amennyiben az AR(1) folyamat kauzalis, azaz létezik
MA (00) elallitasa, akkor a
O(z)=1-Az

polinomnak az egyediili gyoke az egységkoron kiviil helyezkedik el. Altalanos-
sdgban is igaz a kovetkezs

13. Tétel. Egy AR(p) folyamatnak akkor és csak akkor létezik kauzalis MA (co)
elgéllitasa ha a ®(z) = 0 egyenletnek nincsen a |z| < 1 egységkoron beliil gyoke.

Tekintsiik most azt az esetet amikor |[A| > 1!

Xiy1 = AXi+en

1 1
Xy = XXtJrl_K@tJrl:
— 2 A7 CH T Ttk

|A] > 1 esetén
1
Xt =— Zl Eetﬂ'
]:

Vagyis |[A| > 1 esetén is létezik MA(co) eldéllitas, ez azonban nem kauzalis.
AR(1) folyamatok autokovariancia - fiiggvényét konnyen kifejezhetjiik az
MA (00) elallitasuk segitségével.

n n o
. . Y
Cov(Xpyn, Xy) = lim E > NMegpj > Aoy | =AM A¥ = Y
j=0 k=0 Jj=0
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5.7.2. Yule-Walker egyenletek

Xy = X0+ + 0, X e
Xe kg Xy = 91Xk Xe1+ -+ Pp Xy 1 Xy p + Xy gt
(k) =E[XipXi] = @1v(k—1) 4+ @py(k —p)
plk) = @ip(k —1)+---+ Ppp(k —p)

Ezen utébbi egyenletet k£ = 1,2, ..., p értékekre felirva és métrix alakba rendezve
kapjuk a Yule-Walker egyenletrendszert.

po P1 ot Pp-1 31 p1
pPL - po c Pp2 Py | | P2
Pp—1 =+ P1 PO P Pp

Ennek segitségével talalhatunk adott p(1),...,p(p) értékekhez olyan ®4,..., P,
egylitthatokat, hogy a kapott AR(p) folyamat autokorrelacio - fliggvényének elsé
p eleme az adott p(1),...,p(p)-val egyezzen. Ugyanez az egyenlet hasznalhato
adq,..., @p értékek becslésére is a pr, ..., pp segitségével.

5.8. Autoregressziv - mozgoatlag (ARMA) folyama-
tok

19. Definici6. Az X; folyamatot ARMA (p,q) folyamatnak nevezziik, ha
ahol ®(B) p-ed és O(B) q-ad fokud polinomok.

Akkor nevezziik a folyamatot kauzalisnak, ha létezik MA (o0) elgéllitasa. Egy
kauzalis ARMA folyamat autokovariancia - fiiggvényét az MA (o0) elgallitasaban
szerepld egyiitthatokkal a kovetkezd tétel segitségével tudjuk kifejezni:

14. Tétel. Amennyiben & staciondrius, és >322 |V;| < oo akkor az n; :=

Z;’if oo V& fiiggvény is staciondrius, és autokovariancia - fiiggvénye:

wmh)y =" > Uye(h—j+k)

j=—00 k=—00

5.8.1. A kauzalitas sziikséges és elégséges feltétele

Tegyiik fel, hogy a ®(z) és ©(z) polinomoknak nincs kozos gyoke. Ezt nyugodtan
feltehetjiik, mivel ellenkezd esetben a (5.3) egyenletben ezzel a kozos gyokkel
egyszeriisithetiink.

15. Tétel. Az X; ARMA(p,q) folyamat kauzalitdsanak sziikséges és elégséges
feltétele, hogy a ®(z) = 0 egyenletnek ne legyen a |z| < 1 egységkoron beliil
gyoke.
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> - O(2)
E U,z = <1
j=0 ” (I)(z)”z‘ B

20. Definici6. Invertalhatosag Az X; folyamatot invertdlhatonak nevezziik,
ha 30 : 3772 [Ty] < 0o és ey = 322 o T Xy

16. Tétel. Az X; ARMA (p,q) folyamat invertalhatésagdnak sziikséges és elég-
séges feltétele, hogy a ©(z) = 0 egyenletnek ne legyen a |z| < 1 egységkoron
beliil gyoke.

70 - 202)
Z()szj:@( ,|Z|§1

5.9. Az atlag és az autokovariancia becslései

E[Xi] = p, Cov [ Xy, Xiyn] = v(n)
Az atlag természetes becslése

Xy = R0 e BIX,] =

Az atlag szorasnégyzete

n

_ 1
2 _ Il —
nD*(X,,) Z Cov [X;, X;| = Z n’y(z j) =
i,j=1 i,j=1
S sE n—|n
Z Z Z T’Y(h) < Z [v(h)
h=—n+1 j=1 |h|<n |h|<n

Ha 7(n) — 0, akkor
<> k)| —o.
|h|<n

Ha pedig még az is igaz, hogy a 7(n) sorozat abszolut konvergens, akkor az
atlag szorasnégyzetére az alabbi aszimptotikat adhatjuk

o0

Z (h)] < 00 = nD*(X,) — > ~(h)

h=—00 h=—00
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5.9.1. A spektralfiiggvény és az autokovariancia kapcsolata
17. Tétel (Inverz Fourier transzformalt).

™

Ha Z |K(n)| < oo, akkor K(h) = /eih”f(y)dy, ahol

n=—oo
—T

I =
fQ) =— e K (n), ugyanis
2T iy
o 1 & o
ihv _ t(h—n)v
= — K =K
[ e pwiar %ugé(m/e (h)

Ennek egyszertd kovetkezménye az aldbbi 4llitas

o0
Egy Z |7(h)| < oo tulajdonsagu « fiiggvény autokovariancia fiiggvény <
h=—o0
1 o

2
n=—oo

< f(N) e "My (n) > 0.

Ennek alkalmazasaként szamitsuk ki, mikor lesz az aldbbi alaka K fiiggvény
autokovariancia fiiggvény!

1,hah=0
K(h)=<{ p,hah==1
0 kiilénben.
)= & 3 R () = & (14 2pc080) 2 0 o] < &
27 27 N ~2

n=—oo

5.9.2. Aszimptotikus normalitas

Legyen példaul

[e.e]
Xy =p+ Y, V;Z_j, ahol
j=—00

Z; fiiggetlen, azonos eloszlast 0 varhato értékkel és o2

i |V;] < oo, de io: U, #0.

szorasnégyzettel, tovabba

je—oo j=—o0
Ekkor
d 1 &
Xn 5N |~ Z W(n)
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5.9.3. ~(n) becslése

1 — _
—Z X — X)) (Xepn — Xn), ahol 0 < h <n—1

3

Ez altalanossagban torzitott becslés (bar bizonyos tovabbi feltételek mel-

lett aszimptotikusan torzitatlan), de viszont a f\n = ['y(z - ])} matrixa
1<i,j<n

pozitiv szemidefinit.
Ennek bizonyitasahoz elég, hogy I'), = %MMT a kovetkez6 az YV; = X; — X,
jeloléssel kifejezett M matrixszal

00 ... 0 0 Y7 Yo ... Y1 Y,
00 ... 0 Y Yo Yy ... Y, 0
M=\ . . ) . . .
0Y, ... Yoo Vou Y, O ... 0 0

Altalanos 6kdlszabalyként elmondhatjuk, hogy p(h) becslése (p/(\h) = @>
akkor jo, ha n > 50 és h < 7.
5.9.4. Az autokorrelaciék mikor kiilonb6znek szignifikAnsan 0-

tol?
Ha a kovetkezd alaku szirt fiiggetlen zajra
o0
Xe—p= Y V;Z _j és
j=—o00

Z; fiiggetlen, azonos eloszlast 0 varhato értékkel és o2 szorasnégyzettel, tovabba

o
Z 0| < o0, 6s E [Z}] < oo, akkor

j==o0

1
p(1),... p(h)] 4N <[,o(1), —.p(h)], —W) , ahol W az tun Bartlett matrix
n

= " lp(k + 1) + p(k — i) = 2p(0)p(k)] [p(k + 5) + p(k — §) = 2p(§)p(k)] -
k=1

Peéldaul a fiiggetlen fehér zaj folyamatra p(l) # 0, ha | # 0, azaz

l,hai=j .
Ww—{ 0. ha i j vagyis

—_— 1
p(1),...,p(h) =iid N (O, —) ,
n

ennek konfidenciaintervalluma :|:1.96\/i5, amely értéket a normaélis eloszlas tab-
lazatabol olvashatunk ki.
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5.10. ARMA modellek becslései

Amikor egy folyamatot ARM A modellel kozelitiink, a kovetkezs 1épések szerint
jarunk el:

1. megbecsiiljiik p-t és ¢-t, az ARM A folyamathoz tartozo két polinom fok-
szamat

2. megbecsiiljiik a polinomok egyiitthatoit

3. megbecsiiljiik a szoradsnégyzetet

5.10.1. Ismert p és q

Tiszta autoregressziv esetben felirhatjuk a Yule-Walker egyenleteket:

X —®1X;1 — - — X, = e, ahol e, ~ WN(0,0?)
I',® = ,, ahol

Ly= [v(i — j)]ﬁjzl

7 =h1),...,v(p)

Tovabba

02 = D%, = D*(X; — ®1 X4 1 — - — B, X;p) = 7(0) — BTy,

Igy a Yule-Walker becslések a kovetkezs alaktak lesznek:

5.10.2. Ismeretlen p

Ha p nem ismert és AR(m)-et probalunk illeszteni, akkor azt varjuk, hogy a,:n
kicsi lesz.

Jn (6; - @m) 4 N, (0, 02T,
ahol ®,, az X,,+1 legjobb linearis kozelitésének egyiitthatovektora:

| Xms1 — @), (X1, .., X)) || = min.
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5.10.3. A Durbin-Levinson algoritmus

A matrixinvertalas kikeriilésére a Durbin-Levinson algoritmust hasznaljuk. Le-
gyenek az m-ed rendd illesztés egyiitthatoi

~ ~ ~ ~ ~ 1,
D, = ((I)m,la ‘1>m,2a s (I)m,m> = R, pm €

Ekkor @1,1 = p(1) és o1 = 7(0) [1 —p*(1)]. Tovabba a becsiilt parcialis
autokovariancia fiiggvény

A~ m- 1 A~
q)m, (I)m 1]'7 ) /'l/)\m—l
J=1
(I)m 1 (I)m 1,m—1
= q)m—l - (I)mm ; €8
q)m,m—l q)m 1,1

~ ~ )
Um = Um—1 (1 — (I)m,m) .

Elméletileg a( ) = ®pm =0, ha m > p, gyakorlatilag \/ﬁf/lsmm — N(0,1),

azaz P{ 196 < ‘bmm < 1. 96\/—} = 0.95. A rendre ezzel el6zetes becslést

NG
adhatunk: p = min {r Vm > ]@mml < 1.96\%}.

5.10.4. Az innovacioés algoritmus

A Gram-Schmidt ortogonalizécios eljarassal fiiggetlen vektorokbdl ortogonélis
rendszert készithetiink vetitésekkel. Az eljarast idGsorokra is alkalmazhatjuk a
kovetkez6 modon:

Hn = <X1,... > < Xl,...,Xn—X > ahol Xn+1 —pTHan+1.
Oa n=20
X 1= n % .
nt Z n,j (Xn J+1 = Xn ]+1> n 7é 0

]:

A O egyiitthatok rekurziv kiszamitasat a v segédvaltozoval (szorasnégyzet)
a kovetkezd rendszer adja meg:

N 2
n ‘— HXn_H — Xn+1H , fgy Vo = H(l, 1)

Uk

1
Onnik=— |K(n+Lk+1) = Opr_jOnn_jvj|,ahol k=0.n—1
=0
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vy, =r(n+1,n+1)— Z@nnJ

Ennek bizonyitisat agy keszuk hogy 0 < k < n esetén X1 - X1, X, —
X, ortogonalis, hiszen X; — X; e H;_1,hai<j, és X X 1L Hj;. Tehat
Xn+1 definici6jat hasznalva

<Xn+1’Xk+1 - Xk+1> = @n,n—kvka

amely egyenlethez a X, ;1 — Xn+1 1 Xpy1 — Xk+1 azonossigot adva kapjuk,
hogy

<Xn+1’Xk+1 - Xk+1> = @n,n—kvk-
Ebbe Xk+1 defnicidjat irva

k-1
1 .

Onn—t = —(Xnt1, Xpp1 — Z Ok k—j (Xj—i—l - X; + 1)> =
Vi =0

1
— |k(n+1,k+1)— Z Ok k—jOnn—jvj| , tovibba

Vg
N 2 9 N 2
Up = XnJrl - XnJrl‘ = |Xn+1| + ‘XnJrl‘ =

kn+1,k+1) — E:@nn]
Példaul a MA(1) folyamat predikc10Jat igy adhatjuk meg:
X =Z; +©Z;_4, ahol Z; ~ WN(0,0?)
o?(14+0?%) i=j

k(i,j) = { ©Oo? i=74+1
0 kiilonben

vo = k(1,1) = 02(1 + @2),

0 2<j<n
1
(1+6?% — 0%,
n—1
Ty = v_,; (1+6?) 5 6%
Un—1
Tehat a predikci6:
A ©® A
XnJrl (Xn - Xn)
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5.10.5. Mozgbdatlag folyamatok becslései

Az Xq,... ; X adatokra a kovetkezs el6feltevést tessziik annak analdgidjara,
hogy az X X mennyiségek voltak a hibak:
Xi =2 +Om1Zi1+ -+ OmmZi—m, ahol Z; ~ WN(0,02).

Ha 4(0) > 0, akkor vezessiik be a becsiilt egyiitthatok vektorara a O,, =

(ém,h e @mm> jelolést! Ezekre a kovetkezd rekurziv becslés érvényes:

b =4(0) =Y O _ibj,ahol k=0,...,m—1

m=j

5.10.6. Aszimptotikus viselkedés ARMA folyamatok esetén

A jeldlések rovid leirdsa a kovetkezs:
®(B)X; = ©(B)Z;, ahol Z, ~ IID(0,0°) ¢s E [Z}!] < oo

W) =3 g <1 =1

Jj=0

Ekkor minden k-ra

Jn [ém,l — Ty, O — qlk] 4, N (0, A), ahol
min(i,j)
Ai,j = Z \I/i,r\lfj,r, tovabba
r=1
m(n) — oo ugy, hogy m(n) = o(/n), és Oy = o>.
Itt jegyezziik meg, hogy AR(p) esetben a Durbin-Levinson algoritmus &ltal

~

a ®,-re adott <i>p = (@pJ, e ‘@p,p) becslés konzisztens, ha n — oo. Viszont

~

M A(k) esetben az innovacios algoritmus altal adott ©, = (9%1’ e éqﬂ) becs-

lés nem konzisztens, viszont a (@m,la ey @m,q) mar az.

A gyakorlatban M A(q) esetben tudjuk, hogy p(m) = 0, ha m > ¢, és
Bartlett tétele miatt
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5.10.7. Maximum likelihood becslések

E[X;] = 0 tulajdonsagt Gauss folyamat esetén a I, = E [X,, XT] jeléléssel a
likelihood fiiggvény a kovetkezs:

1 1 1oy
) = ——X'T'X, ).
L(T'y) (27r)"/2 (detFn)l/Q exp( QXn n _n>

A matrixinvertalas és a determinansszamitas kikeriilésére a kiovetkezs algo-
ritmus javasolt: k. =0,...,n — 1 esetén

k-1
Xip1 =Y Okp (Xj+1 - Xj+1) , azaz
3=0

0 0 0 ... 0 X
X 01, 0 0 0 X, - Xy
: — O2,2 O21 0 0
X, : : : X, — Xn
On—1n-1 On-in—2 Op_1p-3 ... 0

A képletben szerepld martixot jeloljiik a kovetkezdképpen

é == [ei,ifj]?;:loa ahol ] < 0 esetén @i,j =0.

Ezt a matrisot moédositsuk tgy, hogy a f6atloba 1-eket frunk: C := C + Id.
Ekkor

~ ~

C(X,-X,)=(C+1d)(X,-X,) =X, +X, - X, = X,,, azz
I, =E[X,X] = CE [(gn - gn) (gn - gn)T] ¢T = ¢DCT, ahol

D = diag(vg,v1,...,vn—1), azaz a determinans egyszertien igy szdmitando:

detT,, = (det 0)2 det D = vguy ... Up—1.
A kitevs is egyszeriibb alakra hozhato:

~\T A~
XX, = (X, - X,) ¢TT0(X, - X,) =

(gn - Xn)T cTc™'pricio (X, - gn) -
(x —Xn)TDfl (x,-X,) :ZH:M

=1 Yt



61

Tehat végeredményképpen a likelihood fliggvény legegyszeriibb alakja:

L(Ty)

2m) "2 (voy . .. vp_1) "% exp | —

~ \ 2
- (5-%)
v

N | —

j=1 -1



