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1. fejezet

A matematikai statisztika

alapfogalmai

A val�osz��n}us�egsz�am��t�as elm�elet�eben az (
;F;P) Kolmogorov val�osz��n}us�egi mez}on fogalmaztuk
meg a t�eteleinket, azaz a P val�osz��n}us�egi m�ert�eket v�egig adottnak t�etelezt�uk fel. A gyakorlati
probl�em�akn�al azonban a val�osz��n}us�eg nem ismert, legfeljebb logikus el}ofelt�etelez�eseink van-
nak r�ola. A matematikai statisztika alapfeladata �eppen az, hogy a v�eletlen k��s�erletre, vagy
a v�eletlen t�omegjelens�egre vonatkoz�o meg�gyel�essorozat seg��ts�eg�evel k�ovetkeztetni tudjunk a
jelens�eghez tartoz�o adekv�at val�osz��n}us�egi m�ert�ekre vagy annak egy jellemz}oj�ere, azt megfelel}o
pontoss�aggal k�ozel��teni tudjuk. Ilyen �ertelemben a v�eletlen jelens�egek matematikai modelle-
z�es�en�el a matematikai statisztika m�odszerei megel}ozik a val�osz��n}us�egsz�am��t�as m�odszereit. A
matematikai statisztika fogalomk�ore, m�odszertana viszont a val�osz��n}us�egsz�am��t�as fogalmain
�es m�odszerein alapul, �es ilyen szempontb�ol a matematikai statisztika k�oveti a val�osz��n}us�egsz�a-
m��t�ast.

Ugyan�ugy, mint a val�osz��n}us�egsz�am��t�asn�al, a v�eletlen k��s�erlet (K) alapfogalm�ab�ol indu-
lunk ki. Azt is feltessz�uk, hogy ismert az elemi esem�enyek 
 halmaza �es az esem�enyek F

halmazrendszere. A P val�osz��n}us�eg pontosan nem ismert, csak azt tudjuk, hogy a K v�eletlen
k��s�erlethez tartoz�o val�osz��n}us�eg eleme egy P halmaznak. Teh�at 8P 2 P eset�en Kolmogorov-
f�ele val�osz��n}us�egi mez}ot kapunk. A matematikai statisztika alapfeladata ezen P halmazb�ol
kiv�alasztani azt a val�osz��n}us�egi m�ert�eket, amely t�enylegesen a k��s�erlethez tartozik. A P va-
l�osz��n}us�egi m�ert�ekoszt�alyra esetenk�ent szok�asos bizonyos megk�ot�esekkel �elni. Ilyen pl. az,
amikor P-t domin�altnak t�etelezz�uk fel valamilyen adott � �-v�eges m�ert�ekre n�ezve. Ezen azt
�ertj�uk, hogy adott az (
;F) m�erhet}o t�eren olyan � �-v�eges m�ert�ek, amelyre 8P 2 P abszol�ut
folytonos, azaz ha valamely A 2 F eset�en � (A) = 0, akkor P (A) = 0 is 8P 2 P-re.

A K v�eletlen k��s�erlethez meg�gyel�essorozatot szervez�unk, azaz adatokat gy}ujt�unk. Mate-
matikailag ezt �ugy fogalmazzuk meg, hogy adottnak t�etelez�unk fel egy X1; : : : ;Xn Rd �ert�ek}u
f�uggetlen, azonos eloszl�as�u val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o sorozatot, amelyet statisztikai mint�a-

nak nevez�unk. A P 2 P val�osz��n}us�eg eset�en a minta k�oz�os eloszl�asa �X(A) = P(X1 2 A) lesz,
ahol A 2 Bd d-dimenzi�os Borel-halmaz. Teh�at minden P 2 P eset�en (Rd ;Bd; �X) Kolmogo-
rov-f�ele val�osz��n}us�egi mez}o lesz. Jel�olje QX ezen �X eloszl�asok oszt�aly�at. Az (Rnd ;Bnd;QX)
h�armast statisztikai mez}onek nevezz�uk. A statisztikai vizsg�alatok c�elja ezut�an az, hogy a QX
eloszl�ascsal�adb�ol v�alasszuk ki az X1; : : : ;Xn mint�ahoz tartoz�o eloszl�ast.

Statisztikai modellekben �altal�aban adott egy # : QX ! Rk funkcion�al, amelynek �ert�e-

keit akarjuk min�el pontosabban megbecs�ulni. Ha teljes�ul, hogy #(�
(1)
X ) 6= #(�

(2)
X ) eset�en

�
(1)
X 6= �

(2)
X , a # funkcion�alt param�eternek (param�etervektornak) nevezz�uk. Ilyenkor a #-nak

megfelel}o eloszl�ast �#-val fogjuk jel�olni: QX = f�#;# 2 �g, ahol � a param�etert�er, azaz a #
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6 1. FEJEZET A matematikai statisztika alapfogalmai

lek�epez�es �ert�ekk�eszlete. Param�eteres probl�ema domin�alt statisztikai mez}o eset�en praktikusan
azt jelenti, hogy a minta eloszl�asa valamilyen param�etert}ol f�ugg}o diszkr�et vagy folytonos el-
oszl�ascsal�adb�ol sz�armazhat csak. P�eld�aul, ha feltessz�uk, hogy a mint�ank eloszl�asa norm�alis,
akkor a # = (m;D) param�etervektor egy�ertelm}uen meghat�arozza a

QX =

8<
:�# : �# (B) =

Z
B

d�n
m;D (x)

9=
;

k�etparam�eteres eloszl�asoszt�alyt, ahol

�n
m;D (x) =

nY
i=1

xiZ
�1

1p
2�D

e�
(t�m)

2D2 dt:

Abban az esetben viszont, ha ilyen # param�eterf�uggv�eny nem ismert, a statisztikai mez}o �es
a rajta megfogalmazott probl�em�ak nemparam�eteresek. P�eld�aul, ha feltessz�uk, hogy az X sta-

tisztikai minta 8P 2P eset�en v�eges v�arhat�o �ert�ekkel rendelkezik, azaz jEPX1j =
����R



X1 dP

���� <
1; 8P 2P-re. Ilyenkor a # (P) = EPX1 funkcion�al nem felt�etlen�ul param�eter, # j�o becsl�ese
nem jelenti m�eg j�o val�osz��n}us�egi m�ert�ek megv�alaszt�as�at.

Adott tov�abb�a egy t : Rn ! Rk m�erhet}o lek�epez�es, melyet statisztikai f�uggv�enynek ne-
vez�unk. A t(X1;X2; : : : ;Xn) �osszetett f�uggv�eny a statisztika. A statisztika teh�at nem m�as,
mint 8P 2 P eset�en egy val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o az (
;F;P) Kolmogorov-f�ele val�osz��n}us�egi
mez}on.

1.1. de�n��ci�o: Legyen (
;F) m�erhet}o t�er, �es P val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy halmaza, ahol
8P 2 P eset�en (
;F;P) Kolmogorov-f�ele val�osz��n}us�egi mez}o. Az X = (X1;X2; : : : ;Xn)

T

statisztikai meg�gyel�est statisztikai mint�anak nevezz�uk, ha Xi-k teljesen f�uggetlen, azonos
eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok 8P 2 P eset�en (
;F;P)-n, azaz 8P 2 P-re

P(Xi < x) = FP(x) (i = 1; 2; 3; : : : ; n)

�es

P(Xi1 < xi1 ;Xi2 < xi2 ; : : : ;Xik < xik) =
kY

�=1

FP(xi�) (82 � k � n):

n a minta elemsz�ama, FP(x) a minta eloszl�asf�uggv�enye, Xi az i-edik mintaelem, �P(A) =
P(Xi 2 A), A 2 Bd a minta eloszl�asa. Egy ! 2 
 eset�en az

X1(!) = x1;X2(!) = x2; : : : ;Xn(!) = xn

sz�am n-es a minta egy realiz�aci�oja.

Megjegyz�es:

1. Amikor egy statisztikai m�odszert alkalmazunk, mindig egy statisztikai minta realiz�altja
�all a rendelkez�es�unkre. Ez a sz�am n-es azonban a v�eletlent}ol f�ugg, hiszen ha megism�e-
teln�enk a mintav�etelez�est, eg�eszen biztos, hogy m�as adatokhoz jutn�ank. A m�odszerek
elm�elet�enek t�argyal�asakor ez�ert a mint�at f�uggetlen, azonos eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�al-
toz�ok sorozat�anak tekintj�uk.
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2. Ha az X statisztikai minta, � a Lebesgue-m�ert�ek, akkor a P eloszl�asoszt�aly domin�alt-
s�aga most azt jelenti, hogy a minta abszol�ut folytonos, azaz 8P 2P eset�en l�etezik a
minta s}ur}us�egf�uggv�enye, amelyet fP (x)-szel jel�ol�unk. Ha viszont � a sz�aml�al�o m�ert�ek,
vagyis � (B) azt adja meg, hogy a B halmazban mennyi elem van a minta megsz�aml�al-
hat�o �ert�ekk�eszlet�eb}ol, a P domin�alts�aga �-ra n�ezve azt jelenti, hogy a statisztikai minta
eloszl�asa diszkr�et.
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2. fejezet

Becsl�eselm�elet

2.1. Torz��tatlan, konzisztens becsl�es

Legyen P = fPg egy param�eteres val�osz��n}us�egi m�ert�ek-csal�ad.

Feladat olyan tn(X1;X2; : : : ;Xn) 2 Rk (n = 1; 2; : : :) statisztikasorozat megad�asa, amely
seg��ts�eg�evel

"
j�ol" tudjuk becs�ulni a # param�etervektort. Ha a param�etert

"
pontosan" meg

tudjuk becs�ulni, akkor ez egyben azt is jelenti, hogy az adekv�at �# eloszl�ast is k�ozel��t}oleg
megkapjuk. Az al�abbiakban az elv�arand�o

"
j�o",

"
pontos" becsl�esi tulajdons�agokat de�ni�aljuk.

2.1.1. de�n��ci�o: A tn(X1;X2; : : : ;Xn) 2 Rk statisztika a # 2 Rk param�eter torz��tatlan
becsl�ese, ha 8P 2 P eset�en a tn-nek mint val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�onak l�etezik v�arhat�o�ert�ek-
vektora �es EPtn = # (P) :

Megjegyz�es:

1. Az EPtn azt jel�oli, hogy a v�arhat�o�ert�ek-vektor f�ugg att�ol, hogy melyik P val�osz��n}us�egi
m�ert�ek alapj�an sz�amoljuk az

Ftn(x1; x2; : : : ; xk) = P
�
t(1)n < x1; t

(2)
n < x2; : : : ; t

(k)
n < xk

�
eloszl�asf�uggv�enyt, majd abb�ol a v�arhat�o �ert�eket.

2. Tudjuk, hogy egy val�osz��n}us�egi v�altoz�o �ert�ekei a v�arhat�o �ert�eke k�or�ul ingadoznak, teh�at,
hogy egy statisztika a param�eter torz��tatlan becsl�ese, azt az elv�arhat�o tulajdons�agot fe-
jezi ki, hogy a becsl�esi statisztika realiz�altjai az ismeretlen param�eter k�or�ul ingadoznak
a param�etert�erben.

2.1.2. de�n��ci�o: A tn(X1;X2; : : : ;Xn) 2 Rk statisztikasorozat a # 2 Rk param�eter
aszimptotikusan torz��tatlan becsl�ese, ha 8P 2 P eset�en a tn-nek, mint val�osz��n}us�egi vek-
torv�altoz�onak l�etezik v�arhat�o�ert�ek-vektora �es lim

n!1EPtn = # (P) :

A torz��tatlans�agb�ol nyilv�anval�oan k�ovetkezik az aszimptotikusan torz��tatlans�ag, teh�at ez
ut�obbi a gyeng�ebb tulajdons�ag.

2.1.3. de�n��ci�o: A tn(X1;X2; : : : ;Xn) 2 Rk statisztikasorozat a # 2 Rk param�eter kon-

zisztens becsl�ese, ha 8P 2 P �es 8" > 0 eset�en lim
n!1P (ktn � #k > ") = 0, azaz tn

st�! #, tn

sztochasztikusan konverg�al a # param�eterhez.

9



10 2. FEJEZET Becsl�eselm�elet

Megjegyz�es:

1. A konzisztencia m�as k�ovetelm�enyt fejez ki, mint a torz��tatlans�ag. A konzisztencia tulaj-
dons�aga azt a jogos elv�ar�ast fogalmazza meg, hogy a meg�gyel�esek sz�am�anak n�oveked-
t�evel javuljon a becsl�es pontoss�aga.

2. Mivel
���t(i)n � #i

���2 � kP
j=1

���t(j)n � #j

���2 = ktn � #k2 � k � max
1�j�k

���t(j)n � #j

���2 ; ez�ert a val�o-

sz��n}us�egi vektorv�altoz�o sztochasztikus konvergenci�aja ekvivalens a koordin�ant�ank�enti
sztochasztikus konvergenci�aval.

2.1.4. de�n��ci�o: A tn(X1;X2; : : : ; Xn) 2 Rk statisztikasorozat a # 2 Rk param�eter n�egy-
zetes k�oz�epben konzisztens becsl�ese, ha lim

n!1EPjjtn � #jj2 = 0.

2.1.1. t�etel: Ha a tn (n = 1; 2; : : :) statisztikasorozat n�egyzetes k�oz�epben konzisztens
becsl�ese #-nak, akkor konzisztens becsl�ese is.

Bizony��t�as: A Markov-egyenl}otlens�egb}ol:

P
�
ktn � #k2 > "2

�
� E#jjtn � #jj2

"2
! 0 (n!1):

2.1.2. t�etel: Ha a tn (n = 1; 2; : : :) statisztikasorozat aszimptotikusan torz��tatlan becsl�ese

#-nak �es lim
n!1�Pt

(i)
n = 0 (i = 1; 2; : : : ; k), akkor konzisztens becsl�ese is.

Bizony��t�as:

EP(t
(i)
n � #i)

2 = EP(t
(i)
n �EPt

(i)
n +EPt

(i)
n � #i)

2 =

= EP(t
(i)
n �EPt

(i)
n )2 + (EPt

(i)
n � #i)

2 + 2EP

h
(t(i)n �EPt

(i)
n )(EPt

(i)
n � #i)

i
=

= �2
P(t

(i)
n ) + (EPt

(i)
n � #i)

2 ! 0; n!1:

Viszont a Markov-egyenl}otlens�eg szerint:

P
����t(i)n � #i

��� > "
�
= P

�
(t(i)n � #i)

2 > "2
�
� EP(t

(i)
n � #i)

2

"2
! 0;

amib}ol m�ar k�ovetkezik az �all��t�as.

2.1.1. p�elda: (V�arhat�o �ert�ek becsl�ese)

Az

�Xn =
1

n

nX
i=1

Xi

statisztik�at az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta �atlag- vagy empirikus k�oz�ep statisztik�aj�anak
nevezz�uk.

Legyen az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o adott. Tegy�uk fel, hogy 8P 2 P-re 9EPX. Legyen
most a param�eter # = #(P) = EPX. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta,
amelynek eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos 8P 2 P-re. Akkor
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(i) Az �Xn =
1
n

nP
i=1

Xi empirikus k�oz�ep statisztika a # v�arhat�o �ert�ek torz��tatlan becsl�ese.

(ii) Ha a felt�etelekhez azt is hozz�avessz�uk, hogy 8P 2 P-re �2
P
X <1 is, �ugy �Xn n�egyzetes

k�oz�epben konzisztens becsl�es is.

Bizony��t�as:

(i) EP �Xn = EP

�
1
n

nP
i=1

Xi

�
= 1

n

nP
i=1

EPXi =
1
nn# = #:

(ii) EP
�
�Xn � #

�2
= �2

P
�Xn = �2

P

�
1
n

nP
i=1

Xi

�
= 1

n2

nP
i=1

�2
P
Xi =

1
n2
n�2

P
X =

�2
P
X
n ! 0:

2.1.2. p�elda: (Sz�or�asn�egyzet becsl�ese)
Az

s2n =
1

n

nX
i=1

(Xi � �Xn)
2

statisztik�at az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta empirikus sz�or�asn�egyzet statisztik�aj�anak ne-
vezz�uk. sn = +

p
s2n az empirikus sz�or�as statisztika. Az

s�n
2 =

1

n� 1

nX
i=1

(Xi � �Xn)
2

statisztik�at az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta korrig�alt empirikus sz�or�asn�egyzet statisztik�a-
j�anak nevezz�uk. s�n = +

p
s�n2 a korrig�alt empirikus sz�or�as statisztika.

Legyen az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o adott. Tegy�uk fel, hogy 8P 2 P-re �2
P
X <1. Legyen

most a param�eter # = #(P) = �2
P
X. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta,

amelynek eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos 8P 2 P-re.

(i) Az s2n =
1
n

nP
i=1

(Xi � �Xn)
2 empirikus sz�or�asn�egyzet statisztika a # sz�or�asn�egyzet aszimp-

totikusan torz��tatlan becsl�ese, az s�n2 = 1
n�1

nP
i=1

(Xi � �Xn)
2 korrig�alt empirikus sz�or�as-

n�egyzet statisztika pedig a # sz�or�asn�egyzet torz��tatlan becsl�ese.

(ii) Ha a felt�etelekhez azt is hozz�avessz�uk, hogy 8P 2 P-re EPX
4 is, �ugy s2n konzisztens,

s�n2 n�egyzetes k�oz�epben konzisztens becsl�es is.

Bizony��t�as:
Fel fogjuk haszn�alni a Steiner-t�etelt:
Seg�edt�etel: (Steiner)
Tetsz}oleges a; x1; x2; : : : ; xn val�os sz�amokra

1

n

nX
i=1

(a� xi)
2 = (a� �xn)

2 +
1

n

nX
i=1

(�xn � xi)
2 � 1

n

nX
i=1

(�xn � xi)
2:

M�asr�eszt a = 0 v�alaszt�assal, �atrendez�es ut�an:

1

n

nX
i=1

(�xn � xi)
2 =

1

n

nX
i=1

x2i � �x2n:
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A seg�edt�etel bizony��t�asa:

1

n

nX
i=1

(a� xi)
2 =

1

n

nX
i=1

(a� �xn + �xn � xi)
2 =

= (a� �xn)
2 + 2(a� �xn)

1

n

nX
i=1

(�xn � xi) +
1

n

nX
i=1

(�xn � xi)
2 :

A k�oz�eps}o tag nulla, ��gy az �all��t�ast igazoltuk.
Az �all��t�as bizony��t�asa:

(i)

EPs
2
n = EP

 
1

n

nX
i=1

�
Xi � �Xn

�2!
= EP

 
1

n

nX
i=1

X2
i � ( �Xn)

2

!
=

1

n

nX
i=1

EPX
2
i �EP( �Xn)

2 =

=
1

n
� n � �#+ (EPX1)

2
���#

n
+ (EPX1)

2

�
=
n� 1

n
#! # (n!1)

Mivel s�n2 =
n

n�1s
2
n =) EPs

�
n
2 = n

n�1EPs
2
n = #:

(ii) Bel�athat�o, hogy

�2
Ps

2
n =

n2

(n� 1)2

�
EPX

4

n
� n� 3

n(n� 1)
#2
�
! 0; �2

Ps
�
n
2 ! 0:

Hivatkozva a 2.1.2. t�etelre s2n konzisztenci�aja bizony��tott.

2.1.3. p�elda: (Kovariancia �es korrel�aci�os egy�utthat�o becsl�ese)

Legyen most az
�
(X1; Y1)

T ; (X2; Y2)
T ; : : : ; (Xn; Yn)

T
�T

statisztikai meg�gyel�es k�etdimenzi�os

statisztikai minta, ahol az (Xi; Yi)
T p�arok azonos eloszl�as�u, teljesen f�uggetlen val�osz��n}us�egi

vektorv�altoz�ok. Ekkor a

cn =
1

n� 1

nX
i=1

�
Xi � �Xn

� �
Yi � �Yi

�
statisztika az (X1; Y1)

T ; (X2; Y2)
T ; : : : ; (Xn; Yn)

T minta empirikus kovarianci�aja, �n = cn
s�Xs

�
Y

pedig az empirikus korrel�aci�os egy�utthat�oja, ahol pl.

s�X =

vuut 1

n� 1

nX
i=1

�
Xi � �Xn

�2
az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta korrig�alt empirikus sz�or�as�at jel�oli.

(i) A cn empirikus kovariancia az EP(X � EPX)(Y � EPY ) kovariancia torz��tatlan becs-
l�ese. Ha m�eg azt is feltehetj�uk, hogy 9EPX4; EPY

4 is, akkor cn n�egyzetes k�oz�epben
konzisztens becsl�es is.

(ii) Az �n empirikus korrel�aci�os egy�utthat�o a korrel�aci�os egy�utthat�o aszimptotikusan torz��-
tatlan becsl�ese. Ha m�eg azt is feltehetj�uk, hogy 9EPX4; EPY

4 is, akkor �n konzisztens
becsl�es is.
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Bizony��t�as:

(i) Jel�olje cov (Xi; Yi) = c; EXiEYi = m: Ekkor

EXiYi = c+m; EXi
�Y = E �XYi =

1

n
(c+ nm) =

c

n
+m; E �X �Y =

c

n
+m:

Teh�at

(n� 1) cn =
nX
i=1

�
Xi � �X

� �
Yi � �Y

�
=

nX
i=1

�
XiYi �Xi

�Y � Yi �X + �X �Y
�
;

azaz

E ((n� 1) cn) = (nc+ nm)� (c+ nm)� (c+ nm) + (c+ nm) = (n� 1) c:

Megmutathat�o, hogy

�2cn =
m22

n
+

s1s2
n(n� 1)

+
c

n(n� 1)
;

ahol
m22 = E

�
(Xi �EXi)

2 (Yi �EYi)
2
�
; s1 = �2Xi; s2 = �2Yi:

Mivel �2cn �! 0; ��gy a konzisztencia m�ar k�ovetkezik.

(ii) Nem bizony��tjuk. Bizony��t�asa megtal�alhat�o Cramer: Mathematical statistics c. k�onyv-
ben.

2.1.4. p�elda: (Eloszl�asf�uggv�eny becsl�ese)

Tekints�uk azokat az ordk(x1; x2; : : : ; xn) skal�ar{vektor f�uggv�enyeket, melyek de�n��ci�oja:

x�k = ord
k
(x1; x2; : : : ; xn) = xj;

ha xj a k-adik legnagyobb elem x1; x2; : : : ; xn k�oz�ott. Az

X�
k = ord

k
(X1;X2; : : : ;Xn) (k = 1; 2; : : : ; n)

statisztik�ak a rendezett mintaelem-statisztik�ak.
Megjegyz�es:

1. A rendezett mintaelem-statisztik�ak k�oz�ott 8P 2P eset�en 1 val�osz��n}us�eggel fenn�all, hogy
X�

1 � X�
2 � � � � � X�

n. Speci�alisan X
�
1 = min fX1;X2; : : : ;Xng, �es

X�
n = max fX1;X2; : : : ;Xng :

2. Ha a minta eloszl�asf�uggv�eny�et F (x)-szel jel�olj�uk, k�onny}u megmutatni, hogy a rendezett
mintaelemek eloszl�asf�uggv�enyeit �es egy�uttes eloszl�asf�uggv�enyeit az al�abbi m�odon lehet
sz�amolni:

Fk(x) = P (X�
k < x) =

nX
i=k

�
n

i

�
[F (x)]i [1� F (x)]n�i ;

Fk;l(x; y) = P (X�
k < x;X�

l < y) =
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=
nX
i=k

iX
j=l

n!

j!(i � j)!(n � i)!
[F (x)]j [F (y)� F (x)]i�j [1� F (y)]n�i ;

P (X�
1 < x1;X

�
2 < x2; : : : ;X

�
n < xn) =

=
nX

in=n

inX
in�1=n�1

� � �
i2X

i1=1

n!

i1!(i2 � i1)! � � � (n� in)!
[F (x1)]

i1 [F (x2)� F (x1)]
i2�i1 � � � [1� F (xn)]

n�in :

Az

Fn(x) =

8<
:

0; ha x � X�
1

k
n ; ha X�

k < x � X�
k+1 (k = 1; 2; : : : ; n� 1)

1; ha x > X�
n

v�eletlen f�uggv�enyt az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta empirikus eloszl�asf�uggv�eny�enek nevez-
z�uk.

Haszn�alatos az el}oz}ovel ekvivalens Fn(x) =
nP
i=1

IfXi<xg de�n��ci�o is, ahol

IfXk<xg =
�

1; ha Xk < x
0; ha Xk � x

:

Az empirikus eloszl�asf�uggv�eny minden r�ogz��tett x 2 R eset�en statisztika, azaz val�osz��n}us�e-
gi v�altoz�o! Fn(x) minden realiz�aci�oja diszkr�et eloszl�asf�uggv�eny, azaz olyan l�epcs}os f�uggv�eny,
melynek ugr�ashelyei a v�eletlen mint�at�ol f�uggenek, �es az ugr�asok magass�aga 1 val�osz��n}us�eggel
1
n :

Legyen az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o adott. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai
minta, amelynek eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos. R�ogz��ts�uk most az x 2 R val�os sz�amot.
Ekkor X eloszl�asf�uggv�enye az x pontban a param�eter: # = #(P) = FP(x). Akkor az Fn(x)
empirikus eloszl�asf�uggv�eny �ert�eke a # eloszl�asf�uggv�eny-�ert�ek torz��tatlan, n�egyzetes k�oz�epben
konzisztens becsl�ese.

Bizony��t�as: Az empirikus eloszl�asf�uggv�eny de�n��ci�oj�ab�ol nyilv�anval�o, hogy

0 � nFn(x) � n

�es

P(nFn(x) = k) = P(k db i indexre Xi < x; (n� k) db j indexre j 6= i Xj � x) =

=

�
n

k

�
[FP(x)]

k [1� FP(x)]
n�k =) nFn(x) 2 B(n; #):

Azaz nFn(x) binomi�alis eloszl�as�u n �es FP(x) = # param�eterekkel. Viszont ekkor

EP(nFn(x)) = n#

�es
�2
P(nFn(x)) = n#(1� #):

Inn�et pedig
EP(Fn(x)) = #

�es

�2
P(Fn(x)) =

# � (1� #)

n
� 1

4n
! 0 (n!1)

k�ovetkezik, ami az �all��t�ast igazolja. Felhaszn�altuk, hogy #(1� #) � 1
4 .
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Mivel a n�egyzetes k�oz�epben val�o konzisztenci�ab�ol k�ovetkezik a konzisztencia, ez�ert 8" >
0; 8x 2 R; 8P 2 P-re P(jFn(x)� FP(x)j > ") ! 0 (n ! 1): Enn�el az �all��t�asn�al l�enyegesen
er}osebbet fogalmaz meg a k�ovetkez}o t�etel: az empirikus eloszl�asf�uggv�eny 1 val�osz��n}us�eggel,
egyenletesen konverg�al az eloszl�asf�uggv�enyhez. Elm�eleti jelent}os�ege miatt a t�etelt a matema-
tikai statisztika alapt�etel�enek is h��vj�ak.

2.1.3. t�etel: (A matematikai statisztika alapt�etele, Glivenko{Cantelli)
Legyen X1;X2; : : : ;Xn; : : : a statisztikai minta. Jel�olje F (x) a minta eloszl�asf�uggv�eny�et, �es
Fn(x) az empirikus eloszl�asf�uggv�enyt.

Akkor P

�
lim
n!1 sup

x2R
jFn(x)� F (x)j = 0

�
= 1:

Bizony��t�as: Legyen " > 0; x 2 R tetsz}oleges! Megmutatjuk, hogy 9 N > 0 �es C 2
F : P(C) = 1; hogy 8 ! 2 C eset�en, ha n > N , �ugy jFn(x)� F (x)j < ". Legyen m
olyan pozit��v eg�esz sz�am, hogy 1

m < "
2 , �es legyenek R egy m intervallumb�ol �all�o rendszer�enek

oszt�opontjai x
(m)
0 = �1 ; x

(m)
m = +1; x

(m)
k = sup

x2R

�
x : F (x) � k

m

	
: Jel�olje az intervallu-

mokat: Jk =
�
x
(m)
k ; x

(m)
k+1

i
; k = 0; 1; : : : ;m � 1: Tegy�uk fel, hogy a sz�oban forg�o x-re �eppen

x 2 Jk�1 =) x
(m)
k�1 < x � x

(m)
k teljes�ul most. Az eloszl�asf�uggv�eny tulajdons�agai miatt:

F (x
(m)
k ) � k

m � F (x
(m)
k + 0)

F (x
(m)
k�1) � k�1

m � F (x
(m)
k�1 + 0)

)
=) (�) F (x

(m)
k ) � k

m
� F (x

(m)
k�1 + 0) +

1

m
:

A nagy sz�amok er}os t�orv�enye �ertelm�eben a relat��v gyakoris�ag 1 val�osz��n}us�eggel k�ozel��ti az
elm�eleti val�osz��n}us�eget:

9Ak 2 F : P(Ak) = 1 �es 8 ! 2 Ak : lim
n!1

 
1

n

nX
i=1

IfXi<x
(m)
k

g(!)

!
= F (x

(m)
k ):

9Bk 2 F : P(Bk) = 1 �es 8 ! 2 Bk : lim
n!1

 
1

n

nX
i=1

IfXi�x(m)
k�1g

(!)

!
= F (x

(m)
k�1 + 0):

Legyen C =
mY
k=1

AkBk�1. Akkor P(C) = P

 
mY
k=1

AkBk�1

!
= 1 =) P(C) = 1:

Teh�at 8! 2 C eset�en 9N : n > N; akkor����� 1n
nX
i=1

IfXi<x
(m)
k

g � F (x
(m)
k )

����� < "

2
; �es

����� 1n
nX
i=1

IfXi�x(m)
k�1g

� F (x
(m)
k�1 + 0)

����� < "

2
:

�Igy x 2 Jk�1-re

F (x)� Fn(x) � F (x
(m)
k )� Fn(x

(m)
k�1) � F (x

(m)
k�1 + 0) +

1

m
� Fn(x

(m)
k�1 + 0) � 1

m
+
"

2
:

M�asr�eszt

F (x)� Fn(x) � F (x
(m)
k�1 + 0)� Fn(x

(m)
k ) � F (x

(m)
k )� 1

m
� Fn(x

(m)
k ) � � 1

m
� "

2
:

Azaz jF (x)� Fn(x)j < "
2 +

1
m < " =) �all��t�as.
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2.2. Hat�asos becsl�esek

2.2.1. de�n��ci�o: Legyenek t̂ �es ~t a # 2 R param�eter torz��tatlan becsl�esei, ahol 9 �2
P
t̂ �es

�2
P
~t (8P 2 P). Azt mondjuk, hogy t̂ hat�asosabb becsl�ese #-nak mint ~t, ha �2

P
t̂ � �2

P
~t 8P 2 P-

re �es 9P0 2 P :�2
P0
t̂ < �2

P0
~t:

2.2.1. p�elda: Legyen az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o adott. Tegy�uk fel, hogy X egyenletes
eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�o a [0; #] intervallumon, ahol # > 0 ismeretlen param�eter.

Most 8P 2 P-re FX;#(x) = x
# ;

dFX;#(x)
dx = fX;#(x) =

1
# ; x 2 (0; #) ;

E#X = #
2 ; �

2
#X = #2

12 : Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta, amelynek elosz-
l�asf�uggv�enye X-�evel azonos.

Tekints�uk a

T1 =
n+ 1

n
X�
n;

T2 = X�
n +X�

1 ;

T3 =
n+ 1

n� 1
(X�

n �X�
1 ) ;

T4 = 2 �Xn

statisztik�akat! Megmutatjuk, hogy mindegyik�uk torz��tatlan, de k�ul�onb�oz}o sz�or�as�u becsl�es,
teh�at elt�er a hat�asoss�aguk.

E#T4 = E#2 �Xn = 2E#
�Xn = 2E#X = 2

#

2
= # =) T4 torz��tatlan:

�2
#T4 = 4�2

#
�Xn = 4

�2
#X

n
= 4

#2

12n
=

#2

3n
! 0 =) T4 n�egyzetes k�oz�epben konzisztens:

Az X�
n eloszl�asf�uggv�enye:

P (X�
n < x) = [FX;#(x)]

n =
�x
#

�n
; x 2 [0; #]

=) s}ur}us�egf�uggv�enye

fn;#(x) = n
xn�1

#n
; x 2 (0; #) :

E#X
�
n =

#Z
0

x fn;#(x) dx =

#Z
0

n
xn

#n
dx = n

1

#n

�
xn+1

n+ 1

�#
0

=
n

n+ 1
#

=) E#T1 = #; torz��tatlan.

�2
#T1 = E#T

2
1 � (E#T1)

2 =

�
n+ 1

n

�2
#Z

0

x2n
xn�1

#n
dx� #2 =

=
(n+ 1)2

n

1

#n

�
xn+2

n+ 2

�#
0

� #2 =
(n2 + 2n+ 1� n2 � 2n)#2

n(n+ 2)
=

#2

n(n+ 2)
! 0:

=) T1 is n�egyzetes k�oz�epben konzisztens.
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Az X�
1 eloszl�asf�uggv�enye:

P (X�
1 < x) = 1� [1� FX;#(x)]

n = 1�
�
#� x

#

�n
; x 2 [0; #]

=) f1;#(x) = n
(#� x)n�1

#n
; x 2 (0; #) :

E#T2 = E#X
�
n +E#X

�
1 =

n

n+ 1
#+

#Z
0

x f1;#(x) dx =
n

n+ 1
#+

n

#n

#Z
0

x(#� x)n�1 dx �
=

V�egrehajtva a #� x = y =) dx
dy = �1 v�altoz�ocser�et,

�
=

n

n+ 1
#� n

#n

0Z
#

(#� y) yn�1 dy =
n

n+ 1
#+

n

#n�1

�
yn

n

�#
0

� n

#n

�
yn+1

n+ 1

�#
0

= #;

azaz T2 is torz��tatlan.

�2
#T2 = �2

#X
�
n + �2

#X
�
1 + 2 cov#(X

�
n;X

�
1 ):

X�
1 �es X�

n nem f�uggetlenek, ��gy ki kell sz�amolnunk a kovarianci�ajukat:

P(X�
1 < x;X�

n < y) = P(X�
n < y)�P(X�

1 � x;X�
n < y) =

= [FX;#(y)]
n �P(x � X1 < y; x � X2 < y; : : : ; x � Xn < y) =

= [FX;#(y)]
n �

nY
i=1

P(x � Xi < y) =

= [FX;#(y)]
n � [FX;#(y)� FX;#(x)]

n ; x; y 2 [0; #] ; x < y:

X�
1 �es X�

n egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�enye ��gy:

@2P(X�
1 < x;X�

n < y)

@x @y
=

= n (n� 1) [FX;#(y)� FX;#(x)]
n�2 fX;#(y)fX;#(x) = n (n� 1)

(y � x)n�2

#n
:

cov#(X
�
n;X

�
1 ) =

#Z
0

yZ
0

xyn(n� 1)

�
y � x

#

�n�2 1

#2
dxdy �E#X

�
nE#X

�
1 =

u = y � x helyettes��t�essel

=

#Z
0

0
@ yZ

0

(y2 � y u)n (n� 1)
�u
#

�n�2 1

#2
du

1
A dy � n

(n+ 1)2
#2 =

=

#Z
0

yn+1

#n
dy � n

(n+ 1)2
#2 =
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=
1

n+ 2
#2 � n

(n+ 1)2
#2 =

1

(n+ 2) (n+ 1)2
#2:

Mivel

E (X�
1 )

2 = #2 � 2n

n+ 1
#2 +

n

n+ 2
#2 =

=
(n2 + 3n+ 2� 2n2 � 4n+ n2 + n)

(n+ 1) (n+ 2)
#2 =

2

(n+ 1) (n + 2)
#2;

��gy:

�2
#X

�
1 =

2

(n+ 1) (n+ 2)
#2 � 1

(n+ 1)2
#2 =

n

(n+ 1)2 (n+ 2)
#2:

Hasonl�oan:

�2X�
n =

#Z
0

x2 � n � x
n�1

#n
dx�

�
n � #
n+ 1

�2

=
n

n+ 2
#2 � n2

(n+ 1)2
#2 =

n#2

(n+ 1)2(n+ 2)
:

Teh�at
�2
#T2 = �2

#X
�
n + �2

#X
�
1 + 2 cov#(X

�
n;X

�
1 ) =

=
n

(n+ 1)2(n+ 2)
#2 +

n

(n+ 1)2(n+ 2)
#2 +

2

(n+ 1)2(n+ 2)
#2 =

2

(n+ 1)(n+ 2)
#2 ! 0;

T2 is n�egyzetes k�oz�epben konzisztens.

�2
#T3 =

�
n+ 1

n� 1

�2 �
�2
#X

�
n + �2

#X
�
1 � 2 cov#(X

�
n;X

�
1 )
�
=

n

(n� 1)(n+ 2)
#2 ! 0;

T3 is n�egyzetes k�oz�epben konzisztens. V�eg�ul:

E#T3 =
n+ 1

n� 1
(E#X

�
n �E#X

�
1 ) =

n+ 1

n� 1

�
n

n+ 1
#� 1

n+ 1
#

�
= # =) torz��tatlan:

Az eredm�enyt �osszegezve: �2
#T1 < �2

#T2 < �2
#T3 < �2

#T4.

2.2.2. p�elda: A line�aris statisztik�ak k�oz�ott a �Xn statisztika a leghat�asosabb, azaz, ha

tetsz}oleges c1; c2; : : : ; cn;
nP
i=1

ci = 1 val�os s�ulyokkal tekintj�uk a tn =
nP
i=
ci �Xi line�aris becsl�est,

akkor tn torz��tatlan, �es �2
P
�Xn � �2

P
tn:

Bizony��t�as: El}osz�or is megjegyezz�uk, hogy a ci =
1
n (i = 1; 2; : : : ; n) s�ulyv�alaszt�assal az

�atlagstatisztik�at kapjuk, teh�at az �atlagstatisztika is line�aris becsl�es. Legyen "i = ci � 1
n

(i = 1; 2; : : : ; n): Ekkor
nX
i=1

"i =

nX
i=1

ci � 1 = 0:

�Igy

�2
P

 
nX
i=1

ciXi

!
=

nX
i=1

c2i�
2
PXi = �2

PX �
nX
i=1

c2i = �2
PX �

nX
i=1

�
"i +

1

n

�2

=

= �2
PX

 
nX
i=1

"2i +
2

n

nX
i=1

"i +
1

n

!
� �2

P
X

n
= �2

P
�Xn
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2.2.2. de�n��ci�o: Ha a t� torz��tatlan statisztik�ara igaz, hogy

�2
Pt

� = min
Et=#
�2
P
t<1

�2
Pt (8P 2 P);

akkor t�-ot hat�asos becsl�esnek nevezz�uk.

A Csebisev-egyenl}otlens�egb}ol tudjuk, hogy egy val�osz��n}us�egi v�altoz�o ann�al kisebb m�ert�ek-
ben ingadozik a v�arhat�o �ert�eke k�or�ul, min�el kisebb a sz�or�asa. Ez az oka, hogy a torz��tatlan
becsl�esek k�oz�ott a hat�asos becsl�es megkeres�ese a c�el, hisz v�arhat�oan ez pontosabb, mint b�ar-
mely m�as torz��tatlan becsl�es. A k�ovetkez}o t�etel azt mondja ki, hogy ha van hat�asos becsl�es,
akkor l�enyeg�eben csak egy van.

2.2.1. t�etel: Ha t� �es t�� a param�eter hat�asos becsl�esei, akkor P(t� = t��) = 1 (8P 2 P):

Bizony��t�as: Legyen t egy tetsz}oleges torz��tatlan becsl�es.

EPt
� = EPt

�� = EPt = #; �2
Pt

� = �2
Pt

�� � �2
Pt:

Ez akkor is igaz, ha t = t�+t��

2 : �Igy

�2
Pt

� � �2
P

�
t� + t��

2

�
=

1

4

�
�2
Pt

� + �2
Pt

�� + 2EP(t
� � #)(t�� � #)

�
:

Innen �atrendez�es ut�an

0 � �2
Pt

� = �Pt
��Pt�� � EP(t

� � #)(t�� � #) = cov(t�; t��):

Viszont tudjuk a Cauchy{Bunyakovszkij{Schwartz-f�ele egyenl}otlens�egb}ol, hogy

cov(t�; t��) � �Pt
��Pt��:

Ez csak �ugy lehet, ha cov(t�; t��) = �Pt
��Pt��; vagyis t� �es t�� k�oz�ott 1 val�osz��n}us�eggel

line�aris kapcsolat �all fenn: P(t� = ct��) = 1 (8P 2 P):
Viszont �2

P
t� = �2

P
(ct��) = �2

P
t�� =) c2 = 1; cov(t�; t��) � 0 =) c = +1: Ahonnan

m�ar k�ovetkezik az �all��t�as.

2.2.2. t�etel: (Cramer{Rao-egyenl}otlens�eg)

Tegy�uk fel, hogy az X = (X1;X2; : : : ;Xn)
T statisztikai minta egyparam�eteres FP(x) = F#(x)

eloszl�asf�uggv�enye abszol�ut folytonos: 9 dF#(x)
dx = f#(x); # 2 (a; b). Jel�olje

L#(x) = L#(x1; x2; : : : ; xn) =

nY
i=1

f#(xi)

a minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny�et!
Felt�etelek:

a) In(#) =
R
Rn

�
@L#(x)
@#

�2 � 1
L#(x)

dx <1 (Fisher-f�ele inform�aci�os mennyis�eg.)

b) Legyen g : (a; b)! R tetsz}oleges di�erenci�alhat�o f�uggv�eny.



20 2. FEJEZET Becsl�eselm�elet

c) Legyen a t(X) statisztika a g(#) torz��tatlan becsl�ese, azaz E#(t) = g(#) (8 # 2 (a; b) ):

d) 9 �2
#t =

R
Rn

(t(x) � g(#))2L#(x) dx:

e) @
@#

R
Rn

ti(x)L#(x) dx =
R
Rn

ti(x)@L#(x)@# dx; (i = 0; 1):

Ekkor

�2
#t �

[g0(#)]2
In(#)

:

Bizony��t�as: A c) tulajdons�agb�ol, mindk�et oldalt deriv�alva # szerint:

@

@#

Z
Rn

t(x)L#(x) dx =

Z
Rn

t(x)
@L#(x)

@#
dx =

dg(#)

d#
: (*)

M�asr�eszt, mivel L#(x) egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny:Z
Rn

L#(x) dx = 1:

Ezt is deriv�alva # szerint:

@

@#

Z
Rn

L#(x) dx =

Z
Rn

@L#(x)

@#
dx =

@1

@#
= 0:

Mindk�et oldalt beszorozva g(#)-val:Z
Rn

g(#)
@L#(x)

@#
dx = 0: (**)

(�) �es (��) k�ul�onbs�eg�et v�eve:Z
Rn

(t(x)� g(#) )
@L#(x)

@#
dx =

dg(#)

d#
:

Most a Cauchy{Bunyakovszkij{Schwarz-f�ele egyenl}otlens�eget alkalmazva:

�
g0(#)

�2
=

0
@Z
Rn

(t(x) � g(#))
@L#(x)

@#
dx

1
A2

=

=

0
@Z
Rn

�
(t(x) � g(#))

p
L#(x)

�� 1

L#(x)
� @L#(x)

@#
�
p
L#(x)

�
dx

1
A2

�

�
Z
Rn

(t(x)� g(#) )2L#(x) dx

Z
Rn

�
1

L#(x)

@L#(x)

@#

�2

L#(x)dx = �2
#t In(#):

Innen �atoszt�assal, m�ar k�ovetkezik az �all��t�as.
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Megjegyz�es:

1. A Cramer{Rao-egyenl}otlens�eg elvi als�o korl�atot ad a torz��tatlan becsl�esek sz�or�asn�egyze-
teire. Ha teh�at egy statisztik�ara bel�atjuk, hogy sz�or�asn�egyzete �eppen az als�o korl�attal
egyenl}o, akkor az biztosan hat�asos, s}ot a 2.2.1. t�etel szerint az egyetlen hat�asos becsl�es.

2. A bizony��t�as sor�an felhaszn�alt Cauchy{Bunyakovszkij{Schwarz-egyenl}otlens�egben akkor
�es csak akkor van egyenl}os�eg, ha 9 v(#) : 1

L#(x)
@L#(x)
@# (= @ ln L#(x)

@# ) = v(#) �(t(x)�g(#))
majdnem minden x-re fenn�all.

3. Ha speci�alisan g(#) = #, akkor �2
#t � 1

In(#)
:

4. Mivel

L#(x) = L#(x1; x2; : : : ; xn) =

nY
i=1

f#(xi) =) ln L#(x) =

nX
i=1

ln f#(xi):

Ebb}ol

In(#) = �2
#

�
@ ln L#(X)

@#

�
= �2

#

 
nX
i=1

@ ln f#(Xi)

@#

!
=

nX
i=1

�2
#

�
@ ln f#(Xi)

@#

�
=

= n�2
#

�
@ ln f#(Xi)

@#

�
= nI1(#):

A levezet�esben a szumma kiemel�es�et a mintaelemek teljes f�uggetlens�ege miatt tehetj�uk
meg.

5. A Cramer{Rao-egyenl}otlens�eg diszkr�et val�osz��n}us�egeloszl�asok eset�en is �erv�enyben ma-
rad, ha L#(x) = L#(x1; x2; : : : ; xn)-t mint a minta egy�uttes eloszl�as�at �ertelmezz�uk:

L#(x) = L#(x1; x2; : : : ; xn) = P(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn):

A felt�etelekben a t�obbes integr�alok helyett t�obbsz�or�os szumm�akat kell venni, az e) regu-
larit�asi tulajdons�agok a deriv�al�as �es az �osszegz�es sorrendj�enek felcser�elhet}os�eg�et k�ovetelik
meg.

6. A Cramer{Rao-egyenl}otlens�eg az elemi (cov(X;Y ))2 � �2X � �2Y egyenl}otlens�egnek

felel meg, amikor X = t; Y = @ lnL#(X)
@# . Ugyanis

cov

�
t;
@ lnL#(X)

@#

�
= E#

�
t � @ lnL#(X)

@#

�
;

mert

E#

�
@ lnL#(X)

@#

�
=

Z
Rn

@L#(x)

@#
dx = 0:

�Igy

E#

�
t � @ lnL#(X)

@#

�
=

Z
Rn

t(x) � 1

L#(x)
� @L#(x)

@#
� L#(x) dx =

=
@

@#

Z
Rn

t(x) � L#(x) dx = g0(#):
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7. Bel�athat�o, hogy In(#) = �2
#

�
@ lnL#(X)

@#

�
, hiszen

�2
#

�
1

L#(X)

@L#(X)

@#

�
= E#

�
1

L#(X)

@L#(X)

@#

�2

�
�
E#

�
1

L#(X)

@L#(X)

@#

��2

;

de
R
Rn

@L#(x)
@# dx = 0 miatt

E#

�
1

L#(X)

@L#(X)

@#

�
=

Z
Rn

1

L#(x)

@L#(x)

@#
L#(x) dx =

Z
Rn

@L#(x)

@#
dx = 0

�es ��gy

�2
#

�
1

L#(X)

@L#(X)

@#

�
= E#

�
1

L#(X)

@L#(X)

@#

�2

=

=

Z
Rn

�
1

L#(x)

@L#(x)

@#

�2

L#(x) dx = In(#):

2.2.3. p�elda: (Az �atlagstatisztika hat�asoss�aga norm�alis esetben)

Legyen az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o adott. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai min-
ta, amelynek eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos valamilyenm;D0 param�eter}u norm�alis eloszl�as-
hoz tartozik, ahol D0 > 0 ismert, m ismeretlen. Enn�el a feladatn�al az ismeretlen param�eter
teh�at a norm�alis eloszl�as v�arhat�o �ert�eke: # = m = EPX.

A 2.1.1. p�eld�aban bizony��tottuk, hogy �altal�aban az �Xn �atlagstatisztika az m torz��tatlan
becsl�ese. A norm�alis eloszl�asnak valamennyi momentuma l�etezik, teh�at �Xn n�egyzetes k�o-
z�epben konzisztens becsl�es is. A Cramer{Rao-egyenl}otlens�eg seg��ts�eg�evel most megmutatjuk,
hogy hat�asos is. A minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�enye most:

Lm(x) =

nY
i=1

'm;D0(xi) =

�
1p
2�D0

�n
e
� 1

2D2
0

nP
i=1

(xi�m)2

:

A Cramer{Rao-t�etel ut�ani 2. megjegyz�est �gyelembe v�eve:

lnLm(x) =
nX
i=1

ln 'm;D0(xi) = �n ln(
p
2�D0)� 1

2D2
0

nX
i=1

(xi �m)2;

@ lnLm(x)

@m
=

nX
i=1

@

@m
ln 'm;D0(xi) =

1

D2
0

nX
i=1

(xi �m) =
n

D2
0

(�xn �m) =) �xn hat�asos:

2.2.4. p�elda: (Az �atlagstatisztika hat�asoss�aga exponenci�alis esetben)

Legyen X egy val�osz��n}us�egi v�altoz�o. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta, amely-
nek eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos valamilyen ismeretlen � > 0 param�eter}u exponenci�alis
eloszl�ashoz tartozik. # = 1

� = EPX. A minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�enye most:

L#(x) =
nY
i=1

�e��xi = �ne
��

nP

i=1
xi

=
1

#n
e
� 1
#

nP

i=1
xi

:

@ lnL#(x)

@#
=

@

@#

0
@ln 1

#n
e
� 1
#

nP

i=1
xi

1
A =

@

@#

 
�n ln #� 1

#

nX
i=1

xi

!
= �n

#
+

1

#2

nX
i=1

xi =

=
n

#2
(xn � #) =) xn hat�asos becsl�es:
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2.2.5. p�elda: (Az �atlagstatisztika hat�asoss�aga a Poisson-eloszl�as eset�eben)

Legyen X diszkr�et val�osz��n}us�egi v�altoz�o. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta,
amelynek eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos valamilyen ismeretlen � > 0 param�eter}u Poisson-el-
oszl�ashoz tartozik. Enn�el a p�eld�an�al legyen az ismeretlen param�eter a Poisson-eloszl�as elm�eleti
v�arhat�o �ert�eke: # = � = EPX. L#(x) most a minta egy�uttes eloszl�asa lesz:

L#(x) = P(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn) =

nY
i=1

P(Xi = xi) =

nY
i=1

#xi

(xi)!
e�# =

=
#

nP
i=1

xi

nY
i=1

(xi)!

e�n# =) lnL#(X) = (ln#)

nX
i=1

xi � ln

 
nY
i=1

(xi)!

!
� n � #:

# szerinti deriv�al�as ut�an:

@ lnL#(x)

@#
=

1

#

nX
i=1

xi � n =
n

#
(xn � #) =) xn hat�asos becsl�ese #-nak:

2.2.6. p�elda: (Az egyenletes eloszl�as esete)
Legyen most az X1;X2; : : : ;Xn minta eloszl�asa U(0; #), ahol # > 0 ismeretlen param�eter.
L�attuk a 2.2.1. p�eld�aban, hogy a T1 =

n+1
n X�

n statisztika torz��tatlan becsl�es volt g(#) = #-ra,

ahol �2T1 =
#2

n(n+2) . Sz�amoljuk ki ebben az esetben az 1
In(#)

inform�aci�os als�o hat�art!

I1(#) =

#Z
0

�
@
@#

1
#

�2
1
#

dx =
1

#2
;

azaz
1

In(#)
=

1

nI1(#)
=
#2

n
:

Az a meglep}o eredm�enyt kaptuk, hogy a T1 torz��tatlan becsl�es sz�or�asn�egyzete kisebb, mint a
Cramer{Rao-t�etelben az inform�aci�os als�o hat�ar!

Az ellentmond�as abb�ol ad�odik, hogy az egyenletes eloszl�as eset�en nem teljes�ulnek a Cra-
mer{Rao-t�etel e) regularit�asi felt�etelei. Most

L#(x) =

�
1

#

�n
; 8xi 2 (0; #);

�es
@

@#

Z
Rn

L#(x) dx = 0;

m��g Z
Rn

@

@#
L#(x) dx =

#Z
0

#Z
0

� � �
#Z

0

�n � 1

#n+1
dx = �n

#
:
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2.3. El�egs�egess�eg

A statisztik�ak elv�art, j�o tulajdons�agai k�oz�ott alapvet}o fontoss�ag�u az el�egs�egess�eg. Ezen azt
fogjuk �erteni, hogy a statisztika a minta eloszl�as�anak param�eter�ere vonatkoz�oan minden in-
form�aci�ot mag�aba s}ur��t, egymaga k�epes helyettes��teni a mint�at. A param�eterek becsl�eseihez
a megfelel}o statisztik�akat

"
el�egs�eges" az el�egs�eges statisztika f�uggv�enyei k�oz�ott keresni.

2.3.1/a. de�n��ci�o: Legyen adott a P param�eteres eloszl�ascsal�ad, �es az X1;X2; : : : ;Xn

statisztikai minta, amelyek eloszl�asf�uggv�enye abszol�ut folytonos 8P# 2 P-re:

F#(x) =

xZ
�1

f#(t) dt; x 2 R:

f#(x) a minta s}ur}us�egf�uggv�enye. Jel�olje a tn(X1;X2; : : : ;Xn) statisztika s}ur}us�egf�uggv�eny�et
gn;#(y); az X1;X2; : : : ;Xn �es tn egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny�et pedig h#(x1; x2; : : : ; xn; y). Ha az
X1;X2; : : : ;Xn mint�anak a tn-re vonatkoz�o egy�uttes felt�eteles s}ur}us�egf�uggv�enye nem tartal-
mazza a # param�etert, vagyis

fX1;X1;:::;X1jtn (x1; x2; : : : ; xn j y ) =
h#(x1; x2; : : : ; xn; y)

gn;#(y)
;

nem f�ugg #-t�ol, akkor , a tn statisztika a # param�eter el�egs�eges becsl�ese.

2.3.1/b. de�n��ci�o: Legyen adott a P = fP#; # 2 �g, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy te-
re �es az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta, amelyek eloszl�asa diszkr�et 8P# 2 P-re. Legyen
tn(X1;X2; : : : ;Xn) statisztika. Ha az X1;X2; : : : ;Xn mint�anak a tn-re vonatkoz�o egy�uttes
felt�eteles eloszl�asa nem tartalmazza a # param�etert, vagyis

P(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn j tn = y ) =
P#(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn; tn = y)

P#(tn = y)
;

nem f�ugg #-t�ol, akkor a tn statisztika a # param�eter el�egs�eges becsl�ese.

2.3.1. p�elda: (Az �atlagstatisztika el�egs�egess�ege norm�alis esetben)

Legyen X val�osz��n}us�egi v�altoz�o. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta, amelynek
eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos valamilyen m;D0 param�eter}u norm�alis eloszl�ashoz tartozik
8P 2 P-re, ahol D0 > 0 ismert, m ismeretlen. Az ismeretlen param�eter a norm�alis eloszl�as
elm�eleti v�arhat�o �ert�eke: # = m = EPX.

Az �atlagstatisztika teljesen f�uggetlen, N(#n ;
D0
n ) eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok konvol�u-

ci�oja, teh�at maga is norm�alis eloszl�as�u, # �es D0p
n
param�eterekkel. �Igy az X1;X2; : : : ;Xn minta

egy�uttes �Xn = y-ra vett felt�eteles s}ur}us�egf�uggv�enye:

fX1;X2;:::;Xnj �Xn
(x1; x2; : : : ; xn j y) =

8><
>:

fX1;X2;:::;Xn
(x1;x2;:::;xn)

f �Xn
(y) , ha ny =

nP
i=1

xi

0 egy�ebk�ent

:

Mivel

fX1;X2;:::;Xn(x1; x2; : : : ; xn) =
�p

2�
��n

D�n
0 e

� 1

2D2
0

nP
i=1

(xi�#)2

�es

f �Xn
(y) =

p
np

2�D0

e
� n

2D2
0
(y�#)2

;
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ez�ert
fX1;X2;:::;Xnj �Xn

(x1; x2; : : : ; xn j y) =

=

8><
>:

1p
n(
p
2�D0)

n�1 e
� 1

2D2
0

�
nP
i=1

(xi�#)2�n(y�#)2
�
, ha ny =

nP
i=1

xi

0 egy�ebk�ent

:

Mivel
nP
i=1

(xi�#)2�n(y�#)2 =
nP
i=1

x2i �ny2; ha
nP
i=1

xi = ny =) a felt�eteles s}ur}us�egf�ugg-

v�eny nem f�ugg a param�etert}ol, amib}ol m�ar k�ovetkezik az �all��t�as.

2.3.2. p�elda: (Az �atlagstatisztika el�egs�egess�ege exponenci�alis esetben)

Legyen az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o adott. Legyen tov�abb�a X1X2; : : : ;Xn statisztikai minta,
amely eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos valamilyen # = 1

� param�eter}u exponenci�alis eloszl�ashoz
tartozik. Az ismeretlen param�eter teh�at az exponenci�alis eloszl�as v�arhat�o �ert�eke: E#X = #.
Az �atlagstatisztika teljesen f�uggetlen, E

�
1
#

�
eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok konvol�uci�oja, el-

oszl�asa n; n# param�eter}u gamma eloszl�as, melynek s}ur}us�egf�uggv�enye:

f �Xn
(x) =

�n
#

�n xn�1e�nx
#

(n� 1)!
x > 0:

A minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�enye most

fX1;X2;:::;Xn(x1; x2; : : : ; xn) =

nY
i=1

fXi
(xi) =

1

#n
e�

nP

i=1
xi

# 8xi > 0:

Az

fX1;X2;:::;Xnj �Xn
(x1; x2; : : : ; xn j y) =

8<
:

fX1;X2;:::;Xn
(x1;x2;:::;xn)

f �Xn
(y) , ha ny =

nP
i=1

xi

0 egy�ebk�ent

k�epletbe behelyettes��tve:

fX1;X2;:::;Xnj �Xn
(x1; x2; : : : ; xn j y) =

8>>><
>>>:

1
#n

e�

nP

i=1
xi

#

(n# )
n yn�1e

�
ny
#

(n�1)!

, ha ny =
nP
i=1

xi

0 egy�ebk�ent

:

Egyszer}us��t�esek ut�an:

fX1;X2;:::;Xnj �Xn
(x1; x2; : : : ; xn j y) =

8>><
>>:

(n�1)!e�
nP

i=1
xi

#
+
ny
#

nnyn�1 , ha ny =
nP
i=1

xi

0 egy�ebk�ent

=

=

8<
:

(n�1)!
nn yn�1 , ha ny =

nP
i=1

xi

0 egy�ebk�ent
:

L�athat�o, hogy a f�uggv�eny nem f�ugg a param�etert}ol, azaz az �atlagstatisztika ebben az
esetben is el�egs�eges becsl�est ad.
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2.3.3. p�elda: (Az �atlagstatisztika el�egs�egess�ege a Poisson-eloszl�as eset�eben)

Legyen az X diszkr�et val�osz��n}us�egi v�altoz�o adott. Legyen tov�abb�a X1;X2; : : : ;Xn statisztikai
minta, amelynek eloszl�asf�uggv�enye X-�evel azonos valamilyen # > 0 param�eter}u Poisson-elosz-
l�ashoz tartozik. Az ismeretlen param�eter teh�at a Poisson-eloszl�as v�arhat�o �ert�eke: # = EPX.
Az �atlagstatisztika eloszl�asa most:

P(n �Xn = y) = P

 
nX
i=1

Xi = y

!
=

(n#)y

y!
e�n# y = 0; 1; 2; : : : :

A minta egy�uttes eloszl�asa:

P(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn) =

nY
i=1

P(Xi = xi) =
#

nP

i=1
xi

nY
i=1

xi!

e�n#:

�Igy a mint�anak az �atlagra vonatkoz�o felt�eteles eloszl�asa:

P(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn j n �Xn = y) =

nY
i=1

P(Xi = xi)

P
�
n �Xn = y

� =
y!

ny
nQ
i=1

xi!

;

ha y =
nP
i=1

xi, ami nem f�ugg a param�etert}ol, azaz az �atlagstatisztika a Poisson-eloszl�as eset�en

is el�egs�eges.

2.3.4. p�elda: (P�elda nemel�egs�eges statisztik�ara)

Vizsg�aljuk meg a t = X1 "
statisztik�at"! Most

P(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn jX1 = y ) =

8>>><
>>>:

nY
i=1

P#(Xi=xi)

P#(X1=y)
; ha x1 = y

0; ha x1 6= y

=

=

8><
>:

nY
i=2

P#(Xi = xi); ha x1 = y

0; ha x1 6= y

ami l�athat�o, hogy tartalmazza a param�etert.

2.3.1. t�etel: (Rao{Blackwell{Kolmogorov)
Legyen adott P, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy #-param�eteres tere, �es az X1;X2; : : : ;Xn statiszti-
kai minta, amelyek eloszl�asf�uggv�enye abszol�ut folytonos 8P 2 P-re. Jel�olje Tn(X1;X2; : : : ;Xn)
a # param�eter egy el�egs�eges statisztik�aj�at, tn(X1;X2; : : : ;Xn) pedig a param�eter g f�uggv�eny�e-
nek tetsz}oleges torz��tatlan becsl�es�et: E#tn = g(#). Akkor l�etezik olyan h f�uggv�eny, hogy
E#(h(Tn)) = g(#) �es �2

#(h(Tn)) � �2
#tn. Tov�abb�a h(Tn) = E#(tn jTn ).

Bizony��t�as: A h(Tn) nem f�ugg #-t�ol, csak a mint�at�ol, hiszen Tn el�egs�eges statisztika volt.
Teh�at h(Tn) t�enyleg statisztika. A felt�eteles v�arhat�o �ert�ek tulajdons�agait felhaszn�alva:

E#(h(Tn)) = E#(E#(tn jTn )) = E#tn = g(#); h(Tn) torz��tatlan:
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M�asr�eszt:
�2
#tn = E#(tn � g(#))2 = E# [tn � h(Tn) + h(Tn)� g(#)]2 =

= E#(tn � h(Tn))
2 + �2

#(h(Tn)) + 2E# [(tn � h(Tn))(h(Tn)� g(#))] :

De
E# [(tn � h(Tn))(h(Tn)� g(#))] = E# [E# [(tn � h(Tn))(h(Tn)� g(#)) jTn ]] =

= E# [(h(Tn)� g(#))E# [(tn � h(Tn)) jTn ]] = 0;

mert
E# [(tn � h(Tn)) jTn ] = E# [tn jTn ]� h(Tn) = 0:

Innen m�ar �2
#tn � �2

#(h(Tn)) ad�odik.

Ha l�etezik hat�asos becsl�es, akkor az az el�egs�eges becsl�es f�uggv�enyek�ent �all el}o. A t�etel
azt nem �all��tja, hogy a h(Tn) m�ar hat�asos lenne, csak azt, hogy egy tetsz}olegesen adott tn
torz��tatlan becsl�esn�el az el�egs�eges statisztika seg��ts�eg�evel lehet hat�asosabbat el}o�all��tani, de az
nem biztos, hogy egyben hat�asos is!

2.3.2. t�etel: (Neymann{Fisher faktoriz�aci�os t�etel)

Legyen adott P, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy #-param�eteres tere, amelyhez adott azX1;X2; : : : ;Xn

statisztikai minta, amelyek eloszl�asf�uggv�enye abszol�ut folytonos 8P 2 P-re.
A Tn statisztika a # param�eter el�egs�eges becsl�ese () 9 k : Rn ! R �es g : R2 ! R

f�uggv�enyek, hogy 8x = (x1; x2; : : : ; xn)
T 2 Rn �es 8#-ra

L#(x1; x2; : : : ; xn) = k(x1; x2; : : : ; xn)g(Tn(x1; x2; : : : ; xn); #):

Bizony��t�as: Nem bizony��tjuk. A bizony��t�as megtal�alhat�o Lehman: Testing Statistical
Hipotheses, 49. old.

2.3.5. p�elda: (A faktoriz�aci�os t�etel alkalmaz�asa egyenletes eloszl�asra)

Legyen az X1; : : : ;Xn statisztikai minta egyenletes eloszl�as�u a (0; #) intervallumon. Ekkor a
minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�enye

L#(x) =
1

#n
�

nY
i=1

u(0; xi)u(xi; #)

alakban ��rhat�o, ahol

u(a; b) =

�
1; ha a < b
0 egy�ebk�ent

:

Mivel az X1 < #;X2 < #; : : : ;Xn < # () X�
n = max fXig < #, ez�ert

nY
i=1

u(xi; #) = u(x�n; #):

�Igy

L#(x) =

�
1

#n
� u(x�n; #)

�
�

nY
i=1

u(0; xi);

azaz teljes�ul a faktoriz�aci�os t�etel az n-edik rendezett mintaelem statisztik�ara. Bel�attuk teh�at,
hogy az X�

n = max fX1; : : : ;Xng statisztika el�egs�eges a # param�eterre.
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A marad�ek n � 1 elem}u mint�anak az X�
n = t felt�etelre vonatkoztatott s}ur}us�egf�uggv�enye

nem f�ugg a # param�etert}ol. Megmutathat�o, hogy ez a s}ur}us�egf�uggv�eny
nQ
i=1

f#(xi)
F#(t)

alak�u, most

speci�alisan
�
1
t

�n�1
. Vagyis a marad�ek minta egyenletes eloszl�as�u a (0; t) intervallumban. Ha

szimul�alunk n� 1 v�eletlen sz�amot a (0; t)-n, az t-vel egy�utt statisztikailag ekvivalens mint�at
fog alkotni, mint az eredeti X1; : : : ;Xn, amelynek eloszl�asa m�eg f�ugg�ott #-t�ol. Az X�

n tel-
jes statisztika

"
k�epviseli" a # param�etert, jobban mondva mag�aba t�om�or��ti a #-ra vonatkoz�o

inform�aci�okat.

2.4. Maximum-likelihood becsl�es

Eddig csak arr�ol volt sz�o, hogy milyen j�o tulajdons�agai lehetnek egy statisztik�anak, de m�eg
nem tudjuk, milyen m�odszerekkel lehet egy adott becsl�esi probl�em�ahoz alkalmas statisztik�at
el}o�all��tani. A k�ovetkez}okben k�et �altal�anos becsl�esi m�odszert fogunk ismertetni.

2.4.1/a. de�n��ci�o: Legyen adott P, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy tere �es az X1;X2; : : : ;Xn

statisztikai minta, amelyek eloszl�asf�uggv�enye abszol�ut folytonos 8P# 2 P-re. Jel�olje most

L(x;#) =

nY
i=1

f#(xi)

a minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny�et. A # param�eter maximum-likelihood becsl�es�en azt a
� n(X1;X2; : : : ;Xn) statisztik�at �ertj�uk, melyre

L(x; � n(x)) = max
#2Rk

L(x;#)

teljes�ul (8x 2 Rn).

2.4.1/b. de�n��ci�o: Legyen adott P, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy tere �es az X1;X2; : : : ;Xn

diszkr�et eloszl�as�u statisztikai minta E � R �ert�ekk�eszlettel 8P# 2 P-re.
Jel�olje most

L(x;#) = P#(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn) =
nY
i=1

P#(Xi = xi)

a minta egy�uttes eloszl�as�at. A # param�eter maximum-likelihood becsl�es�en azt a
� n(X1;X2; : : : ;Xn) statisztik�at �ertj�uk, melyre

L(x; � n(x)) = max
#2Rk

L(x;#)

teljes�ul (8x 2 En).

Megjegyz�es:

1. L(x;#)-t likelihood f�uggv�enynek is nevezik. Az elnevez�es jogos, mert most az egy�uttes
s}ur}us�egf�uggv�enyben nem x-et, hanem #-t tekintj�uk v�altoz�onak.

2. A m�odszer alapgondolata a k�ovetkez}o: mintav�etelez�es sor�an az x realiz�aci�ot kaptuk.
Felt�etelezz�uk, hogy az�ert �eppen ezt a realiz�aci�ot kaptuk, �es nem m�ast, mert az �osz-
szes realiz�aci�ok k�oz�ul ennek a legnagyobb a bek�ovetkez�esi val�osz��n}us�ege. Vegy�uk teh�at,
az �osszes # param�etervektor k�oz�ul azt, amelyn�el �eppen az x realiz�aci�o bek�ovetkez�ese
a maxim�alis. A v�alaszt mind a folytonos, mind a diszkr�et esetben a L(x;#) ! max

#2Rk
sz�els}o�ert�ek-feladat megold�as�ab�ol kapjuk meg.
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3. Mivel a term�eszetes alap�u logaritmusf�uggv�eny szigor�uan monoton n�ovekv}o, az L(x;#)!
max
#2Rk

feladat helyett sokszor c�elszer}u az ln L(x;#) ! max
#2Rk

sz�els}o�ert�ek-feladatot megol-

dani, ugyanis ugyanott l�epnek fel a maximumhelyek. Az l(x;#) = lnL(x;#) f�uggv�enyt
log-likelihood f�uggv�enynek nevezz�uk.

l(x;#) =

nX
c=1

ln f#(xi):

4. A maximumhelyet az @l(x;#)
@#i

= 0; i = 1; 2; : : : ; k egyenletrendszer megold�asai k�oz�ott
kereshetj�uk.

2.4.1. p�elda: (A v�arhat�o �ert�ek maximum-likelihood becsl�ese norm�alis esetben, amikor is-

mert a sz�or�as.)

Legyen

f#(x) =
1p

2�D0

e
� 1

2D2
0

(x�#)2
;

ahol D0 > 0 ismert, # 2 R az ismeretlen param�eter.

Most a likelihood f�uggv�eny:

L(x; #) =

�
1p

2�D0

�n
e
� 1

2D2
0

nP
i=1

(xi�#)2
;

a log-likelihood f�uggv�eny pedig

l(x; #) = n ln

�
1p

2�D0

�
� 1

2D2
0

nX
i=1

(xi � #)2:

A maximumhely keres�ese:

dl(x; #)

d#
=

1

D2
0

nX
i=1

(xi � #) = 0 =) # =
1

n

nX
i=1

xi = �xn:

Mivel
d2l(x; #)

d#2
= � 1

D2
0

< 0;

a kapott stacion�arius hely maximumhely. Teh�at az �atlagstatisztika norm�alis esetben a v�arhat�o
�ert�ek maximum-likelihood becsl�ese.

2.4.2. p�elda: (A v�arhat�o �ert�ek �es a sz�or�asn�egyzet maximum-likelihood becsl�esei norm�alis

esetben.)

Legyen

f#1;#2(x) =
1p

2� #2
e
� 1

2#2
(x�#1)2 ;

ahol #2 > 0 �es #1 2 R az ismeretlen param�eterek.

Most a likelihood f�uggv�eny:

L(x; #1; #2) =

�
1p

2� #2

�n
e
� 1

2#2

nP
i=1

(xi�#1)2
;



30 2. FEJEZET Becsl�eselm�elet

a log-likelihood f�uggv�eny pedig

l(x; #1; #2) = �n ln
p
2� � n

2
ln #2 � 1

2 #2

nX
i=1

(xi � #1)
2:

A maximumhely keres�ese:

@l(x; #1; #2)

@#1
=

1

#2

nX
i=1

(xi � #1) = 0 =) #1 =
1

n

nX
i=1

xi = �xn

@l(x; #1; #2)

@#2
= � n

2#2
+

1

2#22

nX
i=1

(xi � #1)
2 = 0 =) #2 =

1

n

nX
i=1

(xi � #1)
2 = s2n

Mivel
@2l(x; #1; #2)

@#21
= � n

#2
;

@2l(x; #1; #2)

@#22
=

n

2#22
� 1

#32

nX
i=1

(xi � #1)
2;

@2l(x; #1; #2)

@#2@#1
= � 1

#22

nX
i=1

(xi � #1);

a kapott stacion�arius hely Hesse-m�atrixa:0
@ �n

s2n
0

0 �n
2 (s2n)

2

1
A ;

amib}ol l�atszik, hogy a hely maximumhely, teh�at az �atlagstatisztika �es az empirikus sz�or�as-
n�egyzet statisztik�ak norm�alis esetben az elm�eleti v�arhat�o �ert�ek �es sz�or�asn�egyzet maximum-li-
kelihood becsl�esei.

2.4.3. p�elda: (A v�arhat�o �ert�ek maximum-likelihood becsl�ese Poisson-eloszl�as eset�eben.)

Most a minta eloszl�asa:

p#;i=
#i

i!
e�# i = 0; 1; 2; : : : :

A likelihood f�uggv�eny, a minta egy�uttes eloszl�as�ab�ol sz�amolhat�o:

L(x; #) =

nY
i=1

#xi

xi!
=
#

nP
i=1

xi

nY
i=1

xi!

e�n#;

a log-likelihood f�uggv�eny pedig:

l(x; #) = ln #
nX
i=1

xi � n#� ln

 
nY
i=1

xi!

!
:

A stacion�arius helyek megkeres�ese:

@l(x; #)

@#
=

1

#

nX
i=1

xi � n = 0 =) # =
1

n

nX
i=1

xi = �xn:
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Mivel
@2l(x; #)

@#2
= � 1

#2

nX
i=1

xi < 0;

a kapott stacion�ariushely maximum. Teh�at a Poisson-eloszl�as eset�en is a param�eternek maxi-
mum-likelihood becsl�ese az �atlagstatisztika.

2.4.4. p�elda: (Maximum-likelihood becsl�es egyenletes eloszl�as eset�en)

Legyen az X1; : : : ;Xn statisztikai minta eloszl�asa U(0; #), ahol # > 0 a becs�ulend}o param�eter.
A likelihood f�uggv�eny most

L(x; #) =
1

#n

nY
i=1

u(0; xi)u(xi; #);

ahol

U(a; b) =

�
1;ha a � b
0;ha a > b

:

Nyilv�anval�o, hogy

max
#

nY
i=1

u(xi; #) = 1;

�es ez a maximum el�eretik minden # � max fx1; : : : ; xng = x�n eset�en.

M�asr�eszt 1
#n �

�
1
x�n

�n
, ha # � x�n. Ez�ert L#(x1; : : : ; xn) a maximum�at �eppen a

�n(x1; : : : ; xn) = x�n helyen fogja felvenni, teh�at # maximum-likelihood becsl�ese az
X�
n = max fX1; : : : ;Xng maximumstatisztika lesz.

A maximum-likelihood becsl�es rendelkezik n�eh�any nagyon j�o tulajdons�aggal, amelyeket a
k�ovetkez}o k�et t�etelben fogalmazunk meg.

2.4.1. t�etel: Legyen adott P, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy tere �es az X1;X2; : : : ;Xn sta-
tisztikai minta. Jel�olje most L(x; #) a likelihood f�uggv�enyt �es �n a maximum-likelihood sta-
tisztik�at!

(i) Ha l�etezik hat�asos becsl�es a # param�eterre, akkor �n maga a hat�asos becsl�es.

(ii) Ha l�etezik Tn el�egs�eges becsl�es a # param�eterre, akkor megadhat�o olyan h(x) f�uggv�eny,
mellyel h(�n) = Tn; azaz az el�egs�eges becsl�es a maximum-likelihood statisztika f�uggv�e-
nyek�ent �all el}o.

Bizony��t�as:

(i) A Cramer{Rao-t�etel ut�an tett 2. megjegyz�es szerint t�n hat�asos becsl�es, ha

@l(x; #)

@#
= k(#)(t�n(x)� #)

teljes�ul majdnem minden x 2 Rn vektorra. De a maximum-likelihood statisztik�at �eppen
az @l(x;#)

@# = 0 egyenlet megold�as�ab�ol kapjuk, azaz

k(#)(t�n(x)� #) = 0 =) t�n(x) = �n(x) = # =) �all��t�as:
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(ii) A Neymann{Fisher faktoriz�aci�os t�etelb}ol: 9 g; k f�uggv�enyek:

L(x; #) = g(Tn(x); #) � k(x):

Innen @ lnL(x;#)
@# = @g(Tn(x);#)

@# = 0 =) 9 h f�uggv�eny: h(Tn(X)) = �n(x):

2.4.2. t�etel: (Cramer{Dugue)

Legyen adott P, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy tere �es az X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta,
amelyek eloszl�asf�uggv�enye abszol�ut folytonos 8P 2 P-re. Tegy�uk fel, hogy a minta s}ur}us�eg-
f�uggv�enye f#(x); # 2 (a; b) kiel�eg��ti az al�abbi a), b), c) felt�eteleket:

a) 9 @i ln f#(x)
@#i

i = 1; 2; 3 8# 2 (a; b):

b) 9H1(x); H2(x); H3(x) f�uggv�enyek, melyekre:����@f#(x)@#

���� < H1(x);

����@2f#(x)@#2

���� < H2(x);

����@3f#(x)@#3

���� < H3(x):

+1Z
�1

H1(x) dx <1;

+1Z
�1

H2(x) dx <1;

9K :

+1Z
�1

H3(x) � f#(x) dx < K 8# 2 (a; b):

c) 0 < I1(#) =
+1R
�1

�
@ ln f#(x)

@#

�2
f#(x) dx <1:

Legyen tov�abb�a �n a # param�eter maximum-likelihood statisztik�aja.

Ekkor

(i) �n az # param�eter konzisztens becsl�ese,

(ii) �n aszimptotikusan norm�alis eloszl�as�u, azaz
p
nI1(#) � (�n � #)

e! N(0; 1).

Bizony��t�as: Az (i) bizony��t�asa. A b) felt�etelb}ol k�ovetkezik, hogy a deriv�al�as �es az integr�al�as
sorrendje felcser�elhet}o. �Igy mivel

+1Z
�1

f#(x) dx = 1 =)
+1Z
�1

@f#(x)

@#
dx = 0 ;

+1Z
�1

@2f#(x)

@#2
dx = 0:

Legyen #0 2 (a; b) a t�enyleges param�eter. A Taylor-formul�ab�ol kapjuk, hogy:

@ ln f#(x)

@#
=

@ ln f#(x)

@#

����
#=#0

+
@2 ln f#(x)

@#2

����
#=#0

(#� #0) +
1

2
� H3(x) � (#� #0)

2;

ahol j�j < 1 (� esetleg f�ugghet x-t}ol �es #-t�ol is.) Mivel

L(x; #) =

nY
i=1

f#(xi);
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��gy

1

n

@ lnL(X; #)

@#
=

1

n

nX
i=1

@ ln f#(Xi)

@#
= B1 +B2(#� #0) +

1

2
�B3(#� #0)

2;

ahol

B1 =
1

n

nX
i=1

@ ln f# (Xi)

@#

�����
#=#0

;

B2 =
1

n

nX
i=1

@2 ln f# (Xi)

@#2

�����
#=#0

�es

B3 =
1

n

nX
i=1

H3 (Xi) :

� a minta �es # f�uggv�enye, de j�j < 1. Figyelj�uk meg, hogy B1; B2; B3 f�uggetlen, azonos
eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok �atlagai!

A maximum-likelihood becsl�es az @ ln L(X;#)
@# = 0 egyenlet megold�as�ab�ol �all el}o, azaz

B1 +B2(#� #0) +
1

2
�B3(#� #0)

2 = 0:

Felhaszn�aljuk, hogy

E#0

 
@ ln f#(Xi)

@#

����
#=#0

!
= 0;

E#0

 
@2 ln f#(Xi)

@#2

����
#=#0

!
= �I1;

hiszen

E#0

 
@ ln f#(Xi)

@#

����
#=#0

!
=

1Z
�1

@f#(x)

@#

����
#=#0

dx =
@

@#

1Z
�1

f#(x) dx

������
#=#0

= 0

�es

E#0

 
1

f#(Xi)
� @

2f#(Xi)

@#2

����
#=#0

!
=

1Z
�1

@2f#(x)

@#

����
#=#0

dx =
@2

@#2

1Z
�1

f#(x) dx

������
#=#0

= 0

miatt

E#0

 
@2 ln f#(Xi)

@#2

����
#=#0

!
= E#0

 
�
�
@ ln f#(Xi)

@#

�2
�����
#=#0

!
=

= ��2#0

 
@ ln f#(Xi)

@#

����
#=#0

!
= �I1:

A nagy sz�amok gyenge t�orv�eny�eb}ol k�ovetkezik, hogy

B1
st! 0; B2

st! �I1; B3
st! E#0H3(X) < K:
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Ez�ert 80 < " < 1 �es 0 < � < I1
2(K+1) -hez 9n0("; �) k�usz�obsz�am, hogy n > n0 eset�en

P(jB1j � �2) <
"

3
;

P(B2 � �1

2
I1) <

"

3
;

P(jB3j � 2K) <
"

3
:

A Boole-egyenl}otlens�eget
�
P( �A1

�A2
�A3) � 1�P(A1)�P(A2)�P(A3)

�
felhaszn�alva:

P(jB1j < �2; B2 < �1

2
I1; jB3j < 2K) � 1� ":

Megmutatjuk, hogy a # = #0+� pontban a B1+B2(#�#0) + 1
2�B3(#�#0)2 kifejez�es negat��v

�ert�eket vesz fel:

1

n

@ ln L(x; #)

@#

����
#=#0+�

= B1 +B2�+
1

2
�B3�

2 < �2 + �

��I1
2

�
+
1

/2
��2 /2K <

< �
I1

2 (K + 1)
(K + 1)� 1

2
I1� = 0:

Teh�at @ ln L(x;#)
@# < 0; ha # = #0 + � �es x kiel�eg��ti a jB1j < �2; B2 < �1

2I1; jB3j < 2K
felt�etelrendszert. M�asr�eszt # = #0 � �-val ugyanarra az esem�enyre:

1

n

@ ln L(x; #)

@#
j#=#0�� = B1 �B2�+

1

2
�B3�

2 > ��2 + �

�
I1
2

�
� 1

/2
��2 /2K >

> ��2(K + 1) +
1

2
I1� > ��

�
I1

2 (K + 1)

�
(K + 1) +

1

2
I1� = 0:

Mivel az 1
n
@ ln L(x;#)

@# f�uggv�eny di�erenci�alhat�o, ��gy folytonos, ez�ert a (#0 � �; #0 + �) inter-

vallumban kell, hogy legyen gy�oke. M�ask�eppen fogalmazva, 80 < " < 1 �es 0 < � < I1
2(K+1) -hez

9n0("; �) k�usz�obsz�am, hogy n > n0 eset�en t�obb mint 1 � " val�osz��n}us�eggel a @ ln L(X;#)
@# = 0

likelihood egyenletnek van gy�oke a (#0 � �; #0 + �) intervallumban, azaz

P(j�n(X)� #0j < �) � 1� ";

vagyis a maximum-likelihood becsl�es konzisztens.
A (ii) bizony��t�asa. A

B1 +B2(�n(X)� #0) +
1

2
�B3(�n(X)� #0)

2 = 0

egyenletb}ol:

�n(X)� #0 =
�B1

B2 +
1
2�B3 (�n(X)� #0)

;

majd mindk�et oldalt
p
nI1(#0)-lal megszorozva:

p
nI1(#0)(�n(X)� #0) =

p
np

I1(#0)
B1

� B2
(I1(#0))

� 1
2�B3

(�n(X)�#0)
(I1(#0))

=

1p
I1(#0)�pn

nP
i=1

@ ln f#(Xi)
@#

����
#=#0

� B2
(I1(#0))

� 1
2�B3

(�n(X)�#0)
(I1(#0))
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Az Yi =
@ ln f#(Xi)

@#

���
#=#0

jel�ol�essel, az Yi val�osz��n}us�egi v�altoz�ok teljesen f�uggetlenek �es azonos

eloszl�as�uak. Tov�abb�a:

E#0Yi = E#0

�
@ ln f#(Xi)

@#
j#=#0

�
= 0;

�2
#0Yi = �2

#0

�
@ ln f#(Xi)

@#
j#=#0

�
= I1(#0):

A centr�alis hat�areloszl�as t�etelt alkalmazva:

Un =
1

n

nX
i=1

Yip
I1(#0)

p
n =

1p
I1(#0) �

p
n

nX
i=1

@ ln f#(Xi)

@#

�����
#=#0

e! N(0; 1):

Felhaszn�alva a Csebisev-f�ele nagy sz�amok t�orv�eny�et:

�n
st! #0; B2

st! �(I1(#0)); B3
st! E#0H3(Xi) < K;

amib}ol

Zn = � B2

(I1(#0))
� 1

2
�B3

(�n � #0)

(I1(#0))

st! 1

k�ovetkezik.
Mivel Un

e! N(0; 1); Zn
st! 1, ��gy Un

Zn

e! N(0; 1); azaz
p
n I1(#0) (�n � #0)

e! N(0; 1):

A maximum-likelihood m�odszer az el}oz}o t�etelek miatt alapvet}o fontoss�ag�u a becsl�eselm�e-
letben. Ahol lehet, c�elszer}u alkalmazni. Vannak azonban esetek, amikor a likelihood egyenlet
a param�eterre transzcendens egyenletet ad, azaz a param�eter kifejt�ese lehetetlen. Ilyen esetek-
ben sokszor hasznos a momentumok m�odszere. A m�odszer l�enyege az, hogy a minta momen-
tumai f�uggv�enykapcsolatban vannak az eloszl�as param�etereivel, �es ebbe az ismert f�uggv�enybe
a mint�ab�ol becs�ult empirikus momentumokat be��rva kapjuk a becsl�esi statisztik�akat.

2.4.2. de�n��ci�o: Legyen adott P, val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy tere �es az X1;X2; : : : ;Xn

statisztikai minta. Tegy�uk fel, hogy l�eteznek az

mj = E#X
j
i = gj(#) (j = 1; 2; : : : ; k)

momentumok, �es
9g�1j (m1;m2; : : : ;mk) = #j (j = 1; 2; : : : ; k):

Tekints�uk az

m̂j =
1

n

nX
i=1

Xj
i (j = 1; 2; : : : ; k)

empirikus momentum statisztik�akat. Akkor az

mj = g�1j (m̂1; m̂2; : : : ; m̂k) (j = 1; 2; : : : ; k)

statisztik�ak a #j param�eterek momentumos becsl�esei.

A momentumok m�odszere nem rendelkezik olyan optim�alis tulajdons�agokkal, mint a ma-
ximum-likelihood m�odszer, de az�ert az �altal�anos felt�etelek mellett bel�athat�o, hogy a becsl�esei
konzisztensek. A konzisztencia azon m�ulik, hogy az empirikus momentumok is konzisztens
becsl�esei az elm�eleti momentumoknak.



36 2. FEJEZET Becsl�eselm�elet

2.4.5. p�elda: (A norm�alis eloszl�as param�etereinek becsl�ese a momentumok m�odszer�evel)

A minta s}ur}us�egf�uggv�enye

fm;D(x) =
1p
2�D

e�
(x�m)2

2D :

A norm�alis eloszl�as eset�en tudjuk, hogy m = g1(m1;m2) = m1; D = g2(m1;m2) =m2 �m2
1.

Az empirikus momentumok: m̂1 =
1
n

nP
i=1

Xi = �Xn; m̂2 =
1
n

nP
i=1

X2
i .

�Igy a momentumbecs-

l�esek egyb}ol ad�odnak:

m � g1(m̂1; m̂2) = �Xn;

D � g2(m̂1; m̂2) =
1

n

nX
i=1

X2
i �

 
1

n

nX
i=1

Xi

!2

= s2n:

L�athat�o, hogy ugyanazok a statisztik�ak ad�odtak, mint a maximum-likelihood m�odszern�el.

2.4.6. p�elda: (A Poisson-eloszl�as param�eter�enek becsl�ese a momentumok m�odszer�evel)

A minta eloszl�asa most

P#(Xi = k) =
#k

k!
e�# (k = 0; 1; 2; : : :):

A # > 0 param�eter �eppen a v�arhat�o �ert�ek, az els}o momentum, ��gy a momentumbecsl�es egyb}ol
ad�odik: # � m̂1 = �Xn. Ez�uttal is ugyanazt a statisztik�at kaptuk, mint a maximum-likelihood
m�odszern�el.

2.5. Intervallumbecsl�esek

A kor�abbi szakaszokban az ismeretlen param�etervektort a minta egy f�uggv�eny�evel, azaz egyet-
len statisztik�aval pr�ob�altuk meg k�ozel��teni. Konkr�et realiz�aci�on�al teh�at, a param�etert�er egy
pontj�at egy m�asik ponttal becs�ulj�uk. Ez�ert besz�el�unk pontbecsl�esr}ol. De tudjuk azt is, hogy
folytonos eloszl�asokn�al, annak val�osz��n}us�ege, hogy a val�osz��n}us�egi v�altoz�o az �ert�ekk�eszlet�e-
nek �eppen egy tesz}olegesen kiv�alasztott pontj�at fogja felvenni, nulla. Teh�at folytonos esetben
nulla annak val�osz��n}us�ege, hogy �eppen a param�etert tal�altuk el a becsl�essel. Az intervallum-
becsl�esekn�el a mint�ab�ol k�esz��tett tartom�anyokat de�ni�alunk, amely tartom�anyok nagy val�o-
sz��n}us�eggel lefedik a k�erd�eses param�eterpontot. A t�emak�ort egydimenzi�os param�eter eset�en
t�argyaljuk.

2.5.1. de�n��ci�o: Legyen adott P val�osz��n}us�egi m�ert�ekek egy tere �es az X1;X2; : : : ;Xn

statisztikai minta. Legyen 0 < " < 1 r�ogz��tett. Azt mondjuk, hogy a # param�eterhez megad-
tunk egy legal�abb 1 � " szigni�kanciaszint}u kon�denciaintervallumot, ha t1(X1;X2; : : : ;Xn)
�es t2(X1;X2; : : : ;Xn) olyan statisztik�ak, hogy

P#(t1(X1;X2; : : : ;Xn) � # � t2(X1;X2; : : : ;Xn)) � 1� "

fenn�all minden P # 2 P-re.

Ahhoz, hogy p�eld�akat mutassunk kon�dencia intervallumra, be kell bizony��tanunk a Lu-
k�acs-t�etelt, �es de�ni�alni kell a �2- �es a Student-eloszl�asokat.
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2.5.2. de�n��ci�o: Legyenek Y;X1;X2; : : : ;Xn standard norm�alis eloszl�as�u, teljesen f�ug-

getlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok. Ekkor
nP
i=1

X2
i �2-eloszl�ast k�ovet n szabads�agfokkal, melynek

s}ur}us�egf�uggv�enye

f(x) =
1

2
n
2 � � �n2 � � e�

x
2 � xn

2
�1; x > 0;

ahol �(s) =
1R
0

e�t � ts�1 dt a gamma-f�uggv�eny. M�asr�eszt Ys
nP

i=1
X2
i

n

n szabads�agfok�u t- (Stu-

dent-) eloszl�ast fog k�ovetni, melynek s}ur}us�egf�uggv�enye

g(x) =
�
�
n+1
2

�
�
�
1
2

�
�
�
n
2

� 1p
n
�
 

1

1 + x2

n

!n+1
2

; x 2 R:

2.5.1. t�etel: (Luk�acs)

Legyen X1;X2; : : : ;Xn 2 N(m;D) eloszl�asb�ol sz�armaz�o statisztikai minta.
Ekkor

(i) �Xn 2 N(m; Dp
n
), azaz m; Dp

n
param�eter}u norm�alis eloszl�as,

(ii) ns2n
D2 2 �2n�1; azaz n� 1 szabads�agfok�u �2-eloszl�as,

(iii) �Xn �es s2n f�uggetlenek ( �Xn �es s�n2 is f�uggetlenek).

Bizony��t�as:

(i) �Xn karakterisztikus f�uggv�enye:

' �Xn
(t) = E exp

0
@i nX

j=1

Xj
t

n

1
A =

nY
j=1

E exp

�
iXj

t

n

�
=

nY
j=1

'Xj

�
t

n

�
=

=

�
exp

�
im

t

n
� D2t2

2n2

��n
;

amib}ol leolvashat�o, hogy �Xn 2 N(m; Dp
n
):

(ii) Seg�edt�etel: Tekints�uk a

H
n
= E

n
� 1

n
11T =

0
BBBB@

n�1
n � 1

n � 1
n � � � � 1

n
� 1

n
n�1
n � 1

n � � � � 1
n

...
...

... . . .
...

� 1
n � 1

n � 1
n

... n�1
n

1
CCCCA

centr�al�o m�atrixot. A k�epletben az 1 olyan vektort jel�ol, melynek mindegyik komponense
1-es, E

n
pedig az egys�egm�atrix.

Ekkor

a) H
n
H

n
= H

n
(idempotens),
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b) H
n
szimmetrikus, pozit��v szemide�nit,

c) det
�
H

n

�
= 0 ; rank

�
H

n

�
= n� 1;

d) H
n
saj�at�ert�ekei az 1 (n� 1)- szeres multiplicit�assal, �es a 0.

A seg�edt�etel bizony��t�asa:

a) H2
n
= E2

n
�E

n

�
1
n11

T
�� � 1n11T �En

+ 1
n2
1(1T1)1T = E

n
� 1

n11
T = H

n
.

b) H
n
szimmetrikus trivi�alisan. Legyen x 2 Rn tetsz}oleges:

xTH
n
x = xTH

n
�H

n
x =




H
n
x



2 � 0 pozit��v szemide�nit, saj�at�ert�ekei nemnega-

t��vak.

c) det
�
H

n
� �E

n

�
= det

�
H2

n
� �E2

n

�
= det

�
H

n
�p

�E
n

�
�det

�
H

n
+
p
�E

n

�
= 0:

Teh�at, ha � saj�at�ert�ek, akkor +
p
� is az. �Igy csak 1 �es 0 lehet saj�at�ert�ek! M�asr�eszt,

traceH
n
= n

n� 1

n
= n� 1 = �1 + �2 + � � �+ �n

csak �ugy lehet, ha �1 = �2 = � � � = �n�1 = 1 �es �n = 0:

d) det
�
H

n

�
=

nY
j=1

�j = 0; rank
�
H

n

�
=

nP
j=1

�j = n�1; mert n�1 darab 1 saj�at�ert�eke

van.

A seg�edt�etelt haszn�alva bizony��thatjuk a t�etel 2. �all��t�as�at.

XTH
n
X = XTX� 1

nX
T11TX =

nP
i=1

X2
i � n

�
�Xn

�2
= ns2n:

Legyenek Zi = Xi �m 2 N(0;D); teljesen f�uggetlenek.

�Zn =
1

n

nX
i=1

Zi =
1

n

nX
i=1

(Xi �m) = �Xn �m;

1

n
ZH

n
Z = d2n =

1

n

nX
i=1

(Zi � �Zn)
2 =

1

n

nX
i=1

((Xi �m)� ( �Xn �m))2 = s2n:

Felhaszn�aljuk H
n
spektr�alfelbont�as�at:

H
n
= GLGT , ahol GGT = GT G = E

n
�es L = diag(1; 1; : : : ; 1; 0): �Igy

ns2n = XTH
n
X = ZTH

n
Z = ZTGLGTZ = YTLY =

n�1X
i=1

Y 2
i :

Y = GTZ 2 Nn(G0;DEn
), azaz

Yi
D 2 N(0; 1) teljesen f�uggetlenek ns2n

D2 =
n�1P
i=1

Y 2
i

D2 2 �2n�1.

(iii) A �n = 0 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektor: gn = 1p
n
1 = ( 1p

n
; 1p

n
; : : : ; 1p

n
)T ; mert

H
n
gn = E

n
1p
n
1� 1

n11
T 1p

n
1 = gn � gn = 0: �Igy Yn = gTnZ = 1p

n

nP
i=1

Zi =
p
n �Zn. Mivel

ns2n = nd2n =
n�1P
i=1

Y 2
i ;

�Xn = �Zn+m = 1p
n
Yn+m; �es Yi-k teljesen f�uggetlenek voltak, ��gy

�Xn �es s2n is f�uggetlenek.
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Felhaszn�alva a Luk�acs-t�etelt bel�athat�o, hogy ha X1;X2; : : : ;Xn N(m;D) eloszl�asb�ol sz�ar-
maz�o statisztikai minta, akkor az

�Xn �m

D

p
n 2 N(0; 1); �es az

(n� 1) s�n2

D2
2 �2n�1

statisztik�ak f�uggetlenek, ��gy

�Xn�m
D

p
nr

(n�1) s�n
2

D2

n�1

=
�Xn �m

s�n

p
n 2 tn�1

(n� 1 szabads�agfok�u Student-eloszl�as�u).

2.5.1. p�elda: (Kon�denciaintervallum szerkeszt�ese az ismeretlen v�arhat�o �ert�ekre ismert

sz�or�as�u norm�alis eloszl�as eset�eben)

Legyen X1;X2; : : : ;Xn N(m;D0) eloszl�asb�ol sz�armaz�o statisztikai minta, ahol D0 > 0
ismert, m 2 R ismeretlen. Szerkessz�unk m-re adott 0 < " < 1 mellett (1� ")-szint}u kon�den-

ciaintervallumot! A Luk�acs-t�etelb}ol tudjuk, hogy u =
�Xn�m
D0

p
n 2 N(0; 1), azaz a statisztika

s}ur}us�egf�uggv�enye: '(x) = 1p
2�
e�

x2

2 : '(x) seg��ts�eg�evel megadhat�o olyan u" > 0 sz�am, hogy

+u"Z
�u"

'(t) dt = P(�u" < u < u") = �(u")� �(�u") = 2�(u")� 1 = 1� "

teljes�ulj�on. Az u" > 0 sz�am meghat�aroz�as�at a �(u") = 1� "
2 egyenletb}ol, standard norm�alis el-

oszl�as t�abl�azata seg��ts�eg�evel hat�arozhatjuk meg. Mivel a f�u" < u < u"g esem�eny ekvivalens

az
n
�Xn � u"D0p

n
< m < �Xn +

u"D0p
n

o
esem�ennyel, ez�ert

P

�
�Xn � u"D0p

n
< m < �Xn +

u"D0p
n

�
= 1� ";

azaz a

T1 = �Xn � u"D0p
n

;

T2 = �Xn +
u"D0p

n

(1� ")-szint}u kon�denciaintervallum m-re.

2.5.2. p�elda: (Kon�denciaintervallum szerkeszt�ese az ismeretlen v�arhat�o �ert�ekre ismeret-

len sz�or�as�u norm�alis eloszl�as eset�eben)

Legyen X1;X2; : : : ;Xn N(m;D) eloszl�asb�ol sz�armaz�o statisztikai minta, ahol D > 0 is �es,
m 2 R is ismeretlen. Szerkessz�unk m-re adott 0 < " < 1 mellett (1 � ")-szint}u kon�denciain-

tervallumot! A Luk�acs-t�etel ut�an l�attuk, hogy
�Xn�m
s�n

p
n 2 tn�1, azaz az n� 1 szabads�agfok�u

Student-eloszl�ashoz tartoz�o t�abl�azatb�ol kiolvashat�o olyan t" > 0 sz�am, amellyel

1� " = P(�t" <
�Xn � �

s�n

p
n < t") = P

�
�Xn � t" s

�
np
n

< m < �Xn +
t" s

�
np
n

�

azaz most a T1 = �Xn � t" s�np
n
; T2 = �Xn +

t" s�np
n

statisztikap�ar lesz (1 � ")-szint}u kon�denciain-

tervallum m-re.
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2.5.3. p�elda: (Kon�dencia intervallum szerkeszt�ese az ismeretlen sz�or�asra norm�alis el-

oszl�as eset�eben)

Legyen X1;X2; : : : ;Xn N(m;D) eloszl�asb�ol sz�armaz�o statisztikai minta, ahol D > 0 is �es
m 2 R is ismeretlen. Szerkessz�unk D-re adott 0 < " < 1 mellett (1 � ")-szint}u kon�denciain-

tervallumot! A Luk�acs-t�etelre hivatkozva megint: (n�1)s�n2
D2 2 �2n�1. Az n � 1 szabads�agfok�u

�2-eloszl�as t�abl�azatb�ol megadhat�ok olyan 0 < c1 < c2 sz�amok, hogy

1� " = P

 
c1 <

(n� 1) s�n
D2

2

< c2

!

teljes�ulj�on. (A c1; c2 �ert�ekek nyilv�an kiel�eg��tik a P(�2n�1 > c1) = 1� "
2 �es P(�2n�1 > c2) =

"
2

felt�eteleket.) Egyszer}u �atrendez�essel kapjuk, hogy

1� " = P

0
@s(n� 1)

c2
s�n < D <

s
(n� 1)

c1
s�n

1
A ;

azaz a T1 =
q

(n�1)
c2

s�n ; T2 =
q

(n�1)
c1

s�n statisztikap�ar (1 � ")-szint}u kon�denciaintervallum

lesz D-re.

2.5.4. p�elda: (Kon�denciaintervallum szerkeszt�ese az ismeretlen param�eterre exponenci-

�alis eloszl�as eset�eben)

Legyen X1;X2; : : : ;Xn E(�) eloszl�asb�ol sz�armaz�o statisztikai minta, ahol � > 0 ismeret-
len. Szerkessz�unk �-ra adott 0 < " < 1 mellett (1� ")-szint}u kon�denciaintervallumot!

A probl�ema megold�as�ahoz felhaszn�aljuk az al�abbi seg�edt�etelt:

Seg�edt�etel: Legyen X1;X2; : : : ;Xn E(�) eloszl�asb�ol sz�armaz�o statisztikai minta.
Ekkor

a) �Xi 2 E(1);

b)
nP
j=1

�Xj = �n �Xn 2 �(n; 1); azaz n; 1 param�eter}u gamma eloszl�as�u,

f�(x) =
xn�1

(n� 1)!
e�x (x > 0)

s}ur}us�egf�uggv�ennyel.

A seg�edt�etel bizony��t�asa:

a) P(�Xj < x) = P(Xj <
x
�) = 1� e��

x
� = 1� e�x =) �Xj 2 E(1):

b) '�Xj
(t) = Eei�Xj t =

1R
0

eixte�x dx =
h

1
it�1e

x(it�1)
i1
0
= 1

1�it .

'�n �Xn
(t) =

nY
j=1

'� �X�
(t) =

�
1

1�it
�n

=) f�n �Xn
(x) = xn�1e�x

(n�1)! ; mert a karakterisztikus

f�uggv�enye:

1Z
0

eixt
xn�1

(n� 1)!
e�x dx =

�
xn�1

(n� 1)!

1

it� 1
ex(it�1)

�1
0

� 1

(n� 2)!

1

it� 1

1Z
0

xn�2ex(it�1) dx =
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= 0� 1

(n� 2)!

1

it� 1

�
xn�2

1

it� 1
ex(it�1)

�1
0

+
1

(n� 3)!

�
1

it� 1

�2
1Z
0

xn�3ex(it�1) dx =

=
1

(n� 3)!

�
1

it� 1

�2
1Z
0

xn�3ex(it�1) dx = � � � = (�1)n
�

1

it� 1

�n
=

�
1

1� it

�n
:

Az n; 1 param�eter}u gamma-eloszl�ashoz tartoz�o t�abl�azatb�ol kiolvashat�ok olyan 0 < 
1 < 
2
sz�amok, amelyekkel

1� " = P(
1 < �n �Xn < 
2) = P(

1
n �Xn

< � <

2
n �Xn

);

azaz a T1 =

1

n �Xn
; T2 =


2
n �Xn

statisztika p�ar lesz (1� ")-szint}u kon�denciaintervallum �-ra.

A 
1; 
2 sz�amokat �ugy kell meghat�arozni, hogyP(0 < �(n; 1) < 
1) = P(�(n; 1) > 
2) =
"
2

legyen.
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3. fejezet

Hipot�ezisvizsg�alat

3.1. Alapfogalmak

Tekints�uk a K v�eletlen k��s�erletet �es a hozz�atartoz�o (
;F) m�erhet}o teret, �es a P val�osz��n}us�egi
m�ert�ekek oszt�aly�at, ahol (
;P;P) Kolmogorov-f�ele val�osz��n}us�egi mez}o 8P 2 P-re. Tegy�uk
fel, hogy P k�et diszjunkt r�eszhalmazra bonthat�o: P = P0 [ P1, �es P0 \ P1 = ;: Statisztikai
m�odszert (�un. pr�ob�at vagy tesztet) akarunk konstru�alni annak eld�ont�es�ere, hogy a v�eletlen
k��s�erlethez tartoz�o t�enyleges P val�osz��n}us�egi m�ert�ek melyik halmazhoz tartozik P0 �es P1 k�oz�ul.
Ehhez fel�all��tunk egy H0 : P 2 P0 nullhipot�ezist, �es egy H1 : P 2 P1 alternat��v hipot�ezist. A
nullhipot�ezis azt a feltev�es�unket fogalmazza meg, hogy az elm�eleti P val�osz��n}us�eg a P0 r�eszhez
tartozik, az alternat��v hipot�ezis�unk pedig azt, hogy ellenkez}oleg, pont a P1 r�eszhez. A kett}o
feltev�es k�oz�ul az elj�ar�as v�eg�en egy�ertelm}uen kiv�alasztjuk �es elfogadjuk majd az egyiket. A
d�ont�est az X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta seg��ts�eg�evel fogjuk meghozni. El}osz�or is, el
fogjuk k�esz��teni a tn(X1;X2; : : : ;Xn) �un. pr�obastatisztik�at, amely rendelkezni fog az al�abbi
tulajdons�aggal: adott 0 < " < 1 sz�amhoz megadhat�ok olyan K1(") < K2(") sz�amok, hogy
P(K1(") � tn � K2(")) � 1� "; 8P 2 P0:

A K1("); K2(") �ert�ekeket kritikus �ert�ekeknek, a seg��ts�eg�ukkel de�ni�alt
Xe = fx : x 2 Rn ; K1(") � tn(x) � K2(")g n-dimenzi�os vektorhalmazt elfogad�asi tartom�any-
nak, a komplemens halmaz�at, Xk = Rn n Xe-t, pedig kritikus tartom�anynak nevezz�uk. Az "
sz�am a pr�oba terjedelme, az 1 � " �ert�ek pedig a pr�oba szigni�kancia szintje. A d�ont�est �ugy
hajtjuk v�egre, hogy ellen}orizz�uk, hogy az X1;X2; : : : ;Xn minta beleseik-e az Xe elfogad�asi
tartom�anyba. Ha beleesik, akkor a H0 hipot�ezist, ellenkez}o esetben a H1 alternat��v hipot�ezist
fogjuk elfogadni. A hipot�ezis eld�ont�ese m�ask�eppen alakulhat az egyes " terjedelmeken, ez�ert
mindig jelezni kell, hogy milyen 1�" szint mellett fogadjuk el (vagy vetj�uk el) a nullhipot�ezist.
Term�eszetesen sz�amolunk azzal is, hogy a d�ont�es�unk hib�as. Azt mondjuk, hogy els}ofaj�u hib�at

k�ovet�unk el, ha elvetj�uk a nullhipot�ezist, holott val�oj�aban az igaz. M�asodfaj�u hib�at akkor
k�ovet�unk el, ha elfogadjuk a nullhipot�ezist, holott az nem igaz. Minden m�as esetben helyesen
d�ont�unk. A d�ont�esi hibafajt�akat az al�abbi t�abl�azatban mutatjuk:

D�ont�es n Val�os�ag H0 igaz H1 igaz

H0 mellett j�o d�ont�es m�asodfaj�u hiba

H1 mellett els}o faj�u hiba j�o d�ont�es

3.1.1. de�n��ci�o: A

p1("; n;P) = P((X1;X2; : : : ;Xn)
T 2 Xk); P 2 P0; 0 < " < 1; n 2 N

43
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f�uggv�enyt els}ofaj�u hibaval�osz��n}us�egnek nevezz�uk. A

sup
8P2P0

P((X1;X2; : : : ;Xn)
T 2 Xk) � "

rel�aci�o teljes�ul�ese eset�en legfeljebb " terjedelm}u pr�ob�ar�ol besz�el�unk.

3.1.2. de�n��ci�o: A

p2("; n;P) = P((X1;X2; : : : ;Xn)
T 2 Xe); P 2 P1; 0 < " < 1; n 2 N

f�uggv�enyt m�asodfaj�u hibaval�osz��n}us�egnek nevezz�uk.

3.1.3. de�n��ci�o: Az

E("; n;P) = 1� p2("; n;P) = P((X1;X2; : : : ;Xn)
T 2 Xk); P 2 P1 0 < " < 1; n 2 N

f�uggv�enyt a pr�oba er}of�uggv�eny�enek nevezz�uk. A

sup
8P2P1

P((X1;X2; : : : ;Xn)
T 2 Xk)

�ert�ek a pr�oba ereje.

3.1.4. de�n��ci�o: Egy pr�oba torz��tatlan, ha

P
�
(X1;X2; : : : ;Xn)

T 2 Xk
� � "; 8P 2 P0-b�ol

k�ovetkezik, hogy

P((X1;X2; : : : ;Xn)
T 2 Xk) � "; 8P 2 P1; 80 < " < 1:

Vagyis, ha H0 nem �all fenn, nagyobb val�osz��n}us�eggel utas��tjuk el, mint amikor fenn�all.

3.1.5. de�n��ci�o: Egy pr�oba konzisztens, ha lim
n!1E("; n;P) = 1;8P 2 P1 �es 0 < " < 1.

3.1.6. de�n��ci�o: Egy pr�oba egyenletesen legjobb pr�oba, ha adott els}ofaj�u hib�aval rendel-
kez}o pr�ob�ak k�oz�ott a legkisebb a m�asodfaj�u hib�aja.

3.2. Neyman{Pearson- �es Stein-lemma

3.2.1. de�n��ci�o: Egy v�eletlen��tett pr�oba d�ont�esf�uggv�eny�en azt a � : Rn ! [0; 1] f�uggv�enyt
�ertj�uk, amely megadja, hogy ha a minta realiz�altja �eppen x; akkor � (x) val�osz��n}us�eggel fogjuk
a H0 hipot�ezist elutas��tani.

Megjegyz�es:

1. Egy (nem v�eletlen��tett) statisztikai pr�oba d�ont�esf�uggv�enye � (x) = I (x 2 Xk) ; teh�at a
v�eletlen��tett pr�ob�ak a statisztikai pr�ob�ak kiterjeszt�es�et adj�ak.

2. V�eletlen��tett pr�oba eset�en a d�ont�es k�et l�ep�esb}ol �all. El}osz�or az X minta alapj�an kisz�a-
moljuk a p = �(X) val�osz��n}us�eget, majd gener�alunk egy Y v�eletlen sz�amot a [0; 1]-en
egyenletes eloszl�asb�ol. Ha p � Y , akkor elfogadjuk H0-t, k�ul�onben elvetj�uk.
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3. Nyilv�an EP�(X) jelenti az els}ofaj�u hiba val�osz��n}us�eg�et, ha P 2 P0 �es az er}of�uggv�enyt,
ha P 2 P1.

4. Egy v�eletlen��tett pr�oba terjedelm�et a

sup
8P2P0

EP�(X) ;

az erej�et pedig a

sup
8P2P1

EP�(X)

�ert�ekek adj�ak.

3.2.1. t�etel: (Neyman{Pearson fundament�alis lemma)

Legyen a vizsg�alt P val�osz��n}us�egi m�ert�ekoszt�aly k�etelem}u: P = fP0;P1g : L�etezz�ek az X =
(X1;X2; : : : ;Xn)

T statisztikai minta s}ur}us�egf�uggv�enye mindk�et val�osz��n}us�egi m�ert�ekre n�ezve.
Jel�olje ezeket rendre f0 (x) �es f1 (x). P nyilv�an domin�alt a � Lebesgue-m�ert�ekre n�ezve. A

minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�enyei ��gy L0 (x) =
nQ
i=1

f0 (xi) illetve L1 (x) =
nQ
i=1

f1 (xi) : D�onteni

szeretn�enk a H0 : P = P0 hipot�ezisr}ol a H1 : P = P1 alternat��v hipot�ezissel szemben. Ekkor

(i) tetsz}oleges 0 < " < 1 sz�amhoz l�etezik olyan 0 < c0 �es 0 < � < 1 sz�am, amivel a

� (x) =

8<
:

1; ha L1 (x) > c0L0 (x)
�; ha L1 (x) = c0L0 (x)
0; ha L1 (x) < c0L0 (x)

d�ont�esf�uggv�eny olyan v�eletlen��tett pr�ob�ahoz tartozik, aminek " a terjedelme,

(ii) az (i)-ben de�ni�alt pr�oba egyenletesen legjobb pr�oba,

(iii) ha �� egy " terjedelm}u legjobb pr�oba, akkor

P0 (� (X) = �� (X)) = P1 (� (X) = �� (X)) = 1:

Bizony��t�as:

(i) Legyen 0 < " < 1 tetsz}oleges. Tekints�uk a G (c) = P0 (L1 (X) > cL0 (X)) ; c 2 R f�ugg-
v�enyt. Mivel L0 (x) az X minta s}ur}us�egf�uggv�enye H0 mellett, ez�ert

P0 (L0 (X) > 0) = 1; azaz G (c) = P0

�
L1(X)
L0(X) > c

�
: Mivel 1 � G (c) jobbr�ol folytonos

eloszl�asf�uggv�enye az Y = L1(X)
L0(X) val�osz��n}us�egi v�altoz�onak, G (c) egy monoton nem n�o-

vekv}o, jobbr�ol folytonos f�uggv�eny, melyre lim
c!�1G (c) = 1; lim

c!1G (c) = 0: Ez�ert l�etezik

olyan c0 sz�am, melyre G (c0) � " � G (c0 � 0) : Nyilv�an
G (c0 � 0)�G (c0) = P0 (L1 (X) = c0L0 (X)) : Ha G folytonos c0-ban, akkor � meghat�a-
roz�asa �erdektelen, hiszen �ugyis egy 0-m�ert�ek}u halmazon veszi csak fel � ezt az �ert�eket.
Ilyenkor

EP0�(X) = P0 (L1 (X) > c0L0 (X)) = G (c0) = ";

vagyis a pr�oba terjedelme ": Ha viszont G nem folytonos c0-ban, �es

� =
"�G (c0)

G (c0 � 0)�G (c0)
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akkor
EP0�(X) = P0 (L1 (X) > c0L0 (X)) + �P0 (L1 (X) = cL0 (X)) =

= G (c0) + � (G (c0 � 0)�G (c0)) = ":

c0 megv�alaszt�asa l�enyeg�eben egy�ertelm}u. Tegy�uk fel ugyanis, hogy G(c) = "; c 2 (c;; c;;) :
Tekints�uk a

T =

�
x : p0 (x) > 0 \ c; <

L1 (x)

L0 (x)
< c;;

�
tartom�anyt.

P0 (T ) = G (c;)�G (c;; � 0) = "� " = 0:

x 2 T eset�en c;L0 (x) < L1 (x) < c;;L0 (x) miatt

0 = c;
Z
T

L0 (x) d� (x) <

Z
T

L1 (x) d� (x) < c;;
Z
T

L0 (x) d� (x) = 0;

azaz P1 (T ) = 0 is fenn�all, azaz ak�ar H0, ak�ar H1 az igaz, csak 0 val�osz��n}us�eggel fordul-
hat el}o, hogy c0 megv�alaszt�asa nem egy�ertelm}u.

(ii) Legyen most �� egy tetsz}oleges legfeljebb " terjedelm}u v�eletlen��tett pr�oba d�ont�esf�uggv�e-
nye: EP0�

� (X) � ": Legyenek S+ = fx : � (x) > �� (x)g �es S� = fx : � (x) < �� (x)g :
K�onnyen l�athat�o, hogy
8x 2 S = S+ [ S� eset�en (� (x)� �� (x)) (L1 (x)� c0L0 (x)) � 0 �es
8x 2 �S eset�en � (x) = �� (x) :
Ez�ert Z

Rn

(� (x)� �� (x)) (L1 (x)� c0L0 (x)) d� (x) =

=

Z
S

(� (x)� �� (x)) (L1 (x)� c0L0 (x)) d� (x) � 0;

azaz Z
Rn

(� (x)� �� (x))L1 (x) d� (x) � c0

Z
Rn

(� (x)� �� (x))L0 (x) d� (x) =

= c0 ("�EP0�
� (X)) � 0;

azaz EP1�(X) � EP1�
� (X) ; vagyis � er}osebb, mint ��:

(iii) Legyen most �� egy tetsz}oleges legfeljebb " terjedelm}u egyenletesen legjobb pr�oba d�on-
t�esf�uggv�enye. Legyen S = fx : � (x) 6= �� (x) \ L1 (x) 6= c0L0 (x)g : Ha x 2 S; akkor

(� (x)� �� (x)) (L1 (x)� c0L0 (x)) > 0

lesz. Ez�ert, ha S nem nullm�ert�ek}u, vagy P0 vagy P1 szerint, akkor

0 <

Z
S

(� (x)� �� (x)) (L1 (x)� c0L0 (x)) d� (x) =

=

Z
Rn

(� (x)� �� (x)) (L1 (x)� c0L0 (x)) d� (x) :
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Ebb}ol k�ovetkezik, hogyZ
Rn

(� (x)� �� (x))L1 (x) d� (x) > c0

Z
Rn

(� (x)� �� (x))L0 (x) d� (x) = c0 ("� ") = 0;

azaz EP1�(X) > EP1�
� (X) ; ami ellentmond�as azzal, hogy �� egyenletesen legjobb

pr�oba d�ont�esf�uggv�enye volt. Az ellentmond�as abb�ol fakadt, hogy feltett�uk, hogy S va-
lamelyik val�osz��n}us�egi m�ert�ek szerint nem nullm�ert�ek}u. Teh�at, � �es �� mindk�et m�ert�ek
szerint 1 val�osz��n}us�eggel egybeesik.

3.2.2. t�etel: (Stein-lemma)

Legyen a vizsg�alt P val�osz��n}us�egi m�ert�ekoszt�aly k�etelem}u: P = fP0;P1g : L�etezz�ek azX s}u-
r}us�egf�uggv�enye mindk�et val�osz��n}us�egi m�ert�ekre n�ezve. Jel�olje ezeket rendre f0 (x) �es f1 (x). Az

X = (X1;X2; : : : ;Xn)
T statisztikai minta egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�enyei ��gy L0 (x) =

nQ
i=1

f0 (xi)

illetve L1 (x) =
nQ
i=1

f1 (xi) : Tegy�uk fel, hogy

jD (f0 k f1)j =
����EP0 log2

f0 (X1)

f1 (X1)

���� <1;

vagyis, v�eges a k�et eloszl�as �un. relat��v entr�opi�aja. D�onteni szeretn�enk a H0 : P = P0

hipot�ezisr}ol a H1 : P = P1 alternat��v hipot�ezissel szemben. Jel�olje X
(n)
e � Rn egy sta-

tisztikai pr�oba elfogad�asi tartom�any�at, �n = P0

�
X 2 X(n)

k

�
az els}ofaj�u hibaval�osz��n}us�eget,

�n = P1

�
X 2 X(n)

e

�
pedig a m�asodfaj�u hibaval�osz��n}us�eget. Legyen 0 < " < 1

2 tetsz}oleges

terjedelem, amellyel �n;" = min
X
(n)
e �Rn
�n<"

�n; azaz �n;" jel�oli a legfeljebb " terjedelm}u pr�ob�ak eset�en

a minim�alis m�asodfaj�u hibaval�osz��n}us�eget.

Akkor lim
n!1

1
n log2 �n;" = �D (f0 k f1) :

Bizony��t�as: El}osz�or megkonstru�alunk egy olyan X
(n)
e � Rn elfogad�asi tartom�anysorozatot,

amelyre

�n = P0

�
X 2 X(n)

k

�
< "

�es
1
n log2 �n

�D (f0 k f1) ! 1

teljes�ul. Legyen teh�at

X(n)
e =

�
x : 2n(D(f0kf1)��) � L0 (x)

L1 (x)
� 2n(D(f0kf1)+�)

�
;

ahol � > 0 tetsz}oleges.

1� �n = P0

�
X 2 X(n)

e

�
= P0

 
1

n

nX
i=1

log2
f0 (X)

f1 (X)
2
�
D (f0 k f1)� �;D (f0 k f1) + �

�!
:
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A nagy sz�amok er}os t�orv�enye miatt

1

n

nX
i=1

log2
f0 (X)

f1 (X)
! D (f0 k f1)

1-val�osz��n}us�eggel, ��gy 8� > 0-hoz el�eg nagy n-re �n < " teljes�ul. M�asr�eszt,

�n = P1

�
X 2 X(n)

e

�
=

Z
X
(n)
e

L1 (x) d� (x) �
Z
X
(n)
e

L0 (x) 2
�n(D(f0kf1)��) d� (x) =

= 2�n(D(f0kf1)��)
Z
X
(n)
e

L0 (x) d� (x) = 2�n(D(f0kf1)��) (1� �n) :

Hasonl�oan,

�n � 2�n(D(f0kf1)+�) (1� �n) :

Ebb}ol

�D (f0 k f1)� � +
log2 (1� �n)

n
� 1

n
log2 �n � �D (f0 k f1) + � +

log2 (1� �n)

n

�es n!1 hat�ar�atmenettel

lim
n!1

1

n
log2 �n = �D (f0 k f1)

k�ovetkezik, mert � > 0 tetsz}oleges volt.

Megmutatjuk, hogy nincsen a fenti X
(n)
e -n�el jobb elfogad�asi tartom�anysorozat. Legyen

Y(n) egy m�asik elfogad�asi tartom�anysorozat, melyhez az �n;y; �n;y els}ofaj�u- illetve m�asodfaj�u
hibaval�osz��n}us�eg-sorozat tartozik.

�n;y = P1

�
X 2 Y(n)

�
� P1

�
X 2 X(n)

e \ Y(n)
�
=

Z
X
(n)
e \Y(n)

L1 (x) d� (x) �

�
Z

X
(n)
e \Y(n)

L0 (x) 2
�n(D(f0kf1)+�) d� (x) � 2�n(D(f0kf1)+�)

Z
X
(n)
e \Y(n)

L0 (x) d� (x) :

A De Morgan azonoss�agot, majd a Boole-egyenl}otlens�eget haszn�alvaZ
X
(n)
e \Y(n)

L0 (x) d� (x) = P0

�
X 2 X(n)

e \ Y(n)
�
= 1�P0

�
X 2 X(n)

e [ Y(n)
�
�

� 1�P0

�
X 2 X(n)

e

�
�P0

�
X 2 Y(n)

�
= 1� �n;" � �n;y

ad�odik, azaz
1

n
log2 �n;y � �D (f0 k f1) + � +

log2 (1� �n;" � �n;y)

n
:

Mivel � > 0 tetsz}oleges volt, lim
n!1

1
n log2 �n;y � �D (f0 k f1) : Teh�at, Y(n) nem jobb X

(n)
e -n�el,

ahol el�ert�uk az als�o hat�art. Ebb}ol az is k�ovetkezik, hogy �n = �n;".
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3.3. Param�eteres pr�ob�ak

Ha adott egy P = fP#; # 2 �g param�eteres eloszl�ascsal�ad, akkor a

P = P0 [ P1; �es P0 \ P1 = ;

felbont�as helyett a � param�etert�er

� = �0 [�1; �0 \�1 = ;

diszjunkt felbont�asa seg��ts�eg�evel is megfogalmazhatjuk a hipot�eziseinket:

H0 : # 2 �0; H1 : # 2 �1:

3.3.1. Egymint�as u-pr�oba

Most csak olyan P val�osz��n}us�egi m�ert�ekeket tekint�unk, ahol az X = (X1;X2; : : : ;Xn)
T minta

adott D0 > 0 sz�or�as�u, ismeretlen m v�arhat�o �ert�ek}u norm�alis eloszl�as�u lesz, a # param�e-
ter a v�arhat�o �ert�ek (# = m): �0 = fm0g ; �1 = fm 6= m0g ; azaz most a nullhipot�ezis
H0 : EPX = m0; az alternat��v hipot�ezis pedig H1 : EPX 6=m0: Azt akarjuk teh�at eld�onteni,
hogy lehet-e a minta v�arhat�o �ert�eke egy adott m0 �ert�ek, vagy att�ol szigni�k�ansan k�ul�onb�oz}o
lesz. Ha a H0 hipot�ezis igaz, akkor a mintaelemek N(m0;D0) eloszl�as�uak, amib}ol k�ovetkezik,
hogy a minta�atlag statisztika szint�en norm�alis eloszl�as�u: �Xn 2 N(m0;

D0p
n
): Standardiz�al�as

ut�an: u(X) =
�Xn�m0
D0

p
n 2 N(0; 1).

A standard norm�alis eloszl�ashoz a �(u") = 1 � "
2 �osszef�ugg�es alapj�an megadhat�ok olyan

K1(") = �u"; K2(") = u" kritikus �ert�ekek, melyekre, ha a H0 hipot�ezis igaz, akkor fenn kell
�allnia, hogy P(�u" < u(X) < u") = 1� ": Adjuk meg teh�at az u-pr�oba kritikus tartom�any�at

az Xk =
n
x :

��� �xn�m0
D0

p
n
��� � u"

o
de�n��ci�oval.

A nullhipot�ezist az adott mintarealiz�aci�o felhaszn�al�as�aval az ju(x)j =
��� �xn�m0

D0

p
n
��� < u"

rel�aci�o ellen}orz�ese alapj�an d�ontj�uk el. Ha az el}obbi egyenl}otlens�eg fenn�all, akkor az adott ter-
jedelmen elfogadjuk a nullhipot�ezist. Ellenkez}o esetben azt mondjuk, hogy a minta v�arhat�o
�ert�eke szigni�k�ansan k�ul�onb�ozik a hipotetikus m0 �ert�ekt}ol.

A nullhipot�ezis ann�al megb��zhat�obban fogadhat�o el, min�el nagyobb az " �ert�eke. A gyakor-
latban, ha k�ozel van 1-hez a nullhipot�ezis er}osen igaznak mutatkozik, " � 0:01 esetben viszont
csak nagyon nagy elemsz�am�u minta eset�en c�elszer}u elfogadni azt.
Az els}ofaj�u hiba val�osz��n}us�eg�ere:

p1("; n;m0) = Pm0(ju(X)j � u") = 1�Pm0(�u" � u(X) � u") =

= 1� (�(u")� �(�u")) = 2� 2�(u") = ":

A m�asodfaj�u hiba val�osz��n}us�ege pedig:

p2("; n;m) = Pm(�u" < u(X) < u") = Pm(�u" <
�Xn �m0

D0

p
n < u") =

= Pm

�
�u" � (m�m0)

p
n

D0
<

�Xn �m

D0

p
n < u" � (m�m0)

p
n

D0

�
=

= �

�
u" � (m�m0)

p
n

D0

�
� �

�
�u" � (m�m0)

p
n

D0

�
;
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ugyanis az alternat��v hipot�ezis fenn�all�asa eset�en lesz
�Xn�m
D0

p
n 2 N(0; 1):

Az egymint�as u-pr�oba er}of�uggv�enye:

E("; n;m) = 1� p2("; n;m) = 1� �

�
u" � (m�m0)

p
n

D0

�
+�

�
�u" � (m�m0)

p
n

D0

�
:

3.3.1. t�etel: (Az u-pr�oba tulajdons�agai)

Az u-pr�oba konzisztens �es torz��tatlan.

Bizony��t�as: an = �u"� (m�m0)
p
n

D0
; bn = u"� (m�m0)

p
n

D0
jel�ol�essel r�ogz��tett " �es m mellett:

lim
n!1E("; n;m) = lim

n!1(1 + �(an)� �(bn)) = 1;

mert an; bn ! +1; ha m < m0 �es an; bn ! �1, ha m > m0: �Igy �(an) � �(bn) ! (1 � 1)
vagy (0� 0): A fenti hat�ar�atmenetb}ol k�ovetkezik a pr�oba konzisztenci�aja.
R�ogz��tett " �es n mellett:

lim
m!1E("; n;m) = lim

m!1(1 + �(an)� �(bn)) = 1 + lim
m!1�(an)� lim

m!1�(bn) = 1 + 0� 0 = 1;

lim
m!�1E("; n;m) = lim

m!�1(1+�(an)��(bn)) = 1+ lim
m!�1�(an)� lim

m!�1�(bn) = 1+1�1 = 1:

Hat�arozzuk meg az E("; n;m) er}of�uggv�eny minimum�at az m v�altoz�on�al!

@E("; n;m)

@m
=

p
n

D0

�
'

�
u" � (m�m0)

D0

p
n

�
� '

�
�u" � (m�m0)

D0

p
n

��
= 0:

Mivel '(x) p�aros f�uggv�eny, ez�ert ez csak �ugy lehet, ha

u" � (m�m0)

D0

p
n = +u" +

(m�m0)

D0

p
n =) m = m0:

@2E("; n;m)

@m2
=

n

D2
0

�
'0
�
u" � (m�m0)

D0

p
n

�
� '0

�
�u" � (m�m0)

D0

p
n

��
;

@2E("; n;m0)

@m2
=

n

D2
0

�
'0(u")� '0(�u")

�
:

Felhaszn�alva, hogy '0(x) = �x'(x) kapjuk, hogy

@2E("; n;m0)

@m2
= 2

n � u"
D2

0

'(u") > 0

=) m = m0 minimumhely, �es min
m2R

E("; n;m) = E("; n;m0) = " =) az u-pr�oba torz��tatlan.

Megjegyz�es: A gyakorlatban akkor is alkalmazz�ak az u-pr�ob�at, amikor a minta nem nor-
m�alis eloszl�as�u. Az alkalmaz�as jogoss�ag�at a centr�alis hat�areloszl�ast�etellel lehet indokolni.
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3.3.2. A k�etmint�as u-pr�oba

Adottak az X1;X2; : : : ;Xn �es az Y1; Y2; : : : ; Yk egym�ast�ol f�uggetlen statisztikai mint�ak. Most
csak olyan P val�osz��n}us�egi m�ert�ekeket tekint�unk, ahol a mint�ak peremeloszl�asai D1 > 0 illetve
D2 > 0 ismert sz�or�as�u, de ismeretlen m1 illetve m2 v�arhat�o �ert�ek}u norm�alis eloszl�as�uak, azaz
a k�et mint�ahoz tartoz�o egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny:

fm1;m2(x; y) =
1

2�D1D2
exp

 
�(x�m1)

2

2D2
1

� (y �m2)
2

2D2
2

!
:

Hipot�eziseink: H0 : m1 = m2; H1 : m1 6= m2: A felt�etelek miatt a k�et minta �atlagsta-
tisztik�aj�ara: �Xn 2 N(m1;

D1p
n
); �Yk 2 N(m2;

D2p
k
). Mivel a k�et minta f�uggetlen volt, ��gy a

k�ul�onbs�eg�ukre: �Xn � �Yk 2 N

�
m1 �m2;

q
D2

1
n +

D2
2
k

�
: Ha feltessz�uk, hogy a nullhipot�ezis

igaz, akkor �Xn � �Yk 2 N(0;

q
D2
1
n +

D2
2
k ) is fenn�all. Standardiz�al�as ut�an:

�Xn� �Ykr
D2
1
n

+
D2
2
k

2 N(0; 1):

Adott 0 < " < 1 eset�en, teh�at most az elfogad�asi tartom�any:

Xe =

8<
:(xT ;yT )T :

������ �xn � �ykq
D2

1
n +

D2
2
k

������ < u"

9=
; ;

ahol az u" > 0 kritikus �ert�ekre: �(u") = 1� "
2 .

A hipot�ezis eld�ont�ese teh�at �ugy t�ort�enik, hogy ha az adott mintarealiz�aci�okn�al teljes�ul az������ �xn��ykr
D2
1
n

+
D2
2
k

������ < u" rel�aci�o, akkor a nullhipot�ezist az adott " terjedelmen elfogadjuk, ellenkez}o

esetben pedig elvetj�uk. Ha a H0 hipot�ezist fogadjuk el, �ugy is fogalmazhatunk, hogy a k�et
minta v�arhat�o �ert�ekei k�oz�ott

"
nincsen szigni�k�ans k�ul�onbs�eg".

A k�etmint�as u-pr�oba els}ofaj�u hib�aj�anak val�osz��n}us�ege is ":

3.3.3. Az egymint�as t-pr�oba

Most csak olyan P val�osz��n}us�egi m�ert�ekeket tekint�unk, ahol az X = (X1;X2; : : : ;Xn)
T minta

ismeretlenD > 0 sz�or�as�u �es ismeretlenm v�arhat�o �ert�ek}u norm�alis eloszl�as�u lesz, a # param�eter
a v�arhat�o �ert�ek (# = m).

�0 = fm0g ; �1 = fm 6= m0g. Azaz most a nullhipot�ezis H0 : EPX = m0, az alternat��v
hipot�ezis pedig H1 : EPX 6= m0. Azt akarjuk teh�at eld�onteni, hogy lehet-e a minta elm�eleti
v�arhat�o �ert�eke egy adottm0 �ert�ek, vagy att�ol szigni�k�ansan k�ul�onb�oz}o. Ha aH0 hipot�ezis igaz,
akkor a mintaelemek N(m0;D) eloszl�as�uak, amib}ol k�ovetkezik, hogy a minta�atlag-statiszti-

ka szint�en norm�alis eloszl�as�u: �Xn 2 N(m0;
Dp
n
). Standardiz�al�as ut�an:

�Xn�m0
D

p
n 2 N(0; 1).

Az ismeretlen D sz�or�as kik�usz�ob�ol�es�et a Luk�acs-t�etel seg��ts�eg�evel v�egezz�uk. Tudjuk, hogy
(n�1)s�n2

D2 2 �2n�1; ak�ar igaz a nullhipot�ezis, ak�ar nem. Felhaszn�alva a Luk�acs-t�etel ut�ani meg-

jegyz�est: t(X) =
�Xn�m0
s�n

p
n 2 tn�1:

Az n � 1 szabads�agfok�u Student-eloszl�as t�abl�azat�ab�ol adott 0 < " < 1-hoz kiolvashat�o
olyan t" > 0 kritikus �ert�ek, amellyel H0 fenn�all�asa eset�en P(jt(X)j < t") = 1�" kell, hogy tel-

jes�ulj�on. �Igy a nullhipot�ezist aszerint fogadjuk vagy vetj�uk el, hogy
��� �Xn�m0

s�n

p
n
��� < t" fenn�all-e

vagy sem az adott mintarealiz�aci�on�al. Mivel p1("; n;m0) = P(jt(X)j � t") = ", ��gy a t-pr�oba
eset�eben is " az els}ofaj�u hiba val�osz��n}us�ege.
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3.3.4. A k�etmint�as t-pr�oba

Adottak azX = (X1;X2; : : : ;Xn)
T �es azY = (Y1; Y2; : : : ; Yk)

T egym�ast�ol f�uggetlen statisztikai
mint�ak. Most csak olyan P val�osz��n}us�egi m�ert�ekeket tekint�unk, ahol a mint�ak peremeloszl�a-
sai D > 0 ismeretlen, de egyenl}o sz�or�as�u �es ismeretlen m1 illetve m2 v�arhat�o �ert�ek}u norm�alis
eloszl�as�uak. A k�et mint�ahoz tartoz�o egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny:

fm1;m2(x; y) =
1

2�D2
exp

 
�(x�m1)

2

2D2
� (y �m2)

2

2D2

!
:

Hipot�eziseink: H0 : m1 = m2; H1 : m1 6= m2: A felt�etelek miatt a k�et minta �atlagsta-
tisztik�aj�ara: �Xn 2 N(m1;

Dp
n
); �Yk 2 N(m2;

Dp
k
). Mivel a k�et minta f�uggetlen volt, ��gy a

k�ul�onbs�eg�ukre: �Xn � �Yk 2 N(m1 �m2;D
q

1
n +

1
k ). Ha feltessz�uk, hogy a nullhipot�ezis igaz,

akkor �Xn � �Yk 2 N(0;D
q

1
n +

1
k ) is fenn�all. Standardiz�al�as ut�an:

�Xn� �Yk

D
q

1
n
+ 1
k

2 N(0; 1):

Ahhoz, hogy az ismeretlen D �ert�eket kik�usz�ob�olhess�uk, felhaszn�aljuk, hogy
(n�1)s�X;n2

D2 2 �2n�1;
(k�1)s�Y;k2

D2 2 �2k�1, valamint azt, hogy az s�X;n
2; s�Y;k

2; �Xn; �Yk statisztik�ak

a felt�etelek �es a Luk�acs-t�etel miatt f�uggetlenek egym�ast�ol. El}osz�or is
(n�1)s�X;n2

D2 +
(k�1)s�Y;k2

D2 2
�2n+k�2, ak�ar igaz a nullhipot�ezis, ak�ar nem. M�asr�eszt, a Luk�acs-t�etel ut�an tett megjegyz�es
�ertelm�eben, ha a H0 hipot�ezis igaz, akkor

t2(X;Y) =

�Xn� �Yk

D
q

1
n
+ 1
kq

(n�1)s�X;n2
D2 +

(k�1)s�
Y;k

2

D2

=

=
�Xn � �Ykq

(n� 1)s�X;n2 + (k � 1)s�Y;k2

r
nk (n+ k � 2)

n+ k
2 tn+k�2:

A fentiek alapj�an, az n+ k � 2 szabads�agfok�u Student-eloszl�as t�abl�azatb�ol adott
0 < " < 1 terjedelemhez kiolvashat�o olyan t" > 0 kritikus �ert�ek, amellyel H0 fenn�all�asa ese-
t�en P(jt2(X;Y)j < t") = 1 � " kell, hogy teljes�ulj�on. �Igy a nullhipot�ezist aszerint fogadjuk
vagy vetj�uk el, hogy jt2(X;Y)j < t" fenn�all-e vagy sem az adott mintarealiz�aci�on�al. Mivel
p1("; n;m0) = P(jt2(X;Y)j � t") = "; ��gy a k�etmint�as t-pr�oba eset�eben is " az els}ofaj�u hiba
val�osz��n}us�ege.

Megjegyz�es: Hangs�ulyozzuk, hogy a k�etmint�as t-pr�oba csak akkor alkalmazhat�o, ha a k�et
minta ismeretlen sz�or�asait egyenl}onek t�etelezz�uk fel. (K�ul�onben nem tudtuk volna kik�usz�o-
b�olni a t2(X;Y) pr�obastatisztik�ab�ol D-t!) A mint�ak sz�or�asainak egyez�es�et az F-pr�ob�aval
ellen}orizhetj�uk, teh�at ennek meg kell el}oznie a k�etmint�as t-pr�ob�at.

Megmutathat�o, hogy ha X n szabads�agfok�u �2-eloszl�as�u �es Y t}ole f�uggetlen k szabads�ag-

fok�u �2-eloszl�as�u, akkor a Z =
X
n
Y
k

val�osz��n}us�egi v�altoz�o s}ur}us�egf�uggv�enye

fZ(x) =
�
�
n+k
2

�
�(n)�(k)

x
k
2
�1(k + nx)�

k+n
2 ; x > 0

lesz. Z eloszl�as�at n; k param�eter}u F- (Fisher-) eloszl�asnak nevezz�uk, �es Fn;k-val jel�olj�uk.
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3.3.5. Az F-pr�oba

Adottak azX = (X1;X2; : : : ;Xn)
T �es azY = (Y1; Y2; : : : ; Yk)

T egym�ast�ol f�uggetlen statisztikai
mint�ak. Most csak olyan P val�osz��n}us�egi m�ert�ekeket tekint�unk, ahol a mint�ak peremeloszl�asai
D1 > 0 illetve D2 > 0 ismeretlen sz�or�as�u �es ismeretlen m1 illetve m2 v�arhat�o �ert�ek}u norm�alis
eloszl�as�uak. A k�et mint�ahoz tartoz�o egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny:

fm1;m2(x; y) =
1

2�D1D2
exp

 
�(x�m1)

2

2D2
1

� (y �m2)
2

2D2
2

!
:

Fel�all��tott hipot�ezisek most a sz�or�asok egyez�es�ere, illetve szigni�k�ans k�ul�onbs�eg�ere vonatkoz-
nak: H0 : D1 = D2; H1 : D1 6= D2: Ha feltessz�uk, hogy a nullhipot�ezis igaz, akkor a

Luk�acs-t�etel szerint igaz lesz, hogy
(n�1)s�X;n2

D2 2 �2n�1;
(k�1)s�Y;k2

D2 2 �2k�1, ahol D1 = D2 = D.
A mint�ak f�uggetlens�ege miatt a k�et statisztika is f�uggetlen lesz.

Mivel f�uggetlen �2 eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok h�anyadosa F-eloszl�as�u:

(n�1)s�X;n
2

D2

n�1
(k�1)s�

Y;k
2

D2

k�1

=
s�X;n

2

s�Y;k2
2 Fn�1;k�1;

azaz a mint�ak korrig�alt empirikus sz�or�asn�egyzeteinek h�anyadosa n � 1; k � 1 szabads�agfok�u
Fisher-eloszl�ast fog k�ovetni, ha a nullhipot�ezis igaz. Ezek alapj�an a nullhipot�ezis eld�ont�es�e-
re a kritikus tartom�anyt �ugy szerkeszthetj�uk meg, hogy adott 0 < " < 1 terjedelemhez az
n � 1; k � 1 szabads�agfok�u F-eloszl�as t�abl�azat�ab�ol kiolvasunk olyan 0 < K1 < K2 kritikus
�ert�ekeket, amelyekre P(K1 < Fn�1;k�1) = 1 � "

2 ; P(K2 < Fn�1;k�1) = "
2 : Ha az adott min-

tarealiz�aci�on�al K1 <
s�X;n

2

s�
Y;k

2 < K2 rel�aci�o teljes�ul, akkor a nullhipot�ezist elfogadjuk, ellenkez}o

esetben pedig elvetj�uk. A pr�oba els}ofaj�u hib�aj�anak a val�osz��n}us�ege most is "; a m�asodfaj�u
hiba val�osz��n}us�ege az n �es k mintaelemsz�amokt�ol, "-t�ol �es a D1 �D2 k�ul�onbs�egt}ol f�ugg.

Megjegyz�es:

1. Ha " < 0:33, n �es k kett}on�el nagyobb mintaelemsz�amok (ez gyakorlatilag mindig fenn-
�all), akkor a 0 < K1 < K2 kritikus �ert�ekekre mindig teljes�ul a K1 < 1 < K2 rel�aci�o.
�Igy, ha s�X;n

2; s�Y;k
2 k�oz�ul a nagyobbikat ��rjuk a sz�aml�al�oba, a pr�oba eld�ont�es�ehez el�eg

a pr�obastatisztika �ert�ek�et csup�an K2 -vel �osszehasonl��tani. Ha a sz�am��tott �ert�ek kisebb,
mint K2, a nullhipot�ezist elfogadjuk. Ilyenkor az F-eloszl�as t�abl�azat�ab�ol egyetlen kriti-
kus �ert�ek meghat�aroz�asa el�egs�eges, de �ugyelj�unk arra, hogy az els}o szabads�agfok mindig
abb�ol a mintaelemsz�amb�ol k�epz}odik, amelyhez tartoz�o korrig�alt empirikus sz�or�asn�egyzet
statisztika a sz�aml�al�oban van!

2. Statisztikai elemz�eseket napjainkban valamilyen statisztikai programrendszer seg��ts�eg�e-
vel szok�as elv�egezni. A programok egy pr�oba eset�en mindig azt a 0 < " < 1 els}ofaj�u
hibaval�osz��n}us�eget adj�ak meg eredm�eny�ul, amelyn�el m�ar elfogadhat�o a nullhipot�ezis. Ha
teh�at t�ul k�ozel van 0-hoz, akkor az azt jelenti, hogy a nullhipot�ezist el kell vetni. 0:01
n�el kisebb els}ofaj�u hibaval�osz��n}us�eg mellett

"
nem illik" elfogadni H0-t, m��g 0:1 felett a

nullhipot�ezis fenn�all�asa er}osnek mutatkozik. A k�et sz�els}o �ert�ek k�oz�ott a felhaszn�al�o fe-
lel}oss�ege, hogy elfogadja, vagy elveti H0-t, vagy esetleg �ujabb mintav�etelez�essel b}ov��ti a
mint�at (mint�akat), majd megism�etli a pr�ob�at. A mintaelemsz�am n�ovel�es�evel n}o a pr�oba
ereje, teh�at nagy n eset�en kisebb " terjedelem mellett is elfogadhat�o a nullhipot�ezis.
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3.3.6. A Welch-pr�oba

Ha az F-pr�ob�at el kell vetn�unk, nem alkalmazhat�o a k�etmint�as t-pr�oba arra, hogy ellen[rizz-k
a k�et minta v�arhat�o �ert�ekeinek egyez�es�et. Erre az esetre dolgozta ki Welch az al�abbi pr�ob�at.
Adottak azX1;X2; : : : ;Xn �es az Y1; Y2; : : : ; Yk egym�ast�ol f�uggetlen statisztikai mint�ak. Most is
csak olyan P val�osz��n}us�egi m�ert�ekeket tekint�unk, ahol a mint�ak peremeloszl�asai D1 > 0 illetve
D2 > 0 ismeretlen sz�or�as�u �es ismeretlen m1 illetve m2 v�arhat�o �ert�ek}u norm�alis eloszl�as�uak. A
k�et mint�ahoz tartoz�o egy�uttes s}ur}us�egf�uggv�eny:

fm1;m2(x; y) =
1

2�D1D2
exp

 
�(x�m1)

2

2D2
1

� (y �m2)
2

2D2
2

!
:

A hipot�ezisek ugyanazok mint a k�etmint�as t-pr�ob�an�al voltak: H0 : m1 = m2; H1 : m1 6= m2:
Megmutathat�o, hogy a nullhipot�ezis fenn�all�asa eset�en a Wn;k =

�Xn� �Ykr
s2
X;n
n

+
s2
Y;k
k

pr�obastatisztika

k�ozel��t}oleg Student-eloszl�as�u [f ] (eg�eszr�esz f) szabads�agfokkal, ahol 1
f = c2

k�1 +
(1�c2)
n�1 ; c =

s2Y;k
k

s2
Y;k
k

+
s2
X;n
n

. A kritikus �ert�eket a Student-eloszl�as t�abl�azat�ab�ol kiolvasva d�onthet�unk a szok�a-

sos m�odon a nullhipot�ezisr}ol: elfogadjuk, ha az adott realiz�aci�okn�al a jWn;kj sz�am��tott �ert�ek
kisebb lesz, mint a kritikus �ert�ek. Ha n; k � 40, akkor a centr�alis hat�areloszl�as-t�etel alapj�an
Wn;k � N(0; [f ]

[f ]�2), azaz akkor a norm�alis eloszl�as t�abl�azat�ab�ol is kiolvashatjuk a kritikus
�ert�eket.

3.4. Nemparam�eteres pr�ob�ak

Ha az alapsokas�ag (a statisztikai minta) eloszl�as�at nem tekintj�uk eleve ismertnek, azaz nem
tudjuk, hogy az egy adott param�eteres eloszl�ascsal�ad eleme, akkor nemparam�eteres pr�ob�akr�ol
besz�el�unk. Ilyenkor teh�at az el}ozetes feltev�eseink nagyon �altal�anosak, de term�eszetesek; pl.
feltessz�uk, hogy a minta eloszl�asa folytonos, vagy feltessz�uk, hogy a sz�or�as v�eges, stb. Nyil-
v�anval�o, mivel kevesebb felt�etelt k�ovetel�unk meg kiindul�askor (a priori feltev�esek), a k�ovet-
keztet�eseink levon�as�ahoz nagyobb elemsz�am�u mint�akra lesz sz�uks�eg�unk, mint a param�eteres
pr�ob�ak eset�en.

3.4.1. �
2-pr�ob�ak

Az ismertetend}o pr�ob�ak mindegyike az al�abbi alapt�etelen alapszik. Ehhez el}ok�esz��t�esk�eppen
hivatkoznunk kell a polinomi�alis eloszl�as de�n��ci�oj�ara �es a val�osz��n}us�egi vektor karakterisztikus
f�uggv�eny�enek de�n��ci�oj�ara. Ezek alapj�an a V 2 Pol(n; p1; p2; : : : ; pr) val�osz��n}us�egi vektorv�al-
toz�o karakterisztikus f�uggv�enye:

'V (t1; t2; : : : ; tr) = EeiV
T t =

X
8k1;k2;:::;kr

k1+k2+:::+kr=n

n!

k1!k2! : : : kr!
pk11 p

k2
2 � � � pkrr e

i
rP

j=1
kj tj

=

=
�
p1e

it1 + p2e
it2 + � � �+ pre

itr
�n
:

3.4.1. t�etel: Ha V = (V1; V2; : : : ; Vr)
T egy n; p1; p2; : : : ; pr param�eter}u polinomi�alis el-

oszl�as�u val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o, akkor
rP

i=1

(Vi�npi)2
npi

e�! �2r�1 (n!1):
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Bizony��t�as: A bizony��t�as a Helly-t�etelen alapul. Azt fogjuk megmutatni, hogy
rP

i=1

(Vi�npi)2
npi

karakterisztikus f�uggv�enyeinek sorozata egyenletesen konverg�al �2r�1 karakterisztikus f�uggv�e-
ny�ehez, vagyis r � 1 teljesen f�uggetlen standard norm�alis eloszl�as n�egyzet�osszeg�enek karakte-
risztikus f�uggv�eny�ehez.

El}osz�or kisz�am��tjuk a ~Vi =
(Vi�npi)p

npi
standardiz�altak karakterisztikus f�uggv�eny�et.

'~V (t1; t2; : : : ; tr) = e
�i

rP
j=1

p
npjtj

'V

�
t1p
np1

;
t2p
np2

; : : : ;
trp
npr

�
=

= e
�i

rP
j=1

p
npjtj

0
@1 + rX

j=1

pj

 
e
i

tjp
npj � 1

!1An

Felhaszn�alva az ex = 1 + x + x2

2 + O(x3); ln(1 + x) = x � x2

2 + O(x3) (x 2 [�1; 1])
McLaurin-sorfejt�eseket: e

i
tjp
npj � 1 =

itjp
npj

� t2j
2npj

+O(n�
3
2 ); �es ��gy

ln '~V(t) = �ipn
rX

j=1

p
pjtj + n ln

0
@1 + ip

n

rX
j=1

p
pjtj � 1

2n

rX
j=1

t2j +O(n�
3
2 )

1
A =

= �ipn
rX

j=1

p
pj tj + n

ip
n

rX
j=1

p
pjtj � 1

2

rX
j=1

t2j +
1

2

0
@ rX

j=1

p
pjtj

1
A2

+O(n�
1
2 ) =

= �1

2

rX
j=1

t2j +
1

2

0
@ rX

j=1

p
pjtj

1
A2

+O(n�
1
2 ):

A fentiek alapj�an lim
n!1 ln '~V(t) = �1

2

rP
j=1

t2j +
1
2

 
rP

j=1

p
pjtj

!2

:

A Schmidt-f�ele ortogonaliz�al�asi elj�ar�assal megadhat�o olyan r-edrend}u ortonorm�alt m�atrix,
melynek utols�o sora a

p
p1;

p
p2; : : : ;

p
pr elemekb}ol �all:

� =

0
BBB@


11 
12 � � � 
1r

21 
22 � � � 
2r
...

...
. . .

...p
p1

p
p2 � � � p

pr

1
CCCA ; �T� = ��T = E

r
:

Tekints�uk ezek ut�an a Z = �~V transzform�altat. Nyilv�an:

ZTZ = ~VT�T�~V = ~VTE ~V = ~VT ~V

�es

Zr =

rX
j=1

p
pj ~Vj:

Tov�abb�a, ha

u = �t =)
rX

j=1

u2j =
rX

j=1

t2j ; ur =
rX

j=1

p
pjtj =)

r�1X
j=1

u2j =
rX

j=1

t2j �
0
@ rX

j=1

p
pjtj

1
A2

:
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Teh�at ln '~V(t) = ln 'Z(� t) = ln 'Z(u): Ez�ert

lim
n!1 ln '~V(t) = �1

2

0
@ rX

j=1

t2j +

0
@ rX

j=1

p
pjtj

1
A21A = �1

2

r�1X
j=1

u2j = lim
n!1 ln 'Z(u):

Teh�at

lim
n!1'Z(u) = e

� 1
2

r�1P
j=1

uj
;

vagyis Z 2 Rr karakterisztikus f�uggv�enye r � 1 darab teljesen f�uggetlen standard norm�alis
eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�o karakterisztikus f�uggv�eny�ehez konverg�al egyenletesen. Ebb}ol

m�ar egyenesen k�ovetkezik, hogy akkor ~VT ~V = ZTZ =
rP

j=1
Z2
j karakterisztikus f�uggv�enye r�1

darab teljesen f�uggetlen standard norm�alis eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�o n�egyzet�osszeg�enek
karakterisztikus f�uggv�eny�ehez konverg�al egyenletesen, ami pedig az r � 1 szabads�agfok�u �2

eloszl�as!

Tiszta illeszked�esvizsg�alat

Adott az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta. Ellen}orizni akarjuk azt a feltev�est, hogy a minta
eloszl�asf�uggv�enye �eppen az F0(x), az �osszes sz�obaj�ohet}o eloszl�asf�uggv�eny k�oz�ott. F0(x)-nek
nincsenek ismeretlen param�eterei, egy bizonyos, konkr�et eloszl�asf�uggv�eny. A nullhipot�ezis�unk
most H0 : P(X < x) � F0(x); m��g az alternat��v hipot�ezis H1 : P(X < x) 6� F0(x). Vagy�uk
a sz�amegyenesnek egy tetsz}oleges r diszjunkt intervallumb�ol �all�o feloszt�as�at. Legyen �1 <
x1 < x2 < � � � < xr�1 < 1; Ik = [xk�1; xk) ; (k = 1; 2; : : : ; r); x0 = �1 ; xr = +1. Ha
H0 igaz, akkor pk = P(X 2 Ik) = F0(xk)� F0(xk�1):

Jel�olje Vk azt a gyakoris�agot, ah�any mintaelemre teljes�ult az Xj 2 Ik rel�aci�o, azaz Vk =
nP
i=1

I(Xi 2 Ik). Ha �osszevetj�uk ezt a polinomi�alis eloszl�as de�n��ci�oj�aval l�athatjuk, hogy V =

(V1; V2; : : : ; Vr)
T egy n; p1; p2; : : : ; pr param�eter}u polinomi�alis eloszl�as�u val�osz��n}us�egi vektor-

v�altoz�o lesz! De ekkor a 3.4.1. t�etelt alkalmazva,
rP

i=1

(Vi�npi)2
npi

e! �2r�1 (n ! 1): Vagyis, ha

nagy a mintaelemsz�am, a Tn =
rP
i=1

(Vi�npi)2
npi

=
rP
i=1

V 2
i

npi
�n statisztika a nullhipot�ezis fenn�all�asa

eset�en k�ozel��t}oleg r � 1 szabads�agfok�u �2-eloszl�ast k�ovet. Erre alapozhatjuk a d�ont�esi elj�a-
r�asunkat. Adott 0 < " < 1 terjedelemhez meghat�arozunk olyan K" kritikus �ert�eket, amellyel
P(�2r�1 < K") = 1 � ". Ezek ut�an, ha az adott statisztikai minta realiz�aci�oj�an�al teljes�ul a
Tn < K" rel�aci�o, a nullhipot�ezist elfogadjuk, ellenkez}o esetben pedig elvetj�uk. Az els}ofaj�u
hibaval�osz��n}us�eg most csak aszimptotikusan lesz ":

Megjegyz�es:

1. Alkalmaz�asokban az x1 < x2 < � � � < xr�1 oszt�opontokat �ugy c�elszer}u megv�alasztani,
hogy a realiz�al�odott mint�an�al Vi � 10 �es pi � 1

r legyen minden i-re.

2. Ha r � 30, akkor a �2-eloszl�as t�abl�azat helyett a norm�alis eloszl�as t�abl�azat�at is haszn�al-
hatjuk, mert ilyenkor m�ar Tn � �2r�1 � N(r � 1;

p
2r � 2):

3. Ha a statisztikai minta diszkr�et eloszl�as�u, akkor az intervallumok helyett a minta �er-
t�ekk�eszlet�enek diszjunkt felbont�as�at vessz�uk. P�eld�aul, ha a k-adik part��ci�ot az Ik =

fz1; z2; : : : ; znkg sz�amhalmaz jelenti, akkor pk =
nkP
i=1

P(X = zi).
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Becsl�eses illeszked�esvizsg�alat

Adott az X1;X2; : : : ;Xn statisztikai minta. Ellen}orizni akarjuk azt a feltev�est, hogy a min-
ta eloszl�asf�uggv�enye F#(x) alak�u, az �osszes sz�obaj�ohet}o eloszl�asf�uggv�eny k�oz�ott. F#(x) egy
k-param�eteres eloszl�ascsal�ad eleme. A nullhipot�ezis�unk most

H0 : 9# 2 Rk : P(X < x) � F#(x);

m��g az alternat��v hipot�ezis

H1 : @# 2 Rk : P(X < x) � F#(x):

A pr�oba v�egrehajt�asa nagyon hasonl��t az el}oz}o esetre, csak el}osz�or venni kell a # param�eter-
vektor tn konzisztens becsl�es�et, majd az adott mintarealiz�aci�on�al kapott # = tn becsl�essel
k�epezz�uk az F0(x) = F#(x) eloszl�asf�uggv�enyt, ami m�ar konkr�et, hiszen ismeretlen param�ete-
reket m�ar nem tartalmaz. Ezut�an v�egrehajtva mindazt, amit a tiszta illeszked�esvizsg�alatn�al
le��rtunk, kisz�amoljuk a Tn pr�obastatisztik�at. A k�ul�onbs�eg csak ott jelentkezik, hogy most az
mutathat�o meg, hogy Tn

e! �2r�1�k, ahol k a becs�ult param�eterek sz�ama. Ezek alapj�an a
d�ont�esi algoritmus az el}oz}oekhez hasonl�oan t�ort�enik.

F�uggetlens�egvizsg�alat

Legyen (X1; Y1)
T ; (X2; Y2)

T ; : : : ; (Xn; Yn)
T n elemsz�am�u k�etdimenzi�os statisztikai minta. El-

len}orizni akarjuk, hogy a minta komponensei f�uggetlenek-e egym�ast�ol, vagy pedig szigni�k�ans
sztochasztikus �osszef�ugg�es tapasztalhat�o-e k�oz�ott�uk:

H0 : P(Xi < x; Yi < y) = P(Xi < x)P(Yi < y) 8x ; y ;
H1 : P(Xi < x; Yi < y) 6� P(Xi < x)P(Yi < y):

Legyen �1 < x1 < x2 < � � � < xr�1 < 1; Ik = [xk�1; xk) ; (k = 1; 2; : : : ; r) ; x0 =
�1 ; xr = +1 �es �1 < y1 < y2 < � � � < ys�1 < 1 ; Jk = [yk�1; yk) ; (k =
1; 2; : : : ; s) ; y0 = �1 ; ys = +1 k�et k�ul�onb�oz}o part��ci�ora bont�asa R-nek. Az�ert kell
k�et k�ul�onb�oz}o feloszt�ast tekinten�unk, mert a k�et minta �ert�ekei m�ask�eppen oszolhatnak el a
sz�amegyenesen; az els}o feloszt�as az els}o komponens �ert�ekk�eszlet�et, a m�asodik part��ci�o a m�a-
sodik komponens �ert�ekk�eszlet�et fedi le.

Jel�olje: Vij azon mintaelemek sz�am�at, ahol (Xk; Yk)
T 2 Ii � Jj teljes�ul,

Vi� =
sX

j=1

Vij =
nX

k=1

I(Xk 2 Ii); V�j =
rX
i=1

Vij =
nX

k=1

I(Yk 2 Jj):

A pij = P(Xk 2 Ii; Yk 2 Jj); pi� = P(Xk 2 Ii) =
sP

j=1
pij ; p�j = P(Yk 2 Jj) =

rP
i=1

pij val�osz��n}u-

s�egek most nem ismertek, de azokat a relat��v gyakoris�agok seg��ts�eg�evel becs�ulni lehet:

pi� � p̂i� =
1

n
Vi� =

1

n

sX
j=1

Vij ; p�j � p̂�j =
1

n
V�j =

1

n

rX
i=1

Vij :

A becsl�esek sz�ama r � 1 illetve s� 1, mivel eloszl�asokr�ol van sz�o, �es ��gy
rP
i=1

pi� =
sP

j=1
p�j = 1;

vagyis pr� = 1�
r�1P
i=1

pi� �es p�s = 1�
s�1P
j=1

p�j, azaz az eloszl�as utols�o elemei m�ar a t�obbi becsl�esb}ol

sz�amolhat�ok.



58 3. FEJEZET Hipot�ezisvizsg�alat

Most teh�at becsl�eses illeszked�esvizsg�alatot kell v�egrehajtani, ahol a becs�ult param�eterek

sz�ama: r�1+s�1 = r+s�2: A Tn =
rP
i=1

sP
j=1

(Vij�n p̂i�p̂�j)2
n p̂i�p̂�j

= n
rP
i=1

sP
j=1

V 2
ij

Vi�V�j
�n pr�obastatisztika

eloszl�asa aszimptotikusan rs�1� (r+ s�2) = (r�1)(s�1) szabads�agfok�u �2 -eloszl�as�u lesz.
A nullhipot�ezis eld�ont�es�ehez t�abl�azatb�ol meg kell hat�aroznunk olyan K" kritikus �ert�eket,

amelyre P(�2(r�1)(s�1) < K") = 1 � " teljes�ul. Ha a Tn sz�am��tott �ert�eke kisebb mint a K"

kritikus �ert�ek, a nullhipot�ezist az 1- " szigni�kancia szinten elfogadjuk, ellenkez}o esetben az
alternat��v hipot�ezist tartjuk igaznak, azaz a komponensek k�oz�ott szigni�k�ans �osszef�ugg�est
regisztr�alunk.

Homogenit�asvizsg�alat

A homogenit�asvizsg�alat annak a k�erd�esnek az eld�ont�es�ere szolg�al, hogy k�et val�osz��n}us�egi v�al-
toz�o azonos eloszl�as�u-e, azaz ugyanaz a f�uggv�eny-e az eloszl�asf�uggv�eny�uk, vagy sem. Adottak
az X1;X2; : : : ;Xn �es az Y1; Y2; : : : ; Ym statisztikai mint�ak, amelyek egym�ast�ol is f�uggetlenek.
Eld�ontend}o, hogy:

H0 : P(X < x) � P(Y < x) vagy H1 : P(X < x) 6� P(Y < x):

Tekints�uk most a

�1 < x1 < x2 < � � � < xr�1 <1; Ik = [xk�1; xk) ; (k = 1; 2; : : : ; r) ; x0 = �1 ; xr = +1
feloszt�ast. A k�et minta ellen�ere el�eg most egyetlen intervallumrendszer, hiszen a homogenit�as
fenn�all�asa eset�en ugyanaz a k�et v�altoz�o �ert�ekk�eszlete. A mint�ak �es a feloszt�as seg��ts�eg�evel

de�ni�aljuk a Vk =
nP
i=1

I(Xi 2 Ik); Uk =
nP
i=1

I(Yi 2 Ik) (k = 1; 2; : : : ; r) gyakoris�agokat. A

nullhipot�ezis fenn�all�asa eset�en a k�et minta egyes��t�ese is statisztikai minta.

Nyilv�anval�oan:
rP

i=1
Vi = n;

rP
i=1

Ui = m.

H0 �atfogalmazhat�o �ugy, hogy az egy az 1; 2; : : : ; r �ert�ekeket pi hibaval�osz��n}us�eggel felvev}o
val�osz��n}us�egi v�altoz�o illeszked�es�ere vonatkozz�ek, amelyhez n+m elemsz�am�u meg�gyel�essoro-
zat tartozik. A pi �ert�ekeket nem ismerj�uk, de a mint�akb�ol a relat��v gyakoris�agokkal becs�ulni
tudjuk: pi � p̂i =

Vi+Ui
n+m : �Osszesen r � 1 becsl�est alkalmazunk, mivel az r-edik eloszl�aselem a

t�obbib}ol sz�amolhat�o. Teh�at megint becsl�eses illeszked�esvizsg�alatr�ol van sz�o. A tiszta illeszke-

d�esvizsg�alatn�al elmondottak szerint a T �n =
rP
i=1

(Vi�npi)2
npi

�es a T ��m =
rP
i=1

(Ui�mpi)
2

mpi
statisztik�ak

aszimptotikusan r � 1 szabads�agfok�u �2-eloszl�ast k�ovetnek, ha H0 igaz. Az �osszeg�uk viszont
akkor 2r � 2 szabads�agfok�u �2 -eloszl�as�u lesz: T �n + T ��m

e! �22r�1. Az �osszesen r � 1 db
param�eterbecsl�es miatt azonban, ahogy arra a becsl�eses illeszked�esvizsg�alatn�al utaltunk, a
szabads�agfokot r � 1-gyel cs�okkenteni kell:

rX
i=1

(Vi � np̂i)
2

np̂i
+

rX
i=1

(Ui �mp̂i)
2

mp̂i
=

rX
i=1

�
Vi � nVi+Ui

n+m

�2
nVi+Ui

n+m

+
rX

i=1

�
Ui �mVi+Ui

n+m

�2
mVi+Ui

n+m

=

= nm

rX
i=1

�
Vi
n � Ui

m

�2
Vi + Ui

e! �2r�1:

A H0 hipot�ezis eld�ont�es�ehez, teh�at az r� 1 szabads�agfok�u �2-eloszl�as t�abl�azatb�ol megha-
t�arozzuk azt a K" kritikus �ert�eket, amelyre 1� " = P

�
�2r�1 < K"

�
teljes�ul. Ezek ut�an a H0-t

elfogadjuk, ha az adott realiz�al�odott mint�an�al nm
rP
i=1

�
Vi
n
�Ui

m

�2
Vi+Ui

< K" teljes�ul.
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3.4.2. Kolmogorov{Szmirnov-pr�ob�ak

A �2-pr�ob�aknak az a h�atr�anya, hogy csak nagy elemsz�am�u mint�ak eset�en haszn�alhat�ok, ami a
mintav�etelez�es k�olts�egeit n�oveli. M�asr�eszt nincs egy�ertelm}u szab�aly a csoportok kialak��t�as�ara,
��gy a sz�am��t�og�epes megval�os��t�as is neh�ezkesebb. A rendezett mint�akon alapul�o Kolmogorov{
Szmirnov-pr�ob�ak kik�usz�ob�olik az eml��tett h�atr�anyokat. Miut�an itt a konvergencia sebess�ege
nagyobb, kisebb mintaelemsz�am is el�egs�eges a pr�oba sikeres v�egrehajt�as�ahoz. (A mint�ak ren-
dez�ese ugyanis plusz inform�aci�ot jelent).

Az egymint�as Kolmogorov{Szmirnov-pr�oba illeszked�esvizsg�alatra az al�abbi t�etelen alap-
szik:

3.4.2. t�etel: LegyenX1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta, melynek eloszl�asf�uggv�enye F0(x)
abszol�ut folytonos. Jel�olje

Fn(x) =

8<
:

0; x � X�
1

k
n ; X�

k < x � X�
k+1 (k = 1; 2; : : : ; n� 1)

1; x > X�
n

az empirikus eloszl�asf�uggv�enyt, ahol X�
1 � X�

2 � : : : � X�
n a rendezett minta, �es legyen

Dn =
p
n sup
x2R

jFn(x)� F0(x)j : Ekkor

lim
n!1P(Dn < y) =

�
K(y); y > 0
0; y � 0

;

ahol K(y) =
1P

i=�1
(�1)i e�2i2y2 ; y > 0 a Kolmogorov-eloszl�asf�uggv�eny, azaz a Dn statisztika

eloszl�asa n!1 esetben az �un. Kolmogorov-eloszl�ast adja.

Bizony��t�as: A t�etelt nem bizony��tjuk.
Megjegyz�es:

1. Figyelj�uk meg, hogy K(y) nem f�ugg az F0(x) eloszl�asf�uggv�enyt}ol.

2. Mivel Fn(x) mindig l�epcs}os f�uggv�eny, ez�ert el�eg csak az ugr�ashelyeken vett k�ul�onbs�egek
maximum�at venni:

Dn =
p
n sup
x2R

jFn(x)� F0(x)j =
p
n max
i=1;2;:::;n

jFn(X�
i )� F0(X

�
i )j :

3. A Kolmogorov-eloszl�asf�uggv�enyre vonatkoz�o t�abl�azat:

K(x") x"
0:9 1:23

0:95 1:36

0:99 1:63

0:999 1:96

A t�etel seg��ts�eg�evel pr�oba szerkeszthet}o egy adott mint�anak a hipotetikus F0(x) eloszl�as-
f�uggv�enyhez val�o illeszked�es�ere.

H0 : P(Xi < x) � F0(x) �es H1 : P(Xi < x) 6� F0(x):
Legyen most 0 < " < 1. A nullhipot�ezist akkor fogadjuk el 1� " szigni�kancia szinten, ha

Dn < x" teljes�ul, ahol K(x") = 1� ":
A k�etmint�as Kolmogorov{Szmirnov-f�ele pr�oba homogenit�asvizsg�alatra pedig az al�abbi t�e-

telen alapszik.
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3.4.3. t�etel: (Kolmogorov)

Legyen az X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta, melynek eloszl�asf�uggv�enye F (x); �es
Y1; Y2; : : : ; Ym; : : : az el}oz}ot}ol f�uggetlen m�asik statisztikai minta, melynek eloszl�asf�uggv�enye
G(x): F �es G abszol�ut folytonosak. Jel�olje Fn(x) �es Gm(x) a k�et mint�ahoz tartoz�o empirikus
eloszl�asf�uggv�enyet.

Ha F (x) � G(x); akkor a Dn;m =
q

nm
n+m sup

x2R
jFn(x)�Gm(x)j statisztika eloszl�asban a

Kolmogorov-eloszl�ashoz tart, azaz

lim
n;m!1P(Dn;m < y) =

�
K(y); y > 0
0; y � 0

:

Bizony��t�as: A t�etelt nem bizony��tjuk.

Megjegyz�es: Dn;m =
q

nm
n+m sup

x2R
jFn(x)�Gm(x)j =

q
nm
n+m max

i=1;2;:::;n+m
jFn(Z�

i )�Gm(Z
�
i )j,

ahol Z�
1 � Z�

2 � � � � � Z�
n+m a k�et minta egyes��t�es�evel kapott minta rendezettje. A szupr�emum

meghat�aroz�as�at, most is visszavezett�uk maximum meghat�aroz�as�ara.
Ezt a pr�ob�at homogenit�asvizsg�alatra haszn�alhatjuk, azaz annak eld�ont�es�ere, hogy a k�et

v�altoz�o azonos eloszl�as�u-e. A nullhipot�ezis�unk az, hogy a k�et minta eloszl�asf�uggv�enye azonos,
az alternat��v hipot�ezis ennek a tagad�asa:

H0 : F (x) � G(x) �es H1 : F (x) 6� G(x):
A hipot�ezis eld�ont�ese: tetsz}oleges 0 < " < 1 -hez adhat�o olyan x" kritikus �ert�ek, hogy

K(x") = 1 � " legyen. Ha a Dn;m < x", akkor a nullhipot�ezist az adott szigni�kancia szinten
elfogadjuk.

Az al�abbi t�etel seg��ts�eg�evel m�eg tov�abb lehet a mintaelemsz�amot cs�okkenteni.

3.4.4. t�etel: (Gnyegyenko{Koroljuk)
Legyen a X1;X2; : : : ;Xn; : : : statisztikai minta, melynek eloszl�asf�uggv�enye F (x), �es
Y1; Y2; : : : ; Yn; : : : az el}oz}ot}ol f�uggetlen m�asik statisztikai minta, melynek eloszl�asf�uggv�enye
G(x). F �es G abszol�ut folytonosak. Jel�olje Fn(x) �es Gn(x) a k�et mint�ahoz tartoz�o empirikus
eloszl�asf�uggv�enyet. Tegy�uk fel, hogy F (x) � G(x).

Ekkor

P

�r
n

2
sup
x2R

jFn(x)�Gn(x)j < y

�
=

8><
>:

0; y � 1p
2n

L(y); 1p
2n

< y �pn
2

1;
p

n
2 < y

;

ahol

L(y) =
1�
2n
n

� [n2 ]X
k=�[n2 ]

(�1)k
�

2n
n� kc

�
; c =

h
y
p
2n
i
+ 1:

Bizony��t�as: A t�etelt nem bizony��tjuk.
Megjegyz�es: A t�etel nem hat�areloszl�ast�etel ez�uttal, hanem pontos eloszl�ast sz�amol ki. Ez�ert

lehet kis minta eset�en is alkalmazni. Az L(y) eloszl�asf�uggv�eny seg��ts�eg�evel aH0 : F (x) � G(x)
nullhipot�ezisre a szok�asos m�odon pr�oba szerkeszthet}o.



4. fejezet

Regresszi�oanal��zis

4.1. V�eletlen meg�gyel�es

A feladat k�et, er}os sztochasztikus �osszef�ugg�est mutat�o X �es Y val�osz��n}us�egi v�altoz�o k�oz�otti
f�uggv�enykapcsolat jelleg�enek, �es param�etereinek felt�ar�asa. Y fogja jel�olni a c�elv�altoz�ot, �es X
a meg�gyel�est, a f�uggetlen v�altoz�ot. Feladat olyan f f�uggv�eny megad�asa, ahol Y � f(X):
Elm�eletileg a feladat megoldott, hiszen ha a k�et v�altoz�o egy�uttes eloszl�asa ismert, akkor meg-
hat�arozhat�o a felt�eteles v�arhat�o �ert�ek (regresszi�o), amely a legjobb kapcsolatot adja meg abban
az �ertelemben, hogy minimaliz�alja a n�egyzetes elt�er�es v�arhat�o �ert�ek�et:

E(Y �E(Y jX ))2 = min
8f

E(Y � f(X))2:

Gyakorlati probl�em�akn�al azonban az egy�uttes eloszl�as �altal�aban nem ismert, teh�at a felt�e-
teles v�arhat�o �ert�ek sz�am��t�asa sem lehets�eges. A f�uggv�enykapcsolatot a k�et v�altoz�ora vonatkoz�o
(X1; Y1)

T ; (X2; Y2)
T ; : : : ; (Xn; Yn)

T statisztikai minta alapj�an kell meghat�arozni. A regresszi-
�oanal��zis v�egrehajt�as�anak csak akkor van �ertelme, ha kimutathat�o X �es Y k�oz�ott a sztochasz-
tikus �osszef�ugg�es (pl. el kellett vetni a nullhipot�ezist f�uggetlens�egvizsg�alatn�al, vagy a minta
empirikus korrel�aci�os egy�utthat�oja k�ozel van 1-hez). A regresszi�oanal��zis tipikus m�odszere az,
hogy egy j�ol k�or�ul��rt t�obbparam�eteres f�uggv�enyhalmazb�ol hat�arozunk meg egy bizonyos f�ugg-
v�enyt �ugy, hogy annak param�etereit a minta seg��ts�eg�evel megbecs�ulj�uk. Legyen adott teh�at
az F = ffg f�uggv�enyoszt�aly. Meghat�arozand�o az az f� 2 F f�uggv�eny, ahol

E(Y � f�(X))2 = min
8f2F

E(Y � f(X))2:

F -et legt�obbsz�or a mintarealiz�aci�onak a koordin�atarendszerben val�o �abr�azol�as�aval kapott sz�o-
r�od�asgra�kon alapj�an lehet megv�alasztani, de az a v�altoz�ok �zikai tartalm�ab�ol fakad�o

"
elv�art"

t��pus�u f�uggv�enyek halmaza is lehet.
Ismeretes, hogy a k�et v�altoz�o egy�uttes norm�alis eloszl�asa eset�en, az elm�eleti regresszi�o,

az E(Y jX = x) line�aris. Mivel az egy�uttes norm�alis eloszl�as gyakran jelentkezik, alapvet}o
fontoss�ag�u a regresszi�osz�am��t�asnak az a speci�alis esete, amikor F a line�aris f�uggv�enyek hal-
maza. A line�aris �osszef�ugg�es megad�asa az�ert is fontos, mert a kapott �osszef�ugg�est k�onny}u
magyar�azni, interpret�alni.

4.1.1. Line�aris regresszi�o k�et v�altoz�o k�oz�ott

4.1.1. de�n��ci�o: Legyen X �es Y k�et adott val�osz��n}us�egi v�altoz�o. Az a�X + b� val�osz��n}u-
s�egi v�altoz�o az Y -nak az X-re vonatkoz�o line�aris regresszi�oja, ha

E(Y � a�X � b�)2 = min
8a;b2R

E(Y � aX � b)2:

61
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a� a regresszi�os meredeks�eg, b� a regresszi�os konstans.

4.1.1. t�etel: a� = R(X;Y )�Y
�X ; b

� = EY �R(X;Y )�Y
�XEX, ahol R(X;Y ) a k�et v�altoz�o

korrel�aci�os egy�utthat�oj�at jel�oli.

Bizony��t�as: Legyen h(a; b) = E(Y � aX � b)2: A line�aris regresszi�o meghat�aroz�as�ahoz ezt
a k�etv�altoz�os f�uggv�enyt kell minimaliz�alni. A minimumhely l�etez�es�enek sz�uks�eges felt�etele,
hogy: @h

@a = �2E [(Y � aX � b)X] = 0; @h
@b = �2E [Y � aX � b] = 0: Innen: aEX2 + bEX =

EXY ; aEX + b = EY =) b = EY � aEX =) aEX2 + (EY � aEX)EX = EXY

=) a = R(X;Y )�Y
�X ; b = EY �R(X;Y )�Y

�XEX;

�
EX2 EX
EX 1

�
pozit��v de�nit, teh�at

a�; b� val�oban minimumhely, �es ez volt az �all��t�as.

Megjegyz�es: Norm�alis esetben a line�aris regresszi�os �es a regresszi�os �osszef�ugg�esek egybees-
nek.

A gyakorlatban �altal�aban nem ismertek az X �es Y v�altoz�ok momentumai, ez�ert az elm�eleti
line�aris regresszi�os �osszef�ugg�es nem hat�arozhat�o meg. Az (X1; Y1)

T ; (X2; Y2)
T ; : : : ; (Xn; Yn)

T

statisztikai minta alapj�an a legkisebb n�egyzetek m�odszer�evel lehet az egyenes param�etereit
megbecs�ulni.

4.1.2. de�n��ci�o: Adott az (X1; Y1)
T ; (X2; Y2)

T ; : : : ; (Xn; Yn)
T statisztikai minta �es az F =

ff (x; a1; a2; : : : ; ak)g k-param�eteres f�uggv�enyoszt�aly. A

min
8a1;a2;:::;ak

nX
i=1

(Yi � f(Xi; a1; a2; : : : ; ak))
2

sz�els}o�ert�ek-feladat megold�as�ab�ol kapott a�i = a�i (X;Y) (i = 1; 2; : : : ; n) statisztik�akat, a
min
8f2F

E(Y � f�(X))2 regresszi�os probl�ema param�etereinek legkisebb n�egyzetek m�odszer�evel ka-

pott becsl�eseinek nevezz�uk.

4.1.2. t�etel: Line�aris regresszi�o eset�en a legkisebb n�egyzetek m�odszer�evel az egyenes pa-
ram�etereinek becsl�esei:

a� = R̂n
sY
sX

; b� = �Yn � R̂n
sY
sX

�Xn;

ahol

R̂n =

nP
i=1

(Yi � �Yn)(Xi � �Xn)s
nP
i=1

(Yi � �Yn)2
nP
i=1

(Xi � �Xn)2

az empirikus korrel�aci�os egy�utthat�o,

sY =

vuut 1

n

nX
i=1

(Yi � �Yn)2;

sX =

vuut 1

n

nX
i=1

(Xi � �Xn)2

az empirikus sz�or�asok, �es �Xn ; �Yn az �atlagstatisztik�ak.
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Bizony��t�as: A t�etel �all��t�asa k�onnyen bel�athat�o, ha a 4.1.1. t�etel bizony��t�as�at megism�etelj�uk

a h(a; b) =
nP
i=1

(Yi � aXi � b)2 k�etv�altoz�os f�uggv�ennyel.

Megjegyz�es:

1. L�athat�o, hogy az empirikus line�aris regresszi�o egy�utthat�oi az elm�eleti regresszi�os egye-
nes egy�utthat�oit�ol annyiban k�ul�onb�oznek, hogy a k�epletekben az elm�eleti momentumok
helyett a mint�ab�ol sz�amolt megfelel}o empirikus momentumok �allnak.

2. HaX �es Y egy�uttes eloszl�asa norm�alis, akkor az elm�eleti regresszi�os egyenes ameredeks�e-
g�ere kon�denciaintervallum szerkeszthet}o, mivel ilyenkor az a��a

sY
sX

p
1�R̂2

n

p
n� 2 statisztika

n� 2 szabads�agfok�u Student-eloszl�ast k�ovet.

3. A norm�alis esetben a korrell�alatlans�ag �es a f�uggetlens�eg azonos tulajdons�agok. Teh�at,
ha X �es Y korrel�aci�os egy�utthat�oja 0; akkor a = 0, azaz

a�

sY
sX

q
1� R̂2

n

p
n� 2 =

R̂nq
1� R̂2

n

p
n� 2 2 tn�2:

A f�uggetlens�eget megfogalmaz�o nullhipot�ezisr}ol teh�at ilyenkor t-pr�ob�aval d�onthet�unk.

4.1.2. Polinomi�alis regresszi�o

4.1.3. de�n��ci�o: Amikor az F = fpn(x) = a0 + a1x+ � � � + amx
mg f�uggv�enyoszt�aly a leg-

feljebb m-edrend}u polinomoszt�aly, a min
8f2F

E(Y � f(X))2 minimumfeladat megold�as�at polino-

mi�alis regresszi�os illeszt�esnek nevezz�uk.

4.1.3. t�etel: Az elm�eleti polinomi�alis regresszi�os g�orbe egy�utthat�oit az0
BBBBBBBB@

1 EX � � � EXm

EX EX2 � � � EXm+1

...
...

. . .
...

EXi EXi+1 � � � EXm+i

...
...

. . .
...

EXm EXm+1 � � � EX2m

1
CCCCCCCCA

0
BBBBBBBB@

a0
a1
...
ai
...
am

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBB@

EY
EY X2

...
EYXi

...
EYXm

1
CCCCCCCCA

line�aris egyenletrendszer megold�as�aval kaphatjuk meg. Ennek mindig van megold�asa, hiszen
az egy�utthat�om�atrix szimmetrikus �es pozit��v szemide�nit.

Bizony��t�as: A feladatot a

h(a0; a1; : : : ; am) = E(Y � (a0 + a1X + � � �+ amX
m))2

m+ 1 v�altoz�os f�uggv�eny minimumhely�enek megkeres�es�evel oldhatjuk meg:

@h(a0; a1; : : : ; am)

@ai
= �2E([Y � (a0 + a1X + � � �+ amX

m)]Xi) = 0 (i = 0; 1; 2; : : : ;m) =)

=)
mP
j=0

ajEX
i+j = EYXi =) k�ovetkezik az �all��t�as.
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A tapasztalati polinomi�alis g�orbe egy�utthat�oinak meghat�aroz�as�at az
(X1; Y1)

T ; (X2; Y2)
T ; : : : ; (Xn; Yn)

T statisztikai minta seg��ts�eg�evel az0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

1 1
n

nP
j=1

Xj � � � 1
n

nP
j=1

Xm
j

1
n

nP
j=1

Xj
1
n

nP
j=1

X2
j � � � 1

n

nP
j=1

Xm+1
j

...
...

. . .
...

1
n

nP
j=1

Xi
j

1
n

nP
j=1

Xi+1
j � � � 1

n

nP
j=1

Xi+m
j

...
...

. . .
...

1
n

nP
j=1

Xm
j

1
n

nP
j=1

Xm+1
j � � � 1

n

nP
j=1

X2m
j

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBB@

a0
a1
...
ai
...
am

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

1
n

nP
j=1

Yj

1
n

nP
j=1

YjXj

...

1
n

nP
j=1

YjX
i
j

...

1
n

nP
j=1

YjX
m
j

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

line�aris egyenletrendszer megold�as�ab�ol kapjuk. Ehhez �ugy jutunk el, hogy a

ĥ(a0; a1; : : : ; am) =
1

n

nX
j=1

(Yj � (a0 + a1Xj + � � �+ amX
m
j ))2

f�uggv�eny minimumhely�et meghat�arozzuk, hasonl�oan, mint ahogy azt az 4.1.3 t�etelben tett�uk.
Megjegyz�es: Nyilv�anval�oan az n mintaelemsz�amnak j�oval nagyobbnak kell lennie, mint az

m-nek, az illesztend}o polinom fok�anak.

4.1.3. Line�arisra visszvezethet}o k�etparam�eteres regresszi�os �osszef�ugg�esek

keres�ese

Ha a line�aris regresszi�o felt�etelei valahol s�er�ulnek, vagy rossz illeszt�est kapunk, a f�ugg}o �es
a f�uggetlen v�altoz�ok transzform�aci�oj�aval kell megpr�ob�alkozni. A transzform�alt input adato-
kon azut�an m�ar line�aris regresszi�os elemz�est hajtunk v�egre, de ez az eredeti adatokn�al m�ar
nem line�aris �osszef�ugg�est fog magyar�azni. Az inverz lek�epez�es �es a regresszi�os egy�utthat�ok
seg��ts�eg�evel k�epezhet}ok azok a param�eterek, amelyekkel a kapcsolatot le��r�o f�uggv�eny fel��rhat�o.
Teh�at, ha az F = ff(x; a; b)g f�uggv�enyoszt�aly k�etparam�eteres, �es tal�alhat�ok olyan g; h; k1; k2
f�uggv�enyek, hogy y = f(x; a; b) () g(y) = k1(a; b)h(x) + k2(a; b) teljes�ul.

Ezut�an a min
8f2F

E(Y � f(X; a; b))2 feladat helyett a

E(g(Y )� k�1h(X)� k�2)
2 = min

8k1;k2
E(g(Y )� k1h(X)� k2)

2

line�aris regresszi�os feladatot oldjuk meg. V�eg�ul a� � k�11 (k�1 ; k�2) ; b� � k�12 (k�1 ; k�2): �Altal�aban
m�as eredm�enyeket kapunk, mintha az eredeti f�uggv�enyen hajtottuk volna v�egre a legkisebb
n�egyzetek m�odszer�evel a param�eterbecsl�est. Viszont az eredeti probl�em�an�al, nem biztos, hogy
a kapott (sokszor transzcendens) egyenletet meg tudn�ank oldani. A tov�abbiakban megadunk
n�eh�any p�eld�at nemline�aris kapcsolatnak a line�aris regresszi�o seg��ts�eg�evel val�o megad�as�ara.

y = f(x; a; b) = aebx exponenci�alis f�uggv�enykapcsolat:

Az egyenlet k�et oldal�at logaritmiz�alva m�ar line�aris �osszef�ugg�est kapunk ln y �es x k�oz�ott: y� =
ln y = bx + lna = k1x + k2. Ilyenkor az ((X1; lnY1) ; (X2; lnY2) ; : : : ; (Xn; lnYn)) transzfor-
m�alt mint�ara illeszt�unk egyenest. A kapott k�1 �es k�2 egy�utthat�okb�ol az a = ek

�
2 �es b = k�1

transzform�aci�oval kapjuk meg az eredeti �osszef�ugg�es param�etereit.
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y = f(x; a; b) = axb hatv�anyf�uggv�enykapcsolat:

A line�aris kapcsolatot a logaritmiz�al�as ut�an most lny �es lnx k�oz�ott kell megadni: y� = ln y =
b � lnx+ lna = k1x

� + k2 =) b = k1; a = ek2 :

y = f(x; a; b) = ae
�b
x Arrhenius f�uggv�enykapcsolat:

Logaritmiz�al�as ut�an: y� = lny = �b 1x + lna = k1x
� + k2 az lny �es x reciproka k�oz�ott l�ep fel

a line�aris kapcsolat ( b = �k1; a = ek2 ).

y = f(x; a; b) = 1
a+bx reciprok f�uggv�enykapcsolat:

Itt most y reciproka �es x k�oz�ott kell a line�aris regresszi�ot kisz�amolni.

y = f(x; a; b) = ax
1+bx racion�alis t�ortf�uggv�enykapcsolat:

Most az egyenlet k�et oldal�anak reciprok�at k�epezz�uk: y� = 1
y =

1
a
1
x +

b
a = k1x

� + k2 =) a =
1
k1
; b = k2

k1
; �es a reciprok�ert�ekek k�oz�ott keres�unk line�aris regresszi�ot.

y = f(x; a; b) = ax2 + bx kvadratikus f�uggv�enykapcsolat:

Ekkor ha x-szel �atosztunk m�aris line�aris az �osszef�ugg�es y
x �es x k�oz�ott: y� = y

x = ax+ b:

y = f(x; a; b) = a+ b
x hiperbolikus f�uggv�enykapcsolat:

Ez eleve line�aris �osszef�ugg�es y �es 1
x k�oz�ott.

y = a ln (bx) = a ln b+ a lnx a logaritmikus f�uggv�enykapcsolat:

Ez line�aris kapcsolat y �es lnx k�oz�ott.

4.1.4. A regresszi�os illeszked�es j�os�ag�anak m�er�ese

4.1.4. de�n��ci�o: Tekints�uk a X �es Y val�osz��n}us�egi v�altoz�okat, �es tegy�uk fel, hogy Y -t
f(X)-szel k�ozel��tj�uk. A k�ozel��t�es j�os�ag�anak m�er�es�ere az

R2
f = 1� E(Y � f(X))2

�2Y

meghat�arozotts�agi egy�utthat�ot haszn�aljuk. Ha f(x) = E(Y j X = x) a regresszi�os f�uggv�eny,
akkor az R2

r jel�ol�est haszn�aljuk. Adott (X1; Y1)
T ; (X2; Y2)

T ; : : : ; (Xn; Yn)
T statisztikai minta

eset�en a meghat�arozotts�agi egy�utthat�ot az 1�
nP
i=1

(Yi�f(Xi))
2

nP
i=1

(Yi� �Y )2
(� R2

f ) statisztik�aval k�ozel��tj�uk,

ami konzisztens becsl�es.

Megjegyz�es: R2 min�el k�ozelebb van az 1-hez, ann�al jobb a regresszi�os k�ozel��t�es. Ha R2 0
k�ozeli �ert�ek, vagy negat��v, a regresszi�os illeszt�es elfogadhatatlan. A meghat�arozotts�agi egy�utt-
hat�o tulajdons�agait foglalja �ossze az al�abbi t�etel:

4.1.4. t�etel:

(i) R2
f � R2

r � 1,
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(ii) Ha X �es Y f�uggetlenek, akkor R2
r = 0, azaz R2

f � 0,

(iii) Ha f(x) = a�x+ b� line�aris regresszi�os f�uggv�eny, akkor R2
f = (R(X;Y ))2.

Bizony��t�as:

(i) A felt�eteles v�arhat�o �ert�ek tulajdons�agaib�ol k�ovetkezik, hogy

E(Y �E(Y j X))2 � E(Y � f(X))2

�es
E(Y �E(Y j X))2 � �2Y;

ami m�ar igazolja az �all��t�ast. Az elvileg legjobb illeszt�es eset�en sem biztos, hogy R2
r el�eri

az 1-et.

(ii) E(Y j X) = EY , ��gy E(Y � E(Y j X))2 = �2Y , azaz R2
r = 0.

"
Rossz" f eset�en az R2

f

sz�am ak�ar negat��v is lehet.

(iii) Ha f(x) = a�X + b� line�aris regresszi�os f�uggv�eny, ahol

a� = R(X;Y ) � �Y
�X

; b� = EY � a�EX;

akkor
E(Y � a�X � b�) = EY � a�EX � b� = 0;

vagyis
E(Y � a�X � b�)2 = �2(Y � a�X � b�) = �2(Y � a�X) =

= �2Y + (a�)2 � �2X � 2a� � cov(Y;X) =

�2Y + (R(X;Y ))2 � �2Y � 2R(X;Y )
�Y

�X
�R(X;Y ) � �Y � �X =

= �2Y (1�R2(X;Y )):

Teh�at
R2(X;Y ) = R2

f

4.2. Tervezett (determinisztikus) meg�gyel�es

F}oleg m}uszaki alkalmaz�asokban gyakori, hogy a m�er�eseket Y -ra el}o��rt x be�all��t�asokn�al v�egzik
el, �es ��gy keresik az ismeretlen Y � f(x) f�uggv�enykapcsolatot. A modell ilyenkor az, hogy
Y = f(x) + ", ahol " a m�er�esi hib�at jelent}o val�osz��n}us�egi v�altoz�o, melyre E" = 0 �es �2" <1.

Tegy�uk fel, hogy adottak az x1; x2; : : : ; xn 2 R be�all��t�asok mellett elv�egzett Y1; Y2; : : : ; Yn
m�er�esi eredm�enyek. Mivel a m�er�esek a v�eletlent}ol is f�uggtek, feltessz�uk, hogy Yi = axi + b+
"i (i = 1; : : : ; n), ahol "i teljesen f�uggetlenek �es E"i = 0; �2"i = D2 < 1. A keresett a; b
regresszi�os egy�utthat�okat a legkisebb n�egyzetek m�odszer�evel a

h(a; b) =
1

n

nX
i=1

(Yi � (axi + b))2 =
1

n

nX
i=1

"2i

n�egyzetes elt�er�es �atlag�anak minimaliz�al�as�aval oldjuk meg.
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4.2.1. t�etel: (Gauss{Markov-t�etel)

Ha Yi = axi + b + "i (i = 1; 2; : : : ; n), ahol az "i teljesen f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok,
�es E"i = 0; �2"i = �2, akkor az a; b egy�utthat�ok legkisebb n�egyzetek m�odszer�evel kapott
becsl�esei torz��tatlanok, �es az �osszes line�aris becsl�es k�oz�ul minim�alis sz�or�assal rendelkeznek.

Megjegyz�es: A legkisebb n�egyzetek m�odszere a legjobb torz��tatlan becsl�est adja, ami an-
golul: best linear unbaised estimation = BLUE.

Bizony��t�as:

h(a; b) =
1

n

nX
i=1

(Yi � (axi + b))2 =
1

n

nX
i=1

"2i :

@h(a; b)

@a
= � 2

n

nX
i=1

(Yi � (axi + b)) xi = 0 =)
nX
i=1

Yixi � b

nX
i=1

xi � a

nX
i=1

x2i = 0:

@h(a; b)

@b
= � 2

n

nX
i=1

(Yi � (axi + b)) = 0 =)
nX
i=1

Yi � bn� a

nX
i=1

xi = 0:

A fenti egyenletrendszerb}ol:

a� =

nP
i=1

(xi � �x)(Yi � �Yn)

nP
i=1

(xi � �x)2
=

nX
i=1

xi � �x
nP
j=1

(xj � �x)2
� Yi =

nX
i=1

kiYi;

b� = �Yn � a��x =
nX
i=1

�
1

n
� �xki

�
Yi =

nX
i=1

liYi;

teh�at line�aris becsl�eseket kapunk.
Fel fogjuk haszn�alni, hogy

nX
i=1

ki =
1

nP
i=1

(xi � �x)2

nX
i=1

(xi � �x) = 0;

nX
i=1

kixi =

nP
i=1

(xi � �x)xi

nP
i=1

(xi � �x)2
=

nP
i=1

(xi � �x) xi � �x
nP
i=1

(xi � �x)

nP
i=1

(xi � �x)2
=

nP
i=1

(xi � �x)2

nP
i=1

(xi � �x)2
= 1;

nX
i=1

k2i =
nX
i=1

0
BB@ (xi � �x)

nP
i=1

(xi � �x)2

1
CCA

2

=
1�

nP
i=1

(xi � �x)2
�2

nX
i=1

(xi � �x)2 =
1

nP
i=1

(xi � �x)2
:

A torz��tatlans�ag igazol�asa:

Ea� = E

 
nX
i=1

kiYi

!
=

nX
i=1

kiEYi =

nX
i=1

ki (axi + b) = a

nX
i=1

kixi + b

nX
i=1

ki = a:

Eb� =
nX
i=1

liEYi=

nX
i=1

�
1

n
� �xki

�
(axi + b) =

1

n
a

nX
i=1

xi � �xa

nX
i=1

kixi +
1

n

nX
i=1

b� �xb

nX
i=1

ki = b:
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�2a� = �2

 
nX
i=1

kiYi

!
=

nX
i=1

k2i �
2Yi = �2

nX
i=1

k2i =
�2

nP
i=1

(xi � �x)2
:

�2b� = �2

 
nX
i=1

liYi

!
=

nX
i=1

l2i�
2Yi = �2

nX
i=1

l2i = �2
nX
i=1

�
1

n
� �xki

�2

=

= �2

 
1

n
+ �x2

nX
i=1

k2i � 2 �x
1

n

nX
i=1

ki

!
= �2

0
BB@ 1

n
+

�x2

nP
i=1

(xi � �x)2

1
CCA :

Legyen most ~a =
nP
i=1

ciYi az a torz��tatlan, line�aris becsl�ese, azaz

a = E~a =

nX
i=1

ciEYi =

nX
i=1

ci (axi + b) = a

nX
i=1

cixi + b

nX
i=1

ci:

Ez csak �ugy lehet, ha
nP
i=1

xi ci = 1 �es
nP
i=1

ci = 0: Legyen di = ci � ki:

�2~a = �2
nX
i=1

c2i = �2
nX
i=1

(ki + di)
2 = �2

nX
i=1

k2i + 2�2
nX
i=1

kid+ �2
nX
i=1

d2i =

= �2a� + �2
nX
i=1�0

d2i + 2�2
nX
i=1
=0

kidi � �2a�:

nX
i=1

kidi =

nX
i=1

ki(ci � ki) =

nX
i=1

ci
(xi � �x)

nP
j=1

(xj � �x)2
�

nX
i=1

k2i =

1
nP
j=1

(xj � �x)2

nX
i=1
=1

ci xi � �x
1

nP
i=1

(xi � �x)2

nX
i=1
=0

ci � 1
nP
i=1

(xi � �x)2
= 0:

M�asr�eszt, ha ~b =
nP
i=1

wiYi a b torz��tatlan, line�aris becsl�ese, azaz

b = E~b =

nX
i=1

wiEYi =

nX
i=1

wi (axi + b) = a

nX
i=1

wixi + b

nX
i=1

wi:

Ez csak �ugy lehet, ha
nP
i=1

xiwi = 0 �es
nP
i=1

wi = 1: Legyen di = wi � li :

�2~b = �2
nX
i=1

w2
i = �2

nX
i=1

(li + di)
2 = �2

nX
i=1

l2i + 2�2
nX
i=1

lidi + �2
nX
i=1

d2i =

= �2b� + �2
nX
i=1�0

d2i + 2�2
nX
i=1
=0

lidi � �2b�:
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nX
i=1

lidi =

nX
i=1

li(wi � li) =

nX
i=1

liwi �
nX
i=1

l2i =

nX
i=1

wi

�
1

n
� �x ki

�
�

nX
i=1

�
1

n
� �x � ki

�2

=

=
1

n

nX
i=1

wi � �x
1

nP
i=1

(xi � �x)2

nX
i=1

(xi � �x)wi � 1

n
� �x2

nX
i=1

k2i + 2
1

n
�x

nX
i=1

ki =

=
1

n
+

�x2

nP
i=1

(xi � �x)2
� 1

n
� �x2

nP
i=1

(xi � �x)2
= 0:

4.2.2. t�etel: Ha Yi = axi+ b+ "i (i = 1; 2; : : : ; n); ahol az "i 2 N(0; �2) teljesen f�uggetlen
val�osz��n}us�egi v�altoz�ok ( =) Yi 2 N(axi + b; �) �es teljesen f�uggetlenek), akkor az el}obbiek
mellett m�eg az is �all��that�o, hogy a� �es b� az a; b param�etereknek maximum-likelihood becsl�esei
is.

Bizony��t�as: Mivel Yi 2 N(axi+ b; �); teljesen f�uggetlenek, ez�ert a minta egy�uttes s}ur}us�eg-
f�uggv�enye, a likelihood f�uggv�eny:

L(y1; y2; : : : ; yn; a; b; �) = (2�)�
n
2 ��n exp (� 1

2�2

nX
i=1

(yi � axi � b)2);

a log-likelihood f�uggv�eny pedig:

ln L = l(y1; y2; : : : ; yn; a; b; �) = �n
2
ln (2�)� n ln � � 1

2�2

nX
i=1

(yi � axi � b)2 :

@l

@a
=

1

�2

nX
i=1

xi (Yi � axi � b) = 0;

@l

@b
=

1

�2

nX
i=1

(Yi � axi � b) = 0;

@l

@(�2)
= � n

2�2
+

1

2�4

nX
i=1

(Yi � axi � b)2 = 0;

amib}ol a maximum-likelihood becsl�esekre:

a� =
nX
i=1

kiYi; b� = �Y � �x a�; �̂2 =
1

n

nX
i=1

(Yia
� xi � b�)2

ad�odnak, azaz a� �es b� megegyezik a legkisebb n�egyzetek m�odszer�evel kapott becsl�esekkel!



70 4. FEJEZET Regresszi�oanal��zis

4.3. Sztochasztikus approxim�aci�o

A t�obbv�altoz�os line�aris- �es nemline�aris regresszi�os feladat egy�utthat�oinak meghat�aroz�as�at, ha
a v�altoz�ok sz�ama nagy, gradiens m�odszerrel szok�as megoldani. Ez a probl�ema elvezet a szto-
chasztikus approxim�aci�o probl�emak�or�ehez, melyet ebben a szakaszban t�argyalunk. Az alap-
probl�ema itt az, hogy az r(c) = 0 iter�aci�os gy�okkeres�esi algoritmus milyen felt�etelek mellett
�all��t el}o a gy�okh�oz konverg�al�o sorozatot, ha az r f�uggv�eny �ert�ekeinek kisz�am��t�as�at valamilyen
v�eletlen zavar�o k�or�ulm�eny lehetetlenn�e teszi. El}osz�or bebizony��tjuk az al�abbi t�etelt, amely a
Robins{Monroe-f�ele sztochasztikus approxim�aci�os algoritmust alapozza meg.

Legyen f : Rk+1 � RM ! Rk+1 m�erhet}o f�uggv�eny. Adottak a Z1;Z2; : : : ;Zn; : : : �es Z
azonos eloszl�as�u RM �ert�ek}u val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�ok. Tegy�uk fel, hogy 8c 2Rk+1 eset�en
l�etezik Ef (c;Z) az �es legyen

r (c) = Ef (c;Z) ;

�es

r (�) = 0:

(Nyilv�an r Borel-m�erhet}o, melyet szok�as regresszi�os f�uggv�enynek is nevezni.) Legyen

Cn+1 = Cn � 
nf (Cn;Zn+1) ; n = 0; 1; : : :

rekurz��v �osszef�ugg�essel de�ni�alt val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o sorozat, ahol C0 = c0 tetsz}oleges.

4.3.1. t�etel: Tegy�uk fel, hogy tetsz}oleges " > 0-ra:

(�) inf
kc��k>"

(c� �)T r (c) > 0;

(��) 9K > 0 : E kf (c;Z)k2 < K
�
1 + kc� �k2

�
; 8c 2 Rk+1 ;

(� � �) 
n > 0;
1P
n=0


n =1;
1P
n=0


2n <1:

Akkor lim
n!1 kCn � �k = 0 1-val�osz��n}us�eggel.

Bizony��t�as: Sz�uks�eg�unk lesz k�et lemm�ara.

4.3.1. lemma: A 4.3.1. t�etel felt�etelei mellett teljes�ul, hogy l�etezik egy C val�osz��n}us�egi
v�altoz�o, melyre lim

n!1 kCn � �k = C 1-val�osz��n}us�eggel.

Bizony��t�as: A rekurz��v egyenlet mindk�et oldal�ab�ol vonjunk le �-t, majd emelj�uk n�egyzetre:

kCn+1 � �k2 = kCn � �k2 � 2
n (Cn � �)T f (Cn;Zn+1) + 
2n kf (Cn;Zn+1)k2 :

Ezut�an vegy�uk mindk�et oldalnak a Z1;Z2; : : : ;Zn val�osz��n}us�egi v�altoz�ok �altal gener�alt �-al-
gebr�ara vett felt�eteles v�arhat�o �ert�ekeit:

E
�
kCn+1 � �k2 j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
= E

�
kCn � �k2 j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
�

�2
nE
�
(Cn � �)T f (Cn;Zn+1) j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
+ 
2nE

�
kf (Cn;Zn+1)k2 j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
:

A f�uggetlens�eg miatt, �es amiatt, hogy Cn csak Zn-t}ol f�ugg:

E
�
kCn � �k2 j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
= kCn � �k2 ;
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�es

E
�
(Cn � �)T f (Cn;Zn+1) j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
=

Z
RM

(Cn � �)T f (Cn;y)� (dy) =

= (Cn � �)T
Z
RM

f (Cn;y) � (dy) = (Cn � �)T r (Cn) ;

�es

E
�
kf (Cn;Zn+1)k2 j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
=

Z
RM

kf (Cn;y)k2 � (dy) � K
�
1 + kCn � �k2

�
;

ahol � jel�oli Z eloszl�as�at. �Igy

E
�
kCn+1 � �k2 j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
�

� kCn � �k2 � 2
n (Cn � �)T r (Cn) + 
2nK
�
1 + kCn � �k2

�
:

Mivel
inf

kc��k>"
(c� �)T r (c) > 0;

ez�ert tov�abb n�ovelj�uk a baloldalt, ha elhagyjuk a k�oz�eps}o tagot:

E
�
kCn+1 � �k2 j Z1;Z2; : : : ;Zn

�
� kCn � �k2 �1 + 
2nK

�
+ 
2nK:

Most tekints�uk azt a fVngn=1;2;::: val�osz��n}us�egi v�altoz�o sorozatot, melynek de�n��ci�oja

Vn+1 = kCn+1 � �k2 �n+1 +K
1X

j=n+1


2j �j+1;

ahol �k =
1Q
j=k

�
1 + 
2jK

�
: Megmutatjuk, hogy f(Vn;Fn)gn=1;2;::: szupermarting�al, ahol Fn =

� (Z1;Z2; : : : ;Zn) :

E [Vn+1 j Fn] � kCn � �k2 �1 + 
2nK
�
�n+1 + 
2nK�n+1 +K

1X
j=n+1


2j �j+1 =

= kCn � �k2 �n +K
1X
j=n


2j �j+1 = Vn:

M�eg az is igaz, hogy az fE jVnjgn=1;2;::: sz�amsorozat korl�atos. Ugyanis Vn � 0; ami a
de�n��ci�oj�ab�ol l�atszik, �es ��gy E jVnj = EVn: M�asr�eszt a szupermarting�al tulajdons�ag miatt
fE jVnjgn=1;2;::: monoton fogy�o. V�eg�ul EV1 = E jV1j <1 miatt 9M : E jVnj �M <1; n =
1; 2; : : : : Alkalmazhat�o a szupermarting�alok konvergenciat�etele, miszerint l�etezik egy C val�osz��-
n}us�egi v�altoz�o, melyre lim

n!1Vn = C 1 val�osz��n}us�eggel. Mivel megmutathat�o, hogy lim
n!1 �n = 1

�es lim
n!1

1P
j=n


2j �j+1 = 0; ez�ert nyilv�an az is teljes�ul, hogy lim
n!1 kCn � �k2 = C 1 val�osz��n}us�eg-

gel.
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4.3.2. lemma: A 4.3.1. t�etel feltev�esei mellett

1X
n=1


n (Cn � �)T r (Cn) <1

1 val�osz��n}us�eggel.

Bizony��t�as: A fCngn=1;2;::: rekurz��v sorozatot de�ni�al�o egyenlet mindk�et oldal�ab�ol levonva

�-t, n�egyzetre emel�unk, majd kisz�am��tjuk a v�arhat�o �ert�ekeket. Az an = E kCn � �k2 ; bn =

2E
h
(Cn � �)T f (Cn;Zn+1)

i
; dn = E kf (Cn;Zn+1)k2 jel�ol�esekkel azt kapjuk, hogy an+1 =

an � 
nbn + 
2ndn: Megmutathat�o, hogy

1X
n=1


nbn = 2

1X
n=1


nE
h
(Cn � �)T f (Cn;Zn+1)

i
<1;

ahonnan a 4.3.1. lemma eredm�eny�et felhaszn�alva k�ovetkezik a monoton konvergencia t�etelt
alkalmazva, hogy

1X
n=1


nE
h
(Cn � �)T f (Cn; Zn+1)

i
=

1X
n=1

E
h

n (Cn � �)T r (Cn)

i
=

= E

" 1X
n=1


n (Cn � �)T r (Cn)

#
<1:

Ezzel a lemm�at bebizony��tottuk hiszen, ha a v�arhat�o �ert�ek m�og�otti sor 1 val�osz��n}us�eggel 1
lenne, akkor a v�arhat�o �ert�ek nem lehetne v�eges.

A 4.3.1. t�etel bizony��t�asa: A 4.3.1. lemm�aban bizony��tottakb�ol k�ovetkezik, hogy l�etezik
egy C val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o �es egy 
� 1 val�osz��n}us�eg}u esem�eny, hogy 8! 2 
� elemi
esem�enyn�el fenn�all a lim

n!1Cn (!) = C (!) konvergencia. M�asr�eszt jel�olje 
�� azt az 1 val�o-

sz��n}us�eg}u esem�enyt, amelyen fenn�all
1P
n=1


n (Cn (!)� �)T r (Cn (!)) <1: (Ilyen 
�� a 4.3.2.

lemma �ertelm�eben l�etezik.) Ekkor a (***) felt�etel miatt megadhat�o olyan fmngn=1;2;::: index-

sorozat, hogy lim
n!1 (Cmn (!)� �)T r (Cmn (!)) = 0: Ebb}ol a t�etel (��) felt�etele miatt teljes�ul,

hogy lim
n!1 kCmn (!)� �k = 0; 8! 2 
��: Teh�at, 8! 2 
� \ 
�� elemi esem�enyre C (!) = �

�all, ami P (
� \
��) = 1 miatt a t�etel �all��t�as�at jelenti: lim
n!1 kCn � �k = 0 1-val�osz��n}us�eggel.

Megjegyz�es: A 4.3.1. t�etel seg��ts�eg�evel igazolhat�o a nagy sz�amok t�orv�eny�enek al�abbi er}os
alakja:

Ha fXngn=1;2;::: f�uggetlen, azonos eloszl�as�u a v�arhat�o �ert�ek}u, v�eges sz�or�as�u val�osz��n}u-

s�egi v�altoz�o sorozat, melynek tagjai az RN t�erb}ol veszik fel az �ert�ekeiket, akkor a Zn+1 =
Zn � �n [Zn �Xn] n = 0; 1; : : : rekurz��v val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o sorozatra | ha Z0 =
z0 2 RN tetsz}oleges �es a �n sorozat kiel�eg��ti a 4.3.1. t�etel (� � �) felt�eteleit | teljes�ul, hogy
lim
n!1 kZn � ak = 0 1 val�osz��n}us�eggel.

Zn = an +

nX
i=1

ciXi;
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ahol

an = z0

n�1Y
i=0

(1� �i) �es ci = �i�1 (1� �i) � � � (1� �n�1) :

Ha z0 = 0 �es �n =
1

n+1 ; akkor Zn =
�Xn az �atlagstatisztika.

4.3.1. Line�aris regresszi�os feladat

Ebben a szakaszban az el}oz}o pont eredm�enyeinek egy k�ul�onlegesen fontos speci�alis alkalmaz�a-
s�at t�argyaljuk. Azzal az esettel foglalkozunk, amikor az r regresszi�os f�uggv�eny r (c) = Ac�m
line�aris f�uggv�eny, ahol A (k+1)� (k+1)-es kvadratikus m�atrix, m pedig Rk+1 -beli vektor.

Legyen Z =
�
�;�

�
melyre E� = A �es E� = m �es f (c;Z) = �c � �: Tegy�uk fel, hogy

az A m�atrix szimmetrikus, pozit��v de�nit �es invert�alhat�o. (Ekkor a regresszi�os f�uggv�eny

r (c) = Ef (c;Z) = E
�
�c� �

�
= Ac�m.)

4.3.2. t�etel: Jel�olje � = (Vij)
i=0;1;:::;k
j=0;1;:::;k

�es � = (�0; �1; : : : ; �k) �es tegy�uk fel, hogy

9M1;M2 > 0, hogy EV 2
ij � M1 < 1 �es E

NP
i=1

�2i = M2 < 1: Jel�olje Z1;Z2; : : : ;Zn; : : : a

Z-vel azonos eloszl�as�u, teljesen f�uggetlen elemekb}ol �all�o sorozatot! Tegy�uk fel tov�abb�a, hogy

f
ngn=1;2;::: olyan pozit��v tag�u sz�amsorozat, melyre
1P
n=0


n =1; �es
1P
n=0


2n <1 teljes�ul.

Akkor az Cn+1 = Cn� 
n

�
�
n+1

Cn � �n+1

�
; n = 0; 1; : : : rekurz��v megad�as�u sorozatra

lim
n!1



Cn �A�1m


 = 0 teljes�ul 1 val�osz��n}us�eggel.

Bizony��t�as: Meg fogjuk mutatni, hogy teljes�ulnek a 4.3.1. t�etel felt�etelei, annak a 4.3.2.
t�etel speci�alis esete. El}osz�or megmutatjuk, hogy

(�) 9K1 > 0 :
�
c�A�1m

�T �
Ac�m

� � K1



c�A�1m


 8c 2 Rk+1 -re.

Mivel A szimmetrikus �es pozit��v de�nit az A' = �' saj�at�ert�ek egyenletnek l�etezik

f�n;'ngn=0;1;:::k megold�asrendszere, ahol f'ngn=0;1;:::k ortonorm�alt rendszer Rk+1 -ben, �es
�i � 0; i = 0; 1; : : : ; k. S}ot �i > 0; i = 0; 1; : : : ; k is, mivel ellenkez}o esetben az A' = 0 egyen-

letnek lenne nem trivi�alis megold�asa, ami ellentmond annak, hogy A�1 l�etezik. Ekkor teh�at

vehetj�uk a k�ovetkez}o sorfejt�eseket: c =
kP
i=0

ci'i;m =
kP
i=0

mi'i . Ezekkel A
�1m.=

kP
i=0

1
�i
mi'i:

Ezt alkalmazva nyerj�uk, hogy

�
c�A�1m

�T �
Ac�m

�
=

kX
i=0

�
ci � 1

�i
mi

�
(�ici �mi) =

NX
i=1

�i

�
ci � 1

�i
mi

�2

�

�
�
min
0�i�k

�i

� kX
i=0

�
ci � 1

�i
mi

�2

=

�
min
0�i�k

�i

�

c�A�1m


2 :

A

K1 =

�
min
0�i�k

�i

�
v�alaszt�assal igazoltuk a (�) egyenl}otlens�eget, ahonnan m�ar k�ovetkezik a 4.3.1. t�etel (�) fel-
t�etel�enek teljes�ul�ese. A 4.3.2. t�etel bizony��t�as�at teh�at befejezhetj�uk, ha m�eg megmutatjuk,
hogy 8c 2 Rk+1 -re

E kf (c;Z)k2 = E


��c� �

�

2 � K
�
1 +



c�A�1m


2�
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valamely K > 0-ra. Ugyanis a fenti rel�aci�o �eppen a 4.3.1. t�etel (��) felt�etel�enek teljes�ul�es�evel
ekvivalens. El}osz�or is 

�c� �



2 = 

� �c�A�1m+A�1m
�� �



2 �
� 

�

2 �

c�A�1m



2 + 

A�1m


2�+ k�k2 �

�
0
@ NX

i=1

NX
j=1

V 2
ij

1
A�

c�A�1m



2 + 

A�1m


2�+ k�k2 :

Innen

�c� �


2 � (k + 1)2M1

�

c�A�1m


2 + 

A�1m

2�+M2 � K

�
1 +



c�A�1m


2�

ad�odik, ahol

K = max
n
(k + 1)2M1; (k + 1)2M1



A�1m

2 +M2

o
:

4.3.2. N�egyzetes hiba minimaliz�al�asa

A n�egyzetes hiba minimaliz�al�as�anak probl�em�aja a line�aris regresszi�os probl�em�ara vezethet}o
vissza. A probl�ema most az, hogy az X = (X0;X1;X2; : : : ;XN )

T ;X0 � 1 val�osz��n}us�egi vek-
torv�altoz�o komponenseinek milyen line�aris kombin�aci�oj�aval k�ozel��thet}o legjobban az Y c�el-
v�altoz�o, azaz milyen c = (c0; c1; : : : ; ck)

T 2 Rk+1 s�ulyok eset�en lesz minim�alis az m(c) =

E

�
kP
i=0

ciXi � Y

�2
�atlagos n�egyzetes hiba. Tekints�uk most az l (c;y) =

�
kP
i=0

ciyi � yk+1

�2
f�uggv�enyt! A minimaliz�al�ashoz sz�armaztatnunk kell az l (c;y) f�uggv�eny c vektor szerinti gra-
diensvektor�at:

f (c;y) = grad
c

l (c;y) =

= 2

  
kX
i=0

ciyi

!
y0;

 
kX
i=0

ciyi

!
y1; : : : ;

 
kX
i=0

ciyi

!
yk

!T

� 2 (yk+1y0; yk+1y1; : : : ; yk+1yk)
T =

= Bc� b; ahol B = 2

0
B@ y0y0 � � � y0yk

...
. . .

...
yky0 � � � ykyk

1
CA

�es
b = 2 (yk+1y0; yk+1y1; : : : ; yk+1yk)

T :

M�asr�eszt a m n�egyzetes hiba gradiens�ere:

grad
c

m (c) = grad
c

E

"
kX
i=0

ciXi � Y

#2
= grad

c

E

2
4 kX
i=0

kX
j=0

cicjXiXj � 2

kX
i=0

ciXiY � Y 2

3
5 =

= grad
c

2
4 kX
i=0

kX
j=0

cicjEXiXj � 2
kX
i=0

ciEXiY �EY 2

3
5 :
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Innen, tekintettel arra, hogy

@

@cj

kX
i=0

kX
j=0

cicjEXiXj = 2
kX
i=0

ciEXiXj

�es

@

@cj

kX
i=0

ciEXiY = EXjY

�eppen az ad�odik, hogy

grad
c

m (c) = 2

 
kX
i=0

ciEXiX0;

kX
i=0

ciEXiX1; : : : ;

kX
i=0

ciEXiXk

!T

�

�2 (EX0Y;EX1Y; : : : ;EXkY ) = Ac�m;

ahol

A =

0
B@ EX0X0 � � � EX0Xk

...
. . .

...
EXkX0 � � � EXkXk

1
CA �es m = 2 (EX0Y;EX1Y; : : : ;EXkY )

T :

V�eg�ul, ha

� = XXT = 2

0
B@ X0X0 � � � X0Xk

...
. . .

...
XkX0 � � � XkXk

1
CA �es � = (X0Y;X1Y; : : : ;XkY )

T ;

akkor a Z =
�
�;�

�
�es f (c;Z) = �c�� jel�ol�esekkel, r (c) = Ef (c;Z) = E

�
�
�
c�E� = Ac�m

a regresszi�os f�uggv�eny. Keresend}o az r (c) = 0 egyenlet gy�oke, ahol a m (c) n�egyzetes hiba
minim�alis lesz.

4.3.3. t�etel: Tegy�uk fel, hogy A�1 l�etezik �es E
�
X4
i

�
<1; i = 0; 1; : : : ; k; EY 4 <1:

Ha fZngn=1;2;::: Z-vel azonos eloszl�as�u val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o sorozat (Zi =
�
�
i
;�i

�
),

akkor a

Cn+1 = Cn � 
n

�
�
n+1

Cn � �n+1

�
; n = 0; 1; 2; : : : ;

C0 = c0 2 Rk+1

rekurz��v k�eplettel de�ni�alt val�osz��n}us�egi vektorv�altoz�o sorozatra lim
n!1



Cn �A�1m


 = 0 1

val�osz��n}us�eggel, felt�eve, hogy
1P
n=0


n =1; �es
1P
n=0


2n <1 teljes�ul.

Bizony��t�as: A de�n��ci�oj�ab�ol l�athat�oan szimmetrikus �es pozit��v szemide�nit, hiszen tet-

sz}oleges t 2Rk+1 -re tTAt = E
�
tT�t

�
= E

�
tTXXT t

�
= E

�
XT t

�2 � 0: Megmutatjuk, hogy

9M1;M2 > 0; amivel E
h
X2
i X

2
j

i
� M1 �es E k�k2 =

kP
i=0

EX2
i Y

2 � M2: A Cauchy{Schwarz-

egyenl}otlens�eget felhaszn�alva ez azonnal ad�odik, hiszen

E
�
X2
iX

2
j

� �rE
�
X4
i

�
E
h
X4
j

i
<1



76 4. FEJEZET Regresszi�oanal��zis

�es
kX
i=0

EX2
i Y

2 �
kX
i=0

q
E
�
X4
i

�
E [Y 4] <1:

Teh�at teljes�ulnek a 4.3.2. t�etel felt�etelei, akkor az �all��t�as is igaz lesz.

Megjegyz�es: A sztochasztikus approxim�aci�o m�odszer�evel t�argyalhat�o a nemline�aris regresz-
szi�o feladat�anak gradiens vektoros megold�asi m�odja is, amikor az l (c;Z) = kf (c;X) � Y k2
alak�u �es f (c;x) nemline�aris x-ben.



5. fejezet

Eloszl�asbecsl�es

Nemparam�eteres statisztika eset�en nem �all rendelkez�esre semmilyen el}ozetes inform�aci�o a val�o-
sz��n}us�egi v�altoz�o eloszl�as�ar�ol, ��gy nem haszn�alhatjuk azt a tud�ast | mint param�eteres esetben
|, hogy az eloszl�as egy param�eteres oszt�aly eleme lenne. �Igy a szab�alyok alapvet}o tulajdon-
s�againak is eloszl�asf�uggetlennek kell lenni�uk.

5.1. Eloszl�asf�uggv�eny becsl�ese

Legyen X val�os �ert�ek}u val�osz��n}us�egi v�altoz�o. A feladat az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o F (x)
eloszl�asf�uggv�eny�enek becsl�ese f�uggetlen, azonos eloszl�as�u X1;X2; : : : ;Xn mint�akb�ol. Mint

kor�abban l�attuk, az Fn(x) =
1
n

nP
i=1

IfXi<xg empirikus eloszl�asf�uggv�eny konstru�al�asa egyr�eszt

eloszl�asf�uggetlen, m�asr�eszt egyenletes a konvergenci�aja minden F (x)-re (Glivenko{Cantelli-t�e-
tel):

lim sup
n!1 x2R

jF (x)� Fn(x)j = 0

1 val�osz��n}us�eggel. A konvergencia sebess�eg�er}ol a Glivenko{Cantelli-t�etel nem ad felvil�agos��-
t�ast. A k�ovetkez}o t�etelek azt mondj�ak, hogy n minta k�or�ulbel�ul 1p

n
nagys�agrend}u k�ozel��t�eshez

elegend}o:

5.1.1. t�etel: (Szmirnov)

Ha az F (x) eloszl�asf�uggv�eny folytonos, akkor

limP

�p
n sup
x2R

(Fn(x)� F (x)) < y

�
=

�
1� e�2y2 ; ha y > 0
0 k�ul�onben.

5.1.2. t�etel: (Kolmogorov)

Ha F (x) folytonos, akkor

lim
n!1P

�p
n sup
x2R

jFn(x)� F (x)j < y

�
=

�
K(y); ha y > 0
0 k�ul�onben,

ahol

K(y) =
1X

k=�1
(�1)ke�2k2y2

77
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Vegy�uk �eszre, hogy az el}obbi t�etelekben a hat�areloszl�as nem f�ugg az elm�eleti eloszl�asf�ugg-
v�enyt}ol.

Most adunk egy alternat��v bizony��t�ast az empirikus eloszl�asf�uggv�eny egyenletes konver-
genci�aj�ara, amely sok hasznos �oteletet tartalmaz �es seg��t a k�ovetkez}o fejezet fontos t�etel�enek,
a Vapnik{Chervonenkis-egyenl}otlens�egnek a bizony��t�as�aban.

5.1.3. t�etel: (Glivenko{Cantelli)
Legyen X1; : : : ;Xn f�uggetlen, azonos eloszl�as�u val�os �ert�ek}u val�osz��n}us�egi v�altoz�o F (x) =
P(X1 � x) eloszl�asf�uggv�ennyel. Ekkor

P

�
sup
x2R

jFn(x)� F (x)j > "

�
� 8(n+ 1)e�n"

2=32

�es ��gy a Borel{Cantelli-lemma miatt

lim
n!1 sup

x2R
jFn(x)� F (x)j = 0

1 val�osz��n}us�eggel.

A t�etel bizony��t�as�ahoz sz�uks�eg�unk lesz a Hoe�ding-egyenl}otlens�egre.

5.1.4. t�etel: (Hoe�ding)
Legyenek X1; : : : ;Xn f�uggetlen korl�atos val�osz��n}us�egi v�altoz�ok �ugy, hogy Xi 2 [ai; bi] egy

val�osz��n}us�eggel. Jel�olje az �osszeg�uket Sn, vagyis Sn =
nP
i=1

Xi. Ekkor minden " > 0-ra

PfSn �ESn � "g � e
�2"2=

nP
i=1

(bi�ai)2

�es

PfSn �ESn � �"g � e
�2"2=

nP
i=1

(bi�ai)2
:

Az egyenl}otlens�eg bizony��t�as�ahoz haszn�alunk egy seg�edegyenl}otlens�eget:

5.1.1. lemma: Legyen X olyan val�osz��n}us�egi v�altoz�o, amelyre EX = 0, a � X � b.
Ekkor minden s > 0-ra,

E
�
esX
	 � es

2(b�a)2=8:

Bizony��t�as: Az exponenci�alis f�uggv�eny konvexit�as�ab�ol k�ovetkezik, hogy

esx � x� a

b� a
esb +

b� x

b� a
esa; ha a � x � b.

Legyen p = �a=(b� a), ekkor kihaszn�alva, hogy EX = 0

EesX � b

b� a
esa � a

b� a
esb

=
�
1� p+ pes(b�a)

�
e�ps(b�a)

def
= e�(u);
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ahol u = s(b� a), �es �(u) = �pu+ log(1� p+ peu). Mivel � deriv�altja

�0(u) = �p+ p

p+ (1� p)e�u
;

ez�ert �(0) = �0(0) = 0. A m�asodik deriv�alt, pedig

�00(u) =
p(1� p)e�u

(p+ (1� p)e�u)2
� 1

4
:

�Igy a Taylor-sorfejt�es szerint valamely � 2 [0; u]-ra,

�(u) = �(0) + u�0(0) +
u2

2
�00(�) � u2

8
=
s2(b� a)2

8
:

Az 5.1.4 t�etel bizony��t�asa:

A bizony��t�as az �ugynevezett Cherno�-technik�an alapul. A Markov-egyenl}otlens�egb}ol tudjuk,
hogy minden X nemnegat��v val�osz��n}us�egi v�altoz�ora �es " > 0-ra,

PfX � "g � EX

"
:

Ez�ert, ha s tetsz}oleges pozit��v sz�am, akkor minden X val�osz��n}us�egi v�altoz�ora

PfX � "g = PfesX � es"g � EesX

es"
:

A Cherno�-technika l�enyege, hogy keres�unk egy olyan s > 0-t, amely minimaliz�alja, vagy
kell}oen kicsiv�e teszi a fels}o korl�atot.

PfSn �ESn � "g

� e�s"E

(
exp

 
s

nX
i=1

(Xi �EXi)

!)

= e�s"
nY
i=1

E
n
es(Xi�EXi)

o
(Xi-k f�uggetlens�ege miatt)

� e�s"
nY
i=1

es
2(bi�ai)2=8 (5.1.1 lemma miatt)

= e�s"e
s2

nP
i=1

(bi�ai)2=8

= e
�2"2

nP
i=1

(bi�ai)2
(s = 4"

nP
i=1

(bi � ai)
2-t v�alasztva):

A m�asodik egyenl}otlens�eg hasonl�oan bizony��that�o.

Az 5.1.4 t�etel k�et egyenl}otlens�eg�et �osszekombin�alva kaphatjuk, hogy

PfjSn �ESnj � "g � 2e
�2"2

nP
i=1

(bi�ai)2
:
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Az 5.1.3 t�etel bizony��t�asa:

Vezess�uk be a k�ovetkez}o jel�ol�eseket: �(A) = P(X 2 A) �es �n(A) = 1
n

nP
i=1

IfXi2Ag minden

A � R m�erhet}o halmazra. Legyen A a (�1; x]; x 2 R alak�u halmazok csal�adja. Ezekkel a
jel�ol�esekkel

sup
x2R

jFn(x)� F (x)j = sup
A2A

j�n(A) � �(A)j

Feltehetj�uk, hogy n"2 � 2, hiszen k�ul�onben a fels}o korl�at trivi�alis (� 1).

1. L�EP�ES: Szimmetriz�al�as szellemmint�aval

Legyenek X 0
1; : : : ;X

0
n 2 R val�osz��n}us�egi v�altoz�ok �ugy, hogy X1; : : : ;Xn;X

0
1; : : : ;X

0
n mind

f�uggetlen �es azonos eloszl�as�u. Jel�olje �0n az �uj mint�ak szerinti empirikus m�ert�eket:

�0n(A) =
1

n

nX
i=1

IfX0
i2Ag

Ekkor megmutatjuk, hogy n"2 � 2-re

P

�
sup
A2A

j�n(A)� �(A)j > "

�
� 2P

�
sup
A2A

���n(A)� �0n(A)
�� > "

2

�
Ehhez legyen A� 2 A egy olyan halmaz, amelyre j�n(A�)� �(A�)j > ", ha ilyen halmaz
l�etezik, k�ul�onben legyen A� egy r�ogz��tett A-beli halmaz. Ekkor

P

�
sup
A2A

���n(A)� �0n(A)
�� > "

2

�
� P

����n(A�)� �0n(A
�)
�� > "

2

�
�

� P
�
j�n(A�)� �(A�)j > ";

���0n(A�)� �(A�)
�� < "

2

�
=

= E
�
Ifj�n(A�)��(A�)j>"gP

����0n(A�)� �(A�)
�� < "

2

���X1; : : : ;Xn

��
A felt�eteles val�osz��n}us�eget becs�ulhetj�uk a Csebisev-egyenl}otlens�eg seg��ts�eg�evel a k�ovet-
kez}ok�eppen, ha n"2 � 2:

P
����0n(A�)� �(A�)

�� < "

2

���X1; : : : ;Xn

�
�

� 1� �(A�)(1 � �(A�))
n"2=4

� 1� 1

n"2
� 1

2

�Osszefoglalva teh�at

P

�
sup
A2A

���n(A)� �0n(A)
�� > "

2

�
� 1

2
P (j�n(A�)� �(A�)j > ") �

� 1

2
P

�
sup
A2A

j�n(A)� �(A)j > "

�

2. L�EP�ES: Szimmetriz�al�as v�eletlen el}ojelekkel

Legyenek �1; : : : ; �n f�uggetlen, azonos eloszl�as�u X1; : : : ;Xn;X
0
1; : : : ;X

0
n-t}ol f�uggetlen

f�1; 1g �ert�ek}u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, P(�i = �1) = P(�i = 1) = 1
2 val�osz��n}us�egek-

kel. Mivel X1;X
0
1; : : : ;Xn;X

0
n mind f�uggetlen �es azonos eloszl�as�u,

sup
A2A

�����
nX
i=1

�
IfXi2Ag � IfX0

i2Ag
������
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�es

sup
A2A

�����
nX
i=1

�i

�
IfXi2Ag � IfX0

i2Ag
������

azonos eloszl�as�u. �Igy az 1. l�ep�es miatt

P

�
sup
A2A

j�n(A)� �(A)j > "

�
�

� 2P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

(IfXi2Ag � IfX0
i2Ag)

����� > "

2

!
=

= 2P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�i(IfXi2Ag � IfX0
i2Ag)

����� > "

2

!

Az uniokorl�atot haszn�alva megszabadulhatunk az X 0
1; : : : ;X

0
n seg�ed val�osz��n}us�egi v�alto-

z�okt�ol

P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�i(IfXi2Ag � IfX0
i2Ag)

����� > "

2

!
�

� P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

!
+P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfX0
i2Ag

����� > "

4

!
=

= 2P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

!

3. L�EP�ES:

A P

�
sup
A2A

1
n

���� nP
i=1

�iIfXi2Ag

���� > "
4

�
= P

�
sup
x2R

1
n

���� nP
i=1

�iIfXi�xg

���� > "
4

�
val�osz��n}us�eg becsl�e-

s�ehez n�ezz�uk el}osz�or a felt�eteles val�osz��n}us�eget felt�eve X1; : : : ;Xn-et. Vegy�uk �eszre, hogy
r�ogz��tett x1; : : : ; xn 2 R-re, ahogy x v�egigfut R-en a k�ul�onb�oz}o (Ifx1<xg; Ifx2<xg; : : : ; Ifxn<xg)
vektorok sz�ama legfeljebb n + 1. Ez�ert r�ogz��tett X1; : : : ;Xn-re a szupr�emum a fenti
val�osz��n}us�egben legfeljebb n + 1 val�osz��n}us�egi v�altoz�o maximuma. �Igy, alkalmazva az
uniokorl�atot

P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!
�

� (n+ 1) sup
A2A

P

 
1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!

�Igy mivel a szupr�emum k��v�ulre ker�ult, el�eg a

P

 
1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!

felt�eteles val�osz��n}us�egre tal�alni egy exponenci�alis fels}o korl�atot.
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4. L�EP�ES:

R�ogz��tett x1; : : : ; xn-re
nP
i=1

�iIfxi2Ag n darab f�uggetlen, 0 v�arhat�o �ert�ek}u, �1 �es 1 k�oz�otti
val�osz��n}us�egi v�altoz�o �osszege, ez�ert alkalmazhatjuk a Hoe�ding-egyenl}otlens�eget:

P

 
1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!
� 2e�n"

2=32:

�Igy

P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!
� 2(n+ 1)e�n"

2=32:

Mindk�et oldal v�arhat�o �ert�ek�et v�eve

P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

!
� 2(n+ 1)e�n"

2=32:

�Osszefoglalva teh�at azt kapjuk, hogy

P

�
sup
A2A

j�n(A)� �(A)j > "

�
� 8(n+ 1)e�n"

2=32:

5.2. Vapnik{Chervonenkis-elm�elet

Ebben a fejezetben a Glivenko{Cantelli-t�etel egy �altal�anos��t�as�at bizony��tjuk. Legyen most
X d-dimenzi�os val�osz��n}us�egi v�altoz�o, �es legyenek X1; : : : ;Xn az X eloszl�as�ab�ol vett f�uggetlen

mint�ak. Haszn�aljuk a k�ovetkez}o jel�ol�eseket: �(A) = P(X 2 A) �es �n(A) = 1
n

nP
i=1

IfXi2Ag

minden m�erhet}o A � Rd halmazra.

5.2.1. de�n��ci�o: Legyen x1; : : : ; xn n darab Rd -beli r�ogz��tett pont, A pedig az Rd -beli
halmazok egy csal�adja. Ekkor legyen NA(x1; : : : ; xn) az

fx1; : : : ; xng \A

alak�u halmazok sz�ama, ha A 2 A. Vagyis NA(x1; : : : ; xn) azt mutatja, hogy az A-beli halma-
zokkal az x1; : : : ; xn pontoknak h�anyf�ele k�ul�onb�oz}o r�eszhalmaz�at lehet kimetszeni.

Az A halmazcsal�ad n-edik shatter egy�utthat�oja

s(A; n)
def
= max

x1;:::;xn2Rd
NA(x1; : : : ; xn):

Nyilv�anval�oan s(A; n) � 2n, hiszen egy n pont�u halmaznak �osszesen 2n r�eszhalmaza van.
Ha s(A; n) = 2n, vagyis valamely n pontra NA(x1; : : : ; xn) = 2n, akkor azt mondjuk, hogy A
darabokra t�ori (vagy shattereli) fx1; : : : ; xng-t. Ha ez nem teljes�ul, akkor b�armely n pontnak
van olyan r�eszhalmaza, amelyet nem tudunk kiv�alasztani A-beli halmazzal. Az is nyilv�anval�o,
hogy ha valamely n0-ra s(A; n0) < 2n0 , akkor m�ar minden n > n0-ra s(A; n) < 2n.
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5.2.2. de�n��ci�o: A legnagyobb n0 sz�amot, amelyre m�eg van olyan n0 pont, amelyet A
darabokra t�or, vagyis

s(A; n0) = 2n0

az A csal�ad Vapnik{Chervonenkis-dimenzi�oj�anak (vagy VC-dimenzi�oj�anak) nevezz�uk, �es VA-
val jel�olj�uk. Ha minden n-re s(A; n) = 2n, akkor de�n��ci�o szerint VA =1.

Azokat az A halmazcsal�adokat, amelyekre VA < 1, Vapnik{Chervonenkis- (vagy VC-)
csal�adoknak h��vjuk.

5.2.1. t�etel: (Vapnik{Chervonenkis)
Minden � val�osz��n}us�egi m�ert�ekre �es A halmazoszt�alyra, minden n-re �es " > 0-ra

P

�
sup
A2A

j�n(A) � �(A)j > "

�
� 8s(A; n)e�n"

2=32

Bizony��t�as: K�ovetj�uk a Glivenko{Cantelli-t�etel bizony��t�as�anak menet�et. Most is feltehet-
j�uk, hogy n"2 � 2, hiszen k�ul�onben a korl�at trivi�alis (� 1).

Az els}o k�et l�ep�esben teljesen ugyan�ugy bebizony��tjuk, hogy

P

�
sup
A2A

j�n(A) � �(A)j > "

�
� 4P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

!

Az egyetlen k�ul�onbs�eg a 3. l�ep�esben van.

3. L�EP�ES:

Vegy�uk �eszre, hogy r�ogz��tett x1; : : : ; xn 2 Rd -re ahogy A v�egigfut A-n a k�ul�onb�oz}o
(Ifxi2Ag; : : : ; Ifxn2Ag) vektorok sz�ama nem m�as, mint az fX1; : : : ;Xng k�ul�onb�oz}o olyan
r�eszhalmazainak a sz�ama, amelyeket �ugy kaphatunk, hogy A-beli halmazokkal elmetsz-
sz�uk, ami de�n��ci�o szerint legfeljebb s(A; n). Ez�ert r�ogz��tett X1; : : : ;Xn-re a szupr�emum
a

P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

!

val�osz��n}us�egben legfeljebb NA(X1; : : : ;Xn) � s(A; n) val�osz��n}us�egi v�altoz�o maximuma.
Az uniokorl�attal kapjuk, hogy

P

 
sup
A2A

1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!
�

� s(A; n) sup
A2A

P

 
1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!

�Igy, mivel a szupr�emum k��v�ulre ker�ult, el�eg a

P

 
1

n

�����
nX
i=1

�iIfXi2Ag

����� > "

4

�����X1; : : : ;Xn

!

felt�eteles val�osz��n}us�egre tal�alni egy exponenci�alis fels}o korl�atot. Ezt a Glivenko{Can-
telli-t�etel bizony��t�as�anak 4. l�ep�es�evel teljesen azonos m�odon tehetj�uk meg, �es ��gy v�eg�ul
kapjuk, hogy

P

�
sup
A2A

j�n(A) � �(A)j > "

�
� 8s(A; n)e�n"

2=32:
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Ha a val�osz��n}us�egi v�altoz�oink val�osak �es az A halmazcsal�ad a (�1; x] alak�u halmazokb�ol
�all, ahol x 2 R, akkor

sup
A2A

j�n(A)� �(A)j = sup
x2R

jFn(x)� F (x)j

�es s(A; n) = n + 1, hiszen (�1; x] f�elegyenesekkel n pontnak n + 1 k�ul�onb�oz}o r�eszhalmaz�at
tudjuk kiv�alasztani: ;; fx1g; fx1; x2g; : : : ; fx1; x2; : : : ; xng, ha x1 < x2 < � � � < xn.

Ekkor teh�at a fenti t�etel azt mondja, hogy

P

�
sup
x2R

jFn(x)� F (x)j > "

�
� 8(n+ 1)e�n"

2=32:

Teh�at a fenti t�etel val�oban �altal�anos��tja az empirikus eloszl�asf�uggv�eny konvergenci�aj�ara vo-
natkoz�o kor�abbi eredm�enyt.

A k�ovetkez}o t�etel megmutatja a kapcsolatot egy halmazcsal�ad VC-dimenzi�oja �es shatter
egy�utthat�oja k�oz�ott.

5.2.2. t�etel: Ha az A halmazcsal�ad VC-dimenzi�oja VA, akkor minden n-re

s(A; n) �
VAX
i=1

�
n

i

�
:

Alkalmazva a binomi�alis t�etelt, ebb}ol mindj�art az is k�ovetkezik, hogy s(A; n) � (n+1)VA . S}ot
az is bebizony��that�o, hogy VA > 2-re s(A; n) � nVA �es minden VA-ra s(A; n) � nVA + 1.

Ez azt jelenti, hogy a shatter egy�utthat�ora vagy az igaz, hogy s(A; n) = 2n minden n-re,
vagy pedig az, hogy s(A; n) � nVA +1, ami akkor teljes�ul, ha A Vapnik{Chervonenkis-csal�ad,
vagyis a VC-dimenzi�oja v�eges. �Erdekes, hogy s(A; n) nem eshet a k�et nagys�agrend k�oz�e, azaz
nem lehet p�eld�aul nlnn vagy 2

p
n nagys�agrend}u. Ha VA <1, akkor a Vapnik{Chervonenkis-

egyenl}otlens�eg fels}o korl�atja exponenci�alis sebess�eggel cs�okken, ahogy n n}o.

A fenti t�etel fels}o korl�atja �eles.

5.2.3. t�etel: 1. Ha A a f�elegyenesek csal�adja, azaz A = f(�1; x]; x 2 Rg, akkor
VA = 1 �es s(A; n) = n+ 1 =

�n
0

�
+
�n
1

�
.

2. Ha A az intervallumok csal�adja: A = f[x1; x2]; x1; x2 2 Rg, akkor VA = 2 �es s(A; n) =
n(n+1)

2 + 1 =
�n
0

�
+
�n
1

�
+
�n
2

�
.

Bizony��t�as:

1. -et m�ar l�attuk.

2. -ben VA = 2 abb�ol l�atszik, hogy ha ler�ogz��t�unk 3 pontot az egyenesen, akkor nincs
olyan intervallum, amelyik tartalmazza a k�et sz�els}ot, de a k�oz�eps}ot nem. A shatter
egy�utthat�ot megkapjuk, ha �eszrevessz�uk, hogy legfeljebb n � k + 1 halmaz van fA \
fX1; : : : ;Xng; A 2 Ag-ban amelyre jA\fX1; : : : ;Xngj = k; k = 1; : : : ; n �es egy amelyre
jA \ fX1; : : : ;Xngj = 0. Ebb}ol

s(A; n) = 1 +
nX

k=1

(n� k + 1) =
n(n+ 1)

2
+ 1:
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�Altal�anos��tsuk a fenti eredm�enyt d dimenzi�ora.

5.2.4. t�etel: 1. Ha A = f(�1; x1]� � � � � (�1; xd]g, akkor VA = d.

2. Ha A az �osszes Rd -beli t�eglalap csal�adja, akkor VA = 2d.

Ezek ut�an megkaphatjuk az 5.1.3 t�etel �altal�anos��t�as�at d-dimenzi�os val�osz��n}us�egi v�altoz�ok-
ra.

5.2.5. t�etel: Legyen X1; : : : ;Xn 2 Rd f�uggetlen, azonos eloszl�as�u val�os �ert�ek}u val�osz��n}u-
s�egi v�altoz�o F (x) = P(X1 � x) eloszl�asf�uggv�ennyel. Ekkor

P

 
sup
x2Rd

jFn(x)� F (x)j > "

!
� 8nde�n"

2=32

�es ��gy a Borel{Cantelli-lemma miatt

lim
n!1 sup

x2Rd
jFn(x)� F (x)j = 0

1 val�osz��n}us�eggel.

Tal�an az egyik legfontosabb halmazcsal�ad az Rd -beli f�elterek csal�adja.

5.2.6. t�etel: Legyen A az Rd -beli f�elterek, azaz az fx : aTx � b; a 2 Rd ; b 2 Rg alak�u
r�eszhalmazok csal�adja. Ekkor VA = d+ 1.

N�ezz�unk meg egy negat��v p�eld�at:

5.2.7. t�etel: Ha A az �osszes R2 -beli konvex soksz�og csal�adja, akkor VA =1.

Bizony��t�as: Legyenek x1; : : : ; xn 2 R2 az egys�egk�or k�ul�onb�oz}o pontjai, ekkor k�onny}u l�at-
ni, hogy b�armely r�eszhalmazukhoz l�etezik olyan konvex soksz�og, amelyik pontosan azokat a
pontokat tartalmazza.
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6. fejezet

S}ur}us�egf�uggv�eny becsl�ese

6.1. Az L1 hiba

Az egyenletes konvergencia ellen�ere az empirikus eloszl�asf�uggv�eny sokszor nem bizonyul el�eg
j�o eloszl�asbecsl�esnek. A m�ert�ekelm�eletb}ol tudjuk, hogy az F (x) eloszl�asf�uggv�eny egy�ertel-
m}uen meghat�arozza a �(A) eloszl�ast. A Glivenko{Cantelli-t�etel azt mondja, hogy az Fn(x)
empirikus eloszl�asf�uggv�eny egyenletesen konverg�al az F (x) eloszl�asf�uggv�enyhez. �Ugy t}unik,
hogy ezzel megoldottuk a �(A) eloszl�asbecsl�es�enek probl�em�aj�at. Sajnos a statisztik�aban sok
probl�ema eset�en a �n(A) empirikus eloszl�asbecsl�es haszn�alhatatlan. Er}osebb hibakrit�eriumot
kell keresn�unk.

6.1.1. de�n��ci�o: K�et val�osz��n}us�egi m�ert�ek, � �es � vari�aci�os t�avols�aga

V (�; �) = sup
A
j�(A)� �(A)j;

ahol a szupr�emumot az �osszes Borel-halmaz felett vessz�uk.

6.1.1. t�etel: (Sche��e)
Ha a � �es � val�osz��n}us�egi m�ert�ek abszol�ut folytonos f , illetve g s}ur}us�egf�uggv�ennyel, akkor

V (�; �) =
1

2

Z
jf(x)� g(x)j dx:

Bizony��t�as: Jel�olje A� = fx : f(x) � g(x)g. Ekkor egyr�eszt

V (�; �) = sup
A
j�(A)� �(A)j = sup

A

������
Z
A

f(x) dx�
Z
A

g(x) dx

������ �

�
������
Z
A�

f(x) dx�
Z
A�

g(x) dx

������ =
Z
A�

(f(x)� g(x)) dx =

=
1

2

0
B@Z
A�

(f(x)� g(x)) dx+

Z
(A�)c

(g(x) � f(x)) dx

1
CA =

=
1

2

Z
jf(x)� g(x)j dx:

87
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M�asr�eszt������
Z
A

f(x) dx�
Z
A

g(x) dx

������ =
�������
Z

A\A�

(f(x)� g(x)) dx+

Z
A\(A�)c

(f(x)� g(x)) dx

������� �

� max

0
B@ Z
A\A�

(f(x)� g(x)) dx;

Z
A\(A�)c

(g(x)� f(x)) dx

1
CA �

� max

0
B@Z
A�

(f(x)� g(x)) dx;

Z
(A�)c

(g(x)� f(x)) dx

1
CA =

=
1

2

Z
jf(x)� g(x)j dx:

Teh�at

V (�; �) =
1

2

Z
jf(x)� g(x)j dx:

Ebb}ol a t�etelb}ol az k�ovetkezik, hogy ha tal�alunk egy L1-ben konzisztens s}ur}us�egf�uggv�eny-
becsl}ot, akkor abb�ol kaphatunk egy vari�aci�os t�avols�agban konzisztens eloszl�asbecsl}ot.

6.1.2. de�n��ci�o: Az fn s}ur}us�egf�uggv�enybecsl}o x-nek �es az f s}ur}us�egf�uggv�enyb}ol vett f�ug-
getlen, azonos eloszl�as�u X1; : : : ;Xn mint�aknak Borel-m�erhet}o f�uggv�enye:

fn(x) = fn(x;X1; : : : ;Xn):

Ha fn egy L1-ben konzisztens s}ur}us�egf�uggv�enybecsl}o, azaz

lim
n!1 jjf � fnjj = lim

n!1

Z
jf(x)� fn(x)j dx = 0

(sztochasztikusan) 1 val�osz��n}us�eggel, akkor a

~�n(A) =

Z
A

fn(x) dx

eloszl�asbecsl}ore
lim
n!1V (�; ~�n) = 0

(sztochasztikusan) 1 val�osz��n}us�eggel.

6.2. A hisztogram

Ha f a � val�osz��n}us�egi m�ert�ek s}ur}us�egf�uggv�enye, akkor
R
A

f = �(A) minden Borel-m�erhet}o

halmazra, f majdnem mindenhol egyenl}o a d�
d� Radon{Nikodym-deriv�alttal, ahol � a Lebes-

gue-m�ert�eket jel�oli. A legt�obb s}ur}us�egf�uggv�eny-becsl}o ezt a deriv�altat pr�ob�alja k�ozel��teni. K�et
standard L1-ben konzisztens s}ur}us�egbecsl}o a hisztogram �es a magf�uggv�enyes becsl}o.
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Legyen Pn = fAn1; An2; : : :g az Rd egy part��ci�oja pozit��v �es v�eges Lebesgue-m�ert�ek}u cel-
l�akra. Ekkor a hisztogram becsl}o az

fn(x) =
�n(An(x))

�(An(x))

f�uggv�eny, ahol �n az empirikus m�ert�ek, �es An(x) = Anj, ha x 2 Anj. A cell�ak gyakran hn
�elhossz�us�ag�u d dimenzi�os kock�ak, ebben az esetben

fn(x) =
�n(An(x))

hdn

6.2.1. t�etel: Tegy�uk fel, hogy �-nek l�etezik f s}ur}us�egf�uggv�enye. Ha a hisztogram becsl}o-
n�el minden orig�o k�oz�eppont�u S g�ombre

lim
n!1 sup

j:Anj\S 6=;
diam(Anj) = 0

�es

lim
n!1

jfj : Anj \ S 6= ;gj
n

= 0;

akkor

lim
n!1

Z
jf(x)� fn(x)j �(dx) = 0

1 val�osz��n}us�eggel, ahol diam(A) = sup
x;y2A

jjx� yjj.

Bizony��t�as:Z
jfn(x)� f(x)j�(dx) �

Z
jfn(x)�Efn(x)j�(dx)| {z }

vari�aci�os tag

+

Z
jEfn(x)� f(x)j�(dx)| {z }

torz��t�as

;

ahol Efn(x) a mint�ak szerinti v�arhat�o �ert�eket jel�oli.

Vari�aci�os tag:Z
jfn(x)�Efn(x)j�(dx) =

X
j

Z
Anj

jfn(x)�Efn(x)j�(dx) =
X
j

j�n(Anj)� �(Anj)j;

hiszen fn(x) konstans minden cell�an.

Jel�olje Mn = jfj : Anj \S 6= ;gj �es sz�amozzuk �at a cell�akat �ugy, hogy An1; An2; : : : ; AnMn

legyen az az Mn cella, amelyre Anj \ S 6= ;. Legyen Sn =
MnS
j=1

Anj.

Z
jfn(x)�Efn(x)j �

X
j�n(Anj � �(Anj)j+ �n(S

c
n) + �(Scn) �

�
X

j�n(Anj)� �(Anj)j+ j�n(Scn)� �(Scn)j+ 2�(Scn) �

�
X

j�n(Anj)� �(Anj)j+ j�n(Scn)� �(Scn)j+ 2�(Sc)
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Legyen A azon halmazok csal�adja, amelyek az An1; An2; : : : ; AnMn ; S
c
n v�eges egyes��t�esei.

Ekkor a Sche��e-t�etel miatt

MnX
j=1

j�n(Anj)� �(Anj)j+ j�n(Scn)� �(Scn)j = 2 sup
A2A

j�n(A)� �(A)j;

teh�at 2�(Sc) < " eset�en a Vapnik{Chervonenkis-egyenl}otlens�eg miatt

P

�Z
jfn(x)�Efn(x)j�(dx) > "

�
� P

�
2 sup
A2A

j�n(A)� �(A)j+ 2�(Sc) > "

�
=

= P

�
sup
A2A

j�n(A)� �(A)j > "

2
� �(Sc)

�
�

� 8s(A; n)e�n(
"
2
��(Sc))2=32 �

� 8 � 2Mn+1e�n(
"
2
��(Sc))2=32

A t�etel m�asodik felt�etele miatt
Mn

n
! 0;

teh�at elegend}oen nagy n-re a jobb oldal kisebb, mint

e�n(
"
2
��(Sc))2=64;

amely �osszegezhet}o, teh�at a Borel{Cantelli-lemma miatt a vari�aci�os tag tart 0-hoz 1 val�osz��-
n}us�eggel.

Torz��t�as:

Efn(x) =
�(An(x))

�(An(x))
=

1

�(An(x))

Z
An(x)

f(z)�(dz) =

Z
f(z)Kn(x; z)�(dz);

ahol Kn(x; z) =
Ifz2An(x)g
�(An(x))

.
Ha f folytonos, �es egy kompakt halmazon k��v�ul 0, akkor egyenletesen folytonos, ez�ert a

t�etel els}o felt�etele miatt a torz��t�as 0-hoz tart. Legyen most f tetsz}oleges, ekkor " > 0-hoz
l�etezik olyan ~f , amely folytonos, egy kompakt halmazon k��v�ul 0, �esZ

jf(x)� ~f(x)j�(dx) < ":

Ekkor Z
jf(x)�Efn(x)j�(dx) =

Z ����f(x)�
Z
f(z)Kn(x; z)�(dz)

���� �(dx) �
�
Z
jf(x)� ~f(x)j�(dx) +

Z ���� ~f(x)�
Z

~f(z)Kn(x; z)�(dz)

���� �(dx)+
+

Z ����
Z

~f(z)Kn(x; z)�(dz) �
Z
f(z)Kn(x; z)�(dz)

���� �(dx) �
� "+

Z ���� ~f(x)�
Z

~f(z)Kn(x; z)�(dz)

���� �(dx)+
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+

Z �Z
j ~f(z) � f(z)jKn(x; z)�(dx)

�
�(dz) =

= "+

Z ���� ~f(x)�
Z

~f(z)Kn(x; z)�(dz)

���� �(dx) +
Z
j ~f(z)� f(z)j�(dz) ! 2"

Itt igaz�ab�ol elmondtuk a Banach{Steinhaus-t�etel bizony��t�as�at, amely szerint ha egy oper�a-
torsorozat pontonk�ent konverg�al egy s}ur}u halmazon, �es az oper�atornorm�ak sorozata korl�atos,
akkor minden pontban konverg�al.

6.2.2. t�etel: Ha f egy orig�o k�ozep}u S kock�an k��v�ul 0, Lipschitz-folytonos, azaz

jf(x)� f(z)j � Cjjx� zjj;

akkor hn oldalhossz�us�ag�u d-dimenzi�os kock�akb�ol �all�o part��ci�o eset�en a hisztogramra

E

Z
jf � fnj � c1p

nhdn
+ c2hn;

teh�at

hn = c3n
� 1
d+2

v�alaszt�asra

E

Z
jf � fnj � cnn

� 1
d+2 :

Bizony��t�as:

E

Z
jf(x)� fn(x)j�(dx) �

Z
jf(x)�Efn(x)j�(dx)| {z }

torz��t�as

+E

Z
jfn(x)�Efn(x)j�(dx)| {z }

vari�aci�o

Vari�aci�o:
Legyen S olyan, hogy �(Sc) = 0. Jel�oljeMn azon cell�ak sz�am�at a part��ci�oban, amelyek metszik

S-et, Mn = jfj : Anj \ S 6= ;gj � Vol(S)
hdn

. Akkor

E

Z
jfn(x)�Efn(x)j �(dx) �

�
X

j: Anj\S 6=;
E

Z
Anj

jfn(x)�Efn(x)j �(dx) +
Z
Sc

2Efn(x)�(dx) =

=
X

j: Anj\S 6=;
E j�n(Anj)� �(Anj)j �

�
X

j: Anj\S 6=;

q
E j�n(Anj)� �(Anj)j2 =

=
X

j: Anj\S 6=;

r
�(Anj)(1 � �(Anj))

n
�
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�

vuut P
j: Anj\S 6=;

�(Anj)(1 � �(Anj))

n
�Mn �

(a Cauchy{Schwarz-egyenl}otlens�eg miatt)

�
s
Vol(S)

nhdn
:

Torz��t�as: Z
jf �Efnj =

Z ����f(x)�
Z
f(z)Kn(x; z)�(dz)

���� �(dx �
�
Z Z

jf(x)� f(z)jKn(x; z)�(dz) �(dx) �

�
Z Z

Cjjx� zjjKn(x; z)�(dz) �(dx) �

�
Z Z

ChnKn(x; z)�(dz) �(dx) = Chn

A magf�uggv�enyes becsl}ot a nemnegat��v, m�erhet}o K(x) magf�uggv�eny �es a pozit��v hn sorozat
hat�arozza meg:

fn(x) =
1

nhdn

nX
i=1

K

�
x�Xi

hn

�

6.2.3. t�etel: Tegy�uk fel, hogy �-nek l�etezik f s}ur}us�egf�uggv�enye. Ha a magf�uggv�enyes
becsl}on�el Z

K(x)�(dx) = 1; lim
n!1hn = 0 �es lim

n!1nhdn =1;

akkor

lim
n!1

Z
jf(x)� fn(x)j�(dx) = 0

1 val�osz��n}us�eggel, vagyis a magf�uggv�enyes becsl}o is er}osen konzisztens.

P�eld�ak magf�uggv�enyre:

� Naiv magf�uggv�eny
K(x) = Ifx2S0;rg

ahol S0;r orig�o k�ozep}u r sugar�u g�omb.

� Gauss magf�uggv�eny
K(x) = e�jjxjj

2

� Cauchy magf�uggv�eny

K(x) =
1

1 + jjxjjd+1

� Epanechnikov magf�uggv�eny

K(x) = (1� jjxjj2)Ifjjxjj�1g
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6.2.4. t�etel: Ha f egy orig�o k�ozep}u S g�omb�on k��v�ul 0, f di�erenci�alhat�o �es a gradiens
Lipschitz-folytonos, azaz

jjf 0(x)� f 0(z)jj � Cjjx� zjj;
akkor a magf�uggv�enyes becsl�esre

E

Z
jf � fnj � c1p

nhdn
+ c2h

2
n;

teh�at
hn = c3n

� 1
d+4

v�alaszt�asra

E

Z
jf � fnj � c4n

� 2
d+4 :

A param�eteres statisztik�aban a konzisztencia tiszt�az�asa ut�an az a legfontosabb k�erd�es,
hogy adott pontoss�aghoz mekkora mintanagys�ag kell, azaz mekkora az illet}o becsl�es konver-
genciasebess�ege. S}ur}us�egf�uggv�eny-becsl�es eset�eben, ha nem tesz�unk fel semmit az f s}ur}us�eg-
f�uggv�enyr}ol, akkor nem tudunk semmit mondani a konvergenciasebess�egr}ol, s}ur}us�egbecsl}ok
minden ffng sorozat�ara igaz az, hogy a v�arhat�o L1-hiba konvergenciasebess�ege tetsz}olegesen
kicsi lehet.

6.2.5. t�etel: S}ur}us�egbecsl}ok minden ffng sorozat�ahoz �es pozit��v sz�amok minden mono-
ton, 0-hoz tart�o an <

1
32 sorozat�ahoz l�etezik f s}ur}us�egf�uggv�eny �ugy, hogy

Ejjf � fnjj > an

minden n-re.
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7. fejezet

Regresszi�obecsl�es

7.1. A regresszi�os probl�ema

Legyen Y val�os �ert�ek}u val�osz��n}us�egi v�altoz�o �es legyen X d-dimenzi�os v�eletlen vektor (meg-
�gyel�es). X koordin�at�ai k�ul�onb�oz}o eloszl�as�uak lehetnek, lehet n�emelyik diszkr�et (p�eld�aul
bin�aris), m�asok lehetnek abszol�ut folytonosak. �Igy nem tesz�unk fel semmit X eloszl�as�ar�ol.
A regresszi�oanal��zis c�elja Y becsl�ese, ha X adott, azaz olyan f f�uggv�enyt keres�unk, amely X
�ert�ekk�eszlet�en van de�ni�alva, �es amelyre f(X)

"
k�ozel" van Y -hoz. Tegy�uk fel, hogy az anal��zis

f}o c�elja a n�egyzetesk�oz�ep-hiba minimaliz�al�asa:

min
f

E((f(X)� Y )2):

J�ol ismert, hogy a minimumot az

m(x) = E(Y jX = x)

regresszi�of�uggv�eny �eri el, ugyanis minden f m�erhet}o f�uggv�enyre

E((f(X)� Y )2) = E((m(X) � Y )2) +E((m(X) � f(X))2) =

= E((m(X)� Y )2) +

Z
jm(x)� f(x)j2 �(dx);

ahol � az X eloszl�as�at jel�oli. A jobb oldal m�asodik tagj�at a f f�uggv�eny integr�alt n�egyzetes
hib�aj�anak nevezik, �es J(f)-fel jel�olik

J(f) =

Z
jm(x)� f(x)j2 �(dx):

A n�egyzetes k�oz�ep hiba nyilv�an pontosan akkor lesz k�ozel a minimumhoz, ha a J(f) k�ozel
van a 0-hoz. A s}ur}us�egbecsl�essel szemben, ahol az L1-hiba volt a legalkalmasabb hibakrit�eri-
um, itt az L2-hiba a legfontosabb. R�aad�asul a s}ur}us�egbecsl�esn�el az L1-teret a Lebesgue-m�er-
t�ekkel de�ni�altuk, m��g a regresszi�obecsl�esn�el az L2-teret �-vel de�ni�aljuk.

A regresszi�obecsl�es feladat�an�al legyenek (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) f�uggetlen, azonos eloszl�a-
s�u p�eld�anyai (X;Y )-nak. Az mn regresszi�obecsl}o x-nek �es az (Xi; Yi) mint�aknak m�erhet}o
f�uggv�enye:

mn = mn(x; (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn)):

Az mn regresszi�obecsl�es m-hez val�o L2(�) konvergenci�aj�at vizsg�aljuk.

95
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7.1.1. de�n��ci�o: Az mn becsl}o gyeng�en univerz�alisan konzisztens, ha

J(mn)! 0 sztochasztikusan

(X;Y ) minden olyan eloszl�as�ara, amelyre EjY j2 <1.

7.1.2. de�n��ci�o: Az mn becsl}o er}osen univerz�alisan konzisztens, ha

J(mn)! 0 1 val�osz��n}us�eggel

(X;Y ) minden olyan eloszl�as�ara, amelyre EjY j2 <1.

7.2. Lok�alis �atlagol�ason alapul�o becsl}ok

A lok�alis �atlagol�o regresszi�obecsl}ok az

mn(x) =
nX
i=1

Wni(x;X1; : : : ;Xn)Yi

alak�u becsl}ok, ahol a Wni s�ulyok jellegzetesen nemnegat��vak, �osszeg�uk 1, tov�abb�a Wni nagy,
ha x k�ozel van Xi-hez, k�ul�onben kicsi. Ilyen t��pus�u regresszi�obecsl}o a hisztogram, a magf�ugg-
v�enyes �es a legk�ozelebbi szomsz�ed becsl}o.

Legyen Pn = fAn1; An2; : : :g az Rd egy part��ci�oja, �es minden x 2 Rd -re jel�olje An(x) az
x-et tartalmaz�o cell�at. Ekkor a hisztogrambecsl}o

mn(x) =

8>>>>>><
>>>>>>:

nX
i=1

YiIfXi2An(x)g

nX
i=1

IfXi2An(x)g

; ha

nX
i=1

IfXi2An(x)g > 0

0 k�ul�onben.

A cell�ak gyakran hn �elhossz�us�ag�u d-dimenzi�os kock�ak.

7.2.1. t�etel: Ha minden orig�o k�ozep}u S g�ombre

lim
n!1 sup

j: Anj\S 6=;
diam(Anj) = 0

�es

lim
n!1

jfj : Anj \ S 6= ;gj
n

= 0;

akkor a hisztogram regresszi�obecsl}o er}osen konzisztens, ha jY j � L valamely L < 1-re 1
val�osz��n}us�eggel.

Megjegyz�es: Ha a cell�ak hn �elhossz�us�ag�u kock�ak, akkor a t�etel felt�etelei: hn ! 0 �es
nhdn !1.

Miel}ott r�at�ern�enk a t�etel bizony��t�as�ara, kimondjuk �es bebizony��tjuk a Hoe�ding-egyen-
l}otlens�eg egy, McDiarmidt�ol sz�armaz�o �altal�anos��t�as�at, amelyre a 7.2.1 t�etel bizony��t�as�an�al
sz�uks�eg�unk lesz. Ehhez el}osz�or vezess�uk be a marting�al fogalm�at.
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7.2.1. de�n��ci�o: Val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egy Z1; Z2; : : : sorozat�at marting�alnak nevezz�uk,
ha

E fZi+1jZ1; : : : ; Zig = Zi 1 val�osz��n}us�eggel

minden i > 0-ra.
LegyenX1;X2; : : : val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egy tetsz}oleges sorozata. Z1; Z2; : : :-t azX1;X2; : : :

sorozat szerinti marting�alnak nevezz�uk, ha minden i > 0-ra Zi az X1; : : : ;Xi egy f�uggv�enye
�es

E fZi+1jX1; : : : ;Xig = Zi 1 val�osz��n}us�eggel.

Nyilv�anval�o, hogy ha Z1; Z2; : : : az X1;X2; : : : sorozat szerinti marting�al, akkor Z1; Z2; : : :
marting�al, hiszen

E fZi+1jZ1; : : : ; Zig = E fE fZi+1jX1; : : : ;Xig jZ1; : : : ; Zig
= E fZijZ1; : : : ; Zig
= Zi:

A legfontosabb p�elda marting�alra a f�uggetlen, nulla v�arhat�o �ert�ek}u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok
�osszege. Legyen U1; U2; : : : f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�o nulla v�arhat�o �ert�ekkel. Ekkor az

Si =

iX
j=1

Uj ; i > 0;

marting�al.

7.2.2. de�n��ci�o: Val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egy V1; V2; : : : sorozat�at marting�al di�erencia so-

rozatnak nevezz�uk, ha

E fVi+1jV1; : : : ; Vig = 0 1 val�osz��n}us�eggel

minden i > 0-ra.
V1; V2; : : :-t az X1;X2; : : : sorozat szerinti marting�al di�erencia sorozatnak nevezz�uk, ha

minden i > 0-ra Vi az X1; : : : ;Xi egy f�uggv�enye �es

E fVi+1jX1; : : : ;Xig = 0 1 val�osz��n}us�eggel.

Minden Z1; Z2; : : : marting�al term�eszetes m�odon vezet egy marting�al di�erenci�ahoz:

Vi = Zi � Zi�1:

7.2.2. t�etel: (Azuma{Hoe�ding)

Legyen X1;X2; : : : val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egy sorozata �es V1; V2; : : : az X1;X2; : : : sorozat
szerinti marting�al di�erencia sorozat. Tegy�uk fel, hogy l�etezik val�osz��n}us�egi v�altoz�ok egy
Z1; Z2; : : : sorozata �es nemnegat��v c1; c2; : : : konstansok �ugy, hogy minden i > 0-ra Zi az
X1; : : : ;Xi�1 egy f�uggv�enye �es

Zi � Vi � Zi + ci 1 val�osz��n}us�eggel.

Ekkor minden " > 0-ra �es n-re

P

(
nX
i=1

Vi � "

)
� e

�2"2
nP
i=1

c2i
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�es

P

(
nX
i=1

Vi � �"
)
� e

�2"2
nP
i=1

c2i
:

A bizony��t�as a Hoe�ding-egyenl}otlens�eg bizony��t�as�anak kiterjeszt�ese. Sz�uks�eg�unk lesz az
5.1.1 lemma anal�ogj�ara:

7.2.1. lemma: Tegy�uk fel, hogy a V �es Z val�osz��n}us�egi v�altoz�okra 1 val�osz��n}us�eggel igaz,
hogy EfV jZg = 0 �es, hogy valamely f f�uggv�enyre �es c � 0 konstansra

f(Z) � V � f(Z) + c:

Ekkor minden s > 0-ra

E
�
esV jZ	 � es

2c2=8:

A 7.2.2 t�etel bizony��t�asa:

A Hoe�ding-egyenl}otlens�eg bizony��t�as�ahoz hasonl�oan most is a Cherno�-technik�at haszn�aljuk.

Legyen Sk =
kP
i=1

Vi. Ekkor minden s > 0-ra

PfSn � "g � e�s"E
�
esSn

	
= e�s"E

�
esSn�1E

�
esVn jX1; : : : ;Xn�1

		
� e�s"E

�
esSn�1

	
es

2c2n=8 (7.2.1 lemma miatt)

� e�s"e
s2

nP
i=1

c2i =8
(ism�etelve az el}oz}o l�ep�eseket)

= e
�2"2

nP
i=1

c2i
(ha s = 4"=

nP
i=1

c2i ).

A m�asodik egyenl}otlens�eg hasonl�oan bizony��that�o.

7.2.3. t�etel: (McDiarmid)

Legyenek X1; : : : ;Xn f�uggetlen val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, amelyek �ert�ek�uket egy A halmazb�ol
veszik, �es tegy�uk fel, hogy f : An ! R f�uggv�enyre teljes�ul, hogy

sup
x1;:::;xn;
x0i2A

jf(x1; : : : ; xn)� f(x1; : : : ; xi�1; x0i; xi+1; : : : ; xn)j � ci; 1 � i � n:

Ekkor minden " > 0-ra

P ff(X1; : : : ;Xn)�Ef(X1; : : : ;Xn) � "g � e
�2"2/

nP
i=1

c2i
;

�es

P fEf(X1; : : : ;Xn)� f(X1; : : : ;Xn) � "g � e
�2"2/

nP
i=1

c2i
:
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Bizony��t�as: Legyen V = f(X1; : : : ;Xn)�Ef(X1; : : : ;Xn), V1 = EfV jX1g�EV , �es k > 1-
re,

Vk = EfV jX1 : : : ;Xkg �EfV jX1; : : : ;Xk�1g:
�Igy V =

nP
k=1

Vk. Vil�agos, hogy V1; : : : ; Vn az X1; : : : ;Xn szerinti marting�al di�erencia sorozatot

alkot. De�ni�aljuk a k�ovetkez}o val�osz��n}us�egi v�altoz�okat

Hk(X1; : : : ;Xk) = E ff(X1; : : : ;Xn)jX1; : : : ;Xkg ;

ekkor

Vk = Hk(X1; : : : ;Xk)�
Z
Hk(X1; : : : ;Xk�1; x)Fk(dx);

ahol Fk az Xk eloszl�asf�uggv�enye. Vezess�uk be a

Wk = sup
u

�
Hk(X1; : : : ;Xk�1; u)�

Z
Hk(X1; : : : ;Xk�1; x)Fk(dx)

�
;

�es a

Zk = inf
v

�
Hk(X1; : : : ;Xk�1; v) �

Z
Hk(X1; : : : ;Xk�1; x)Fk(dx)

�
:

val�osz��n}us�egi v�altoz�okat. Vil�agos, hogy Zk � Vk � Wk 1 val�osz��n}us�eggel. Mivel minden k-ra

Zk az X1; : : : ;Xk�1 egy f�uggv�enye, alkalmazhatjuk a 7.2.1 lemm�at V =
nP

k=1

Vk-ra, ha meg

tudjuk mutatni, hogy Wk � Zk � ck. De ez k�ovetkezik a t�etel felt�etelei miatt

Wk � Zk = sup
u

sup
v

(Hk(X1; : : : ;Xk�1; u)�Hk(X1; : : : ;Xk�1; v)) � ck;

Megjegyz�es: Ha az Xi-k korl�atosak, akkor az f(x1; : : : ; xn) =
nP
i=1

xi v�alaszt�assal a Hoe�-

ding-egyenl}otlens�eghez jutunk.

A 7.2.1 t�etel bizony��t�asa:

A t�etelt arra az esetre bizony��tjuk, amikor m(x) folytonos.
A c�elunk azt bebizony��tani, hogy

lim
n!1

Z
(mn(x)�m(x))2 �(dx) = 0

1 val�osz��n}us�eggel.
Legyen

m�
n(x) =

nP
i=1

YiIfXi2An(x)g

n�(An(x))
;

ekkor Z
(mn(x)�m(x))2 �(dx) �

� 2

�Z
(mn(x)�m�

n(x))
2 �(dx) +

Z
(m�

n(x)�m(x))2 �(dx)

�
=

= 2J1 + 2J2
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J2 1 val�osz��n}us�eg}u konvergenci�aj�ahoz megmutatjuk, hogy

P

�Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) > "

�
� e�n"

2=(32L2);

amib}ol

J2 =

Z
jm�

n(x)�m(x)j2 �(dx) � 2L

Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx)

�es a Borel{Cantelli-lemma miatt k�ovetkezik J2 1 val�osz��n}us�eg}u konvergenci�aja.Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) = E

Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx)+

+

�Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx)�E

Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx)
�

(*)

A h�aromsz�og egyenl}otlens�egb}ol

E

Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) �

�
Z
jEm�

n(x)�m(x)j �(dx) +E

Z
jm�

n(x)�Em�
n(x)j �(dx)

ahol az els}o tag a torz��t�as, a m�asodik a vari�aci�o. A k�oz�ep�ert�ekt�etel miatt

Em�
n(x) =

Z
Ifz2An(x)g
�(An(x))

m(z)�(dz) =

R
An(x)

m(z)�(dz)

�(An(x))
= m(an(x))

valamely an(x) 2 An(x)-re.
Torz��t�as:

Mivelm(x) folytonos, egyenletesen is folytonos az orig�o k�ozep}u S g�omb�on: 8� > 0-hoz 9�0 > 0:
jjx� zjj < �

0
eset�en jm(x)�m(z)j < �.Z

jEm�
n(x)�m(x)j �(dx) =

=

Z
S

jEm�
n(x)�m(x)j �(dx) +

Z
Sc

jEm�
n(x)�m(x)j �(dx) =

=

Z
S

jm(an(x))�m(x)j �(dx) +
Z
Sc

jEm�
n(x)�m(x)j �(dx) �

� � + 2L�(Sc) � "

4
;

hiszen ha jY j � L 1 val�osz��n}us�eggel, akkor jm(�)j � L. Teh�at a torz��t�as 0-hoz tart.
Vari�aci�o:

Jel�oljeMn azon cell�ak sz�am�at a part��ci�oban, amelyek metszik S-et, Mn = jfj : Anj \ S 6= ;gj.

E

Z
jm�

n(x)�Em�
n(x)j �(dx) =

= E

Z
S

jm�
n(x)�Em�

n(x)j �(dx) +E

Z
Sc

jm�
n(x)�Em�

n(x)j �(dx) �
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�
X

j: Anj\S 6=;
E

Z
Anj

jm�
n(x)�Em�

n(x)j �(dx) + 2L�(Sc) �

�
X

j: Anj\S 6=;

Z
Anj

q
E jm�

n(x)�Em�
n(x)j2 �(dx) + 2L�(Sc) �

�
X

j: Anj\S 6=;

Z
Anj

s
nL2�(Anj)

(n�(Anj))2
�(dx) + 2L�(Sc) �

�
X

j: Anj\S 6=;
L

r
�(Anj)

n
+ 2L�(Sc) �

� LMn

vuut 1
Mn

P
j: Anj\S 6=;

�(Anj)

n
+ 2L�(Sc) �

(Jensen-egyenl}otlens�eg)

� L

r
Mn

n
+ 2L�(Sc) � "

4

hiszen a t�etel m�asodik felt�etele szerint Mn

n ! 0, �es �(Sc) tetsz}olegesen kicsiv�e tehet}o.
�Igy teh�at el�eg nagy n-re

E

Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) � "

2
;

teh�at (*) miatt

P

�Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) > "

�
�

� P

�Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx)�E

Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) > "

2

�
A jobb oldalon �all�o val�osz��n}us�egre a McDiarmid-egyenl}otlens�eggel kaphatunk exponenci�alis
fels}o korl�atot.

R�ogz��ts�uk le az (x1; y1); : : : ; (xn; yn) 2 Rd � [�L;L] mint�ainkat �es cser�elj�uk ki (xi; yi)-t
(x0i; y

0
i)-re. Jel�olj�uk m�

ni-vel az ��gy kapott becsl}ot. Ekkor m�
n(x) �es m�

ni(x) maximum k�et
cell�an, An(xi)-n �es An(x

0
i)-n, k�ul�onb�ozik, ��gyZ

jm�
n(x)�m(x)j �(dx)�

Z
jm�

ni(x)�m(x)j �(dx) �

�
Z
jm�

n(x)�m�
ni(x)j �(dx) �

� 2L

n�(An(xi))
�(An(xi)) +

2L

n�(An(x0i))
�(An(x

0
i)) �

4L

n

Teh�at a McDiarmid-egyenl}otlens�eg felt�etele ci =
4L
n -nel teljes�ul, ��gy

P

�Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx)�E

Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) > "

2

�
� e�n"

2=(32L2)
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Teh�at el�eg nagy n -re

P

�Z
jm�

n(x)�m(x)j �(dx) > "

�
� e�n"

2=(32L2);

amib}ol k�ovetkezik, hogy J2 ! 0 1 val�osz��n}us�eggel.
J1 1 val�osz��n}us�eg}u konvergenci�aj�anak bel�at�as�ahoz vegy�uk �eszre, hogy ha �n(An(x)) 6= 0,

akkor

jm�
n(x)�m(x)j =

��������
nP
i=1

YiIfXi2An(x)g

n�(An(x))
�

nP
i=1

YiIfXi2An(x)g
nP
i=1

IfXi2An(x)g

�������� �

� L
nX
i=1

IfXi2An(x)g �

��������
1

n�(An(x))
� 1

nP
i=1

IfXi2An(x)g

�������� =

= L

��������
nP
i=1

IfXi2An(x)g

n�(An(x))
� 1

�������� = L jM�
n(x)� 1j ;

ahol M�
n(x) az m

�
n(x) speci�alis alakja, ha Y � 1.

Ha �n(An(x)) = 0, akkor

jm�
n(x)�mn(x)j = 0 � L jM�

n(x)� 1j :
�Igy teh�at

J1 =

Z
(mn(x)�m�

n(x))
2 �(dx) � L2

Z
(M�

n(x)� 1)2 �(dx)! 0

1 val�osz��n}us�eggel J2 1 val�osz��n}us�eg}u konvergenci�aja miatt.
Teh�at a t�etelt bebizony��tottuk.

A magf�uggv�enyes regresszi�obecsl}ot, a s}ur}us�egbecsl}oh�oz hasonl�oan, az abszol�ut integr�alhat�o
K(x) magf�uggv�eny �es a pozit��v hn sim��t�ot�enyez}o hat�arozza meg

mn(x) =

nP
i=1

YiK
�
x�Xi

hn

�
nP
i=1

K
�
x�Xi

hn

�
7.2.3. de�n��ci�o: A K(x) magf�uggv�eny regul�aris, ha nemnegat��v �es l�etezik S0;r orig�o k�o-

z�eppont�u, r > 0 sugar�u g�omb �es b > 0 konstans �ugy, hogy

K(x) � bIfx2S0;rg

�es Z
sup

u2x+S0;r
K(u) dx <1:
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7.2.4. t�etel: Ha a K(x) magf�uggv�eny regul�aris, hn ! 0, nhdn ! 1 �es jY j � L valamely
L <1-re 1 val�osz��n}us�eggel, akkor a magf�uggv�enyes regresszi�obecsl}o er}osen konzisztens.

A kn-legk�ozelebbi szomsz�ed becsl}o az x-hez legk�ozelebbi kn darab Xi mint�ahoz tartoz�o
Yi-ket �atlagolja. Legyen (X(1;n)(x); Y(1;n)(x)); : : : ; (X(n;n)(x); Y(n;n)(x)) az Xi-k x-t}ol vett t�a-
vols�aga szerint n�oveked}oen rendezett minta. X(i;n)(x) az x i-edik legk�ozelebbi szomsz�edja. Ha
jjXi � xjj = jjXj � xjj, akkor Xi k�ozelebbi, ha i < j. Ekkor

mn(x) =
1

kn

knX
i=1

Y(i;n)(x)

7.2.5. t�etel: Ha az jjX � xjj val�osz��n}us�egi v�altoz�o abszol�ut folytonos minden x-re, kn !
1, kn=n ! 0 �es jY j � L valamely L < 1-re 1 val�osz��n}us�eggel, akkor a kn-legk�ozelebbi
szomsz�ed regresszi�obecsl}o er}osen konzisztens.

Teh�at l�eteznek univerz�alisan konzisztens regresszi�obecsl}ok, de a konvergenciasebess�eg, a
s}ur}us�egf�uggv�eny-becsl�eshez hasonl�oan, itt is tetsz}olegesen kicsi lehet.

7.2.6. t�etel: Regresszi�obecsl}ok minden fmng sorozat�ahoz �es pozit��v sz�amok minden mo-
noton 0-hoz tart�o an < 1=64 sorozat�ahoz l�etezik (X;Y )-nak olyan eloszl�asa, amelyre X egyen-
letes eloszl�as�u [0; 1]-en, Y = m(X) �es

EJ(mn) = E

Z
(mn(x)�m(x))2 �(dx) > an

minden n-re.

7.3. Empirikus hibaminimaliz�al�as

Az eddig ismertetett regresszi�obecsl�esi m�odszerek a lok�alis �atlagol�as elv�en alapulnak. L�ete-
zik egy m�asik, hasonl�oan term�eszetes alapelv, az empirikus hibaminimaliz�al�as, amely szint�en
elvezethet univerz�alisan konzisztens becsl�esekhez.

V�alasztunk egy Fn f�uggv�enycsal�adot, �es a regresszi�obecsl�es ebb}ol a csal�adb�ol vehet f�uggv�e-
nyeket. Az Fn kiv�alaszt�asakor vagy az m(x) regresszi�of�uggv�enyr}ol szerzett ismereteink j�atsz-
hatnak szerepet, vagy Fn olyan f�uggv�enyekb}ol �all, amelyek sz�am��t�og�eppel bizonyos sz�am��t�asi
bonyolults�aggal realiz�alhat�ok.

Kor�abban m�ar l�attuk, hogy az m(x) regresszi�of�uggv�eny minimaliz�alja az L2-hib�at. Teh�at
mondhatn�ank azt, hogy minimaliz�aljuk E(f(X)�Y )2-t az Fn csal�adon. Ez azonban nyilv�an-
val�oan lehetetlen, mert a minimaliz�aland�o f�uggv�eny f�ugg az (X;Y ) ismeretlen eloszl�as�at�ol.

7.3.1. de�n��ci�o: Az empirikus L2-hiba a mint�akon elk�ovetett hib�ak n�egyzeteinek �atlaga:

1

n

nX
i=1

(f(Xi)� Yi)
2

Az empirikus hibaminimaliz�al�as sor�an azt a f�uggv�enyt v�alasztjuk ki Fn-b}ol, amelynek az
empirikus hib�aja minim�alis:

mn = argmin
f2Fn

 
1

n

nX
i=1

(f(Xi)� Yi)
2

!
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A k�erd�es, hogy mekkora az ��gy v�alasztott mn(x) becsl}o L2 hib�aja.Z
jmn(x)�m(x)j2 �(dx) =

= E
�
jmn(X)� Y j2 jDn

�
�E

�
jm(X)� Y j2

�
=

=

�
E
�
jmn(X)� Y j2 jDn

�
� inf

f2Fn
E
�
jf(X)� Y j2

��
+

+

�
inf
f2Fn

E
�
jf(X)� Y j2

�
�E

�
jm(X)� Y j2

��
A jobb oldalon szerepl}o els}o tag a becsl�esi hiba, a m�asodik tag pedig az approxim�aci�os hiba.
A becsl�esi hiba azt m�eri, hogy a becsl}o L2-hib�aja mennyire t�er el a f�uggv�enycsal�adbeli legjobb
f�uggv�eny L2-hib�aj�at�ol, az approxim�aci�os hiba pedig azt, hogy mennyire j�ol lehet a regresszi-
�of�uggv�enyt Fn-beli f�uggv�enyekkel k�ozel��teni L2 �ertelemben. Ha az Fn csal�ad nagy, akkor az
approxim�aci�os hiba ugyan lehet nagyon k�ozel 0-hoz, de lehet, hogy nincs el�eg mint�ank ahhoz,
hogy Fn-b}ol j�o becsl}ot v�alasszunk, azaz a becsl�esi hiba nagy lehet. Ha Fn kicsi, akkor pe-
dig az approxim�aci�os hiba lehet nagyon nagy. Ahhoz, hogy univerz�alisan konzisztens becsl}ot
kapjunk, azt kell megmutatni, hogy mindk�et tag 0-hoz tart.

Az approxim�aci�os hib�ara ez gyakran el�eg egyszer}u. El}osz�or is k�onnyen l�athat�o, hogy

inf
f2Fn

E jf(X)� Y j2 �E jm(X)� Y j2 = inf
f2Fn

Z
jf(x)�m(x)j �(dx):

Ha p�eld�aul Fn � Fn+1 minden n-re, akkor az, hogy minden � m�ert�ekre �es m 2 L2-re

lim
n!1 inf

f2Fn

Z
jf(x)�m(x)j2 �(dx) = 0

egyszer}uen azt jelenti, hogy
1S
n=1

Fn s}ur}u L2(�)-ben minden � m�ert�ekre. Ez igaz p�eld�aul, ha

1S
n=1

Fn s}ur}u C1
0 (Rd)-ben a szupr�emum norma szerint, mivel C1

0 (Rd) s}ur}u L2(�)-ben minden

� eloszl�asra �es Z
jf(x)�m(x)j2 �(dx) � jjf �mjj21

Most n�ezz�uk teh�at a becsl�esi hib�at.

7.3.1. lemma:

E
�
jmn(X)� Y j2 jDn

�
� inf

f2Fn
E jf(X)� Y j2 �

� 2 sup
f2Fn

����� 1n
nX
i=1

jf(Xi)� Yij2 �E jf(X)� Y j2
�����

Bizony��t�as:

E
�
jmn(X)� Y j2 jDn

�
� inf

f2Fn
E jf(X)� Y j2 =

= sup
f2Fn

 
E
�
(mn(X)� Y )2 jDn

�
� 1

n

nX
i=1

jmn(Xi)� Yij2+
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+
1

n

nX
i=1

jmn(Xi)� Yij2 � 1

n

nX
i=1

jf(Xi)� Yij2+

+
1

n

nX
i=1

jf(Xi)� Yij2 �E jf(X)� Y j2
!
�

� sup
f2Fn

 
E
�
(mn(X)� Y )2 jDn

�
� 1

n

nX
i=1

jmn(Xi)� Yij2+

+
1

n

nX
i=1

jf(Xi)� Yij2 �E jf(X)� Y j2
!
�

� 2 sup
f2Fn

����� 1n
nX
i=1

jf(Xi)� Yij2 �E jf(X)� Y j2
�����

Az els}o egyenl}otlens�eg mn v�alaszt�as�ab�ol ad�odik, mn minimaliz�alja az empirikus L2-hib�at Fn-
ben, ��gy 8f 2 Fn-re

1

n

nX
i=1

jmn(Xi)� Yij2 � 1

n

nX
i=1

jf(Xi)� Yij2 � 0

Teh�at ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a becsl�esi hiba 0-hoz tart, a lemma jobb oldal�an
�all�o kifejez�est kell vizsg�alnunk.

Legyen Z = (X;Y ); Zi = (Xi; Yi); i = 1; : : : ; n; gf (x; y) = jf(x)� yj2 minden f 2 Fn-re
�es Gn = fgf : f 2 Fng. Ekkor a fenti kifejez�es a k�ovetkez}o alakban ��rhat�o

sup
g2Gn

����� 1n
nX
i=1

g(Zi)�Eg(Z)

�����:
Teh�at egy �atlag �es a v�arhat�o �ert�eke k�oz�otti k�ul�onbs�eget akarjuk fel�ulr}ol becs�ulni egyenletesen
egy f�uggv�enycsal�ad felett.

Ha g korl�atos, azaz g : Rd�R ! [0;M ], akkor a Hoe�ding-egyenl}otlens�egb}ol kapjuk, hogy

P

 ����� 1n
nX
i=1

g(Zi)�Eg(Z)

����� > "

!
� 2e�2n"

2=M2

7.3.2. lemma:

sup
g2Gn

����� 1n
nX
i=1

g(Zi)�Eg(Z)

����� �M sup
g2Gn
t>0

����� 1n
nX
i=1

Ifg(Zi)>tg �P (g(Z) > t)

�����
Bizony��t�as: Haszn�aljuk a nemnegat��v val�osz��n}us�egi v�altoz�okra �erv�enyes

1Z
0

P(X > t) dt = EX

azonoss�agot.

sup
g2Gn

����� 1n
nX
i=1

g(Zi)�Eg(Z)

����� =
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= sup
g2Gn

������
1Z
0

 
1

n

nX
i=1

Ifg(Zi)>tg �P (g(Z) > t)

!
dt

������ �
�M sup

g2Gn
t>0

����� 1n
nX
i=1

Ifg(Zi)>tg �P (g(Z) > t)

�����

Legyen
Ĝn = ffz : g(z) > tg : g 2 Gn; t 2 [0;M ]g :

Bebizony��that�o a Vapnik{Chervonenkis-egyenl}otlens�eg �altal�anos��t�asa, amib}ol k�ovetkezik, hogy

P

 
sup
g2Gn

����� 1n
nX
i=1

g(Zi)�Eg(Z)

����� > "

!
� 8s(Ĝn; n)e

�n"=(32M2):

�Osszefoglalva az eddigieket, a k�ovetkez}ot kapjuk:

7.3.1. t�etel: Tegy�uk fel, hogy jY j � L valamely L < 1-re 1 val�osz��n}us�eggel. Legyen Fn
olyan f f�uggv�enyek csal�adja, amelyekre jf(x)j � �n minden x-re. Ekkor el�eg nagy n-re

P

�
E
�
jmn(X)� Y j2 jDn

�
� inf

f2Fn
E (f(X)� Y )2 > "

�
� 8nVĜn e�n"

2=128(4�2n)
2
:

Ahol a fels}o korl�at exponenci�alisan tart 0-hoz, ha Ĝn Vapnik{Chervonenkis dimenzi�oja v�eges
�es n

�4n
!1. Ebben az esetben teh�at a becsl�esi hiba 1 val�osz��n}us�eggel 0-hoz tart. Ahhoz, hogy

az approxim�aci�os hiba 0-hoz tartson viszont kell az, hogy �n !1.

Legyen p�eld�aul Fn a
KnX
j=1

aj	j(x) : a1; : : : ; aKn 2 R

alak�u line�aris kombin�aci�ok csal�adja, ahol a 	j-k R
d -b}ol R-be k�epez}o korl�atos f�uggv�enyek. Ha

ezen a csal�adon minimaliz�aljuk az empirikus n�egyzetes hib�at, akkor konzisztens becsl}ot ka-

punk, ha Kn !1; �n ! 1 �es �4nKn

n ! 0. Ha m�eg �4n
n1��

! 0 is teljes�ul valamilyen � > 0-ra,
akkor a becsl}o er}osen univerz�alisan konzisztens.

A kor�abban l�atott hisztogram becsl}o is egy emipirikus hibaminimaliz�al�o becsl}o. Legyen
Pn = fAn1; An2; : : :g az Rd egy part��ci�oja, �es legyen Fn azon f�uggv�enyek csal�adja, amelyek
minden cell�an konstansok. Ekkor a legkisebb empirikus n�egyzetes hib�aj�u becsl}ot �ugy kapjuk,
ha cell�ank�ent minimaliz�alunk. Egy cell�an pedig a minimumot az odaes}o Yi-k �atlaga adja, ami
nem m�as, mint a hisztogrambecsl}o �ert�eke az adott cell�an.



8. fejezet

Alakfelismer�es

8.1. A Bayes-d�ont�es �es k�ozel��t�ese

Az alakfelismer�esben Y k�et �ert�eket vehet fel, 0-t vagy 1-et (p�eld�aul, hogy egy p�aciens szenved-e
egy adott betegs�egben vagy nem). Az Y c��mke �ert�ek�ere szeretn�enk k�ovetkeztetni adott X 2 Rd

meg�gyel�esvektor alapj�an (ami tartalmazhatja pl. a p�aciens h}om�ers�eklet�et, v�ernyom�as�at stb.).
A d�ont�es vagy oszt�alyoz�asi szab�aly egy

g : Rd ! f0; 1g
f�uggv�eny, amelynek a min}os�eg�et az

L(g) = P (g(X) 6= Y )

hibaval�osz��n}us�eg m�eri. A c�el L(g) minimaliz�al�asa.

8.1.1. de�n��ci�o: Bayes-d�ont�es:

g�(x) =
�

1; ha P (Y = 1 jX = x) � 1
2

0 k�ul�onben.

L� = L(g�) az �un. Bayes-hiba.

A Bayes-d�ont�es optim�alis.

8.1.1. t�etel: Minden g : Rd ! f0; 1g d�ont�esf�uggv�enyre
P (g�(X) 6= Y ) � P (g(X) 6= Y ) :

Bizony��t�as: Igazak az al�abbi egyszer}u �atalak��t�asok:

P (g(X) 6= Y jX = x) = 1�P (Y = g(X) jX = x) =

= 1� (P (Y = 1; g(X) = 1 jX = x) +P (Y = 0; g(X) = 0 jX = x)) =

= 1� �Ifg(x)=1gP (Y = 1 jX = x) + Ifg(x)=0gP (Y = 0 jX = x)
�

�Igy teh�at minden x 2 Rd -re

P (g(X) 6= Y jX = x)�P (g�(X) 6= Y jX = x) =

= P (Y = 1 jX = x)
�
Ifg�(x)=1g � Ifg(x)=1g

�
+

+P (Y = 0 jX = x)
�
Ifg�(x)=0g � Ifg(x)=0g

�
=

= (2P (Y = 1 jX = x)� 1)
�
Ifg�(x)=1g � Ifg(x)=1g

� � 0

g� de�n��ci�oja alapj�an. Mindk�et oldalt � szerint integr�alva kapjuk a t�etel �all��t�as�at.

107
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A P (Y = 1 jX = x) �es P (Y = 0 jX = x) val�osz��n}us�egek az �un. a posteriori val�osz��n}us�e-
gek. Vegy�uk �eszre, hogy

P (Y = 1 jX = x) = E (Y jX = x) =m(x):

Teh�at a Bayes-d�ont�es a k�ovetkez}ok�eppen ��rhat�o

g�(x) =
�

1; ha m(x) � 1
2

0 k�ul�onben.

A Bayes-d�ont�eshez ismern�unk kellene a regresszi�of�uggv�enyt, ami tipikusan ismeretlen,
ez�ert most is a Dn = f(X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn)g f�uggetlen, azonos eloszl�as�u mint�akat haszn�al-
hatjuk. Olyan gn(x) = gn ((X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn); x) oszt�alyoz�asi szab�alyt szeretn�enk tal�alni,
amelynek az

L(gn) = P (gn(X) 6= Y j (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn))

hibaval�osz��n}us�ege k�ozel van L�-hoz.

8.1.2. de�n��ci�o: A gn oszt�alyoz�asi szab�aly gyeng�en univerz�alisan konzisztens, ha (X;Y )
minden eloszl�as�ara

EL(gn) = P(gn(X) 6= Y )! L�

ha n!1, �es er}osen univerz�alisan konzisztens, ha

lim
n!1L(gn) = L�

1 val�osz��n}us�eggel.

Term�eszetes gondolat, hogy a mint�ak seg��ts�eg�evel becs�ulj�uk az m regresszi�of�uggv�enyt az
mn regresszi�obecsl}ovel, �es vegy�uk a Bayes-d�ont�es mint�aj�ara az �un. "

plug-in" d�ont�esf�uggv�enyt.

gn(x) =

�
1; ha mn(x) � 1

2
0 k�ul�onben.

(*)

A k�ovetkez}o t�etel azt �all��tja, hogy ha az mn k�ozel van a val�odi m regresszi�of�uggv�enyhez,
akkor a gn hibaval�osz��n}us�ege k�ozel lesz az optim�alis g� hibaval�osz��n}us�eghez.

8.1.2. t�etel: A fent de�ni�alt gn d�ont�esf�uggv�enyre

0 � P (gn(X) 6= Y jDn)�P (g�(X) 6= Y ) � 2

Z
jmn(x)�m(x)j �(dx) �

� 2

�Z
jmn(x)�m(x)j2 �(dx)

� 1
2

Bizony��t�as: Tetsz}oleges x 2 Rd -re

P (gn(X) 6= Y jDn;X = x)�P (g�(X) 6= Y jX = x) =

= Ifg�(x)=1gm(x) + Ifg�(x)=0g(1�m(x))� �Ifgn(x)=1gm(x) + Ifgn(x)=0g(1�m(x))
�
=

= Ifg�(x)=1gm(x) + Ifg�(x)=0g(1�m(x))� �Ifg�(x)=1gmn(x) + Ifg�(x)=0g(1�mn(x))
�
+
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+
�
Ifg�(x)=1gmn(x) + Ifg�(x)=0g(1�mn(x))

�� �Ifgn(x)=1gmn(x) + Ifgn(x)=0g(1�mn(x))
�
+

+
�
Ifgn(x)=1gmn(x) + Ifgn(x)=0g(1�mn(x))

�� �Ifgn(x)=1gm(x) + Ifgn(x)=0g(1�m(x))
� �

� Ifg�(x)=1g(m(x)�mn(x)) + Ifg�(x)=0g(mn(x)�m(x))+

+Ifgn(x)=1g(mn(x)�m(x)) + Ifgn(x)=0g(m(x)�mn(x)) �
� 2 jmn(x)�m(x)j ;

ahol az utols�o el}otti egyenl}otlens�egn�el azt haszn�altuk, hogy gn de�n��ci�oja miatt

Ifgn(x)=1gmn(x) + Ifgn(x)=0g(1�mn(x)) = maxfmn(x); 1 �mn(x)g
amib}ol

Ifg�(x)=1gmn(x) + Ifg�(x)=0g(1�mn(x)) � Ifgn(x)=1gmn(x) + Ifgn(x)=0g � 0:

�Igy
0 � P (gn(X) 6= Y jDn)�P (g�(X) 6= Y ) =

=

Z
(P (gn(X) 6= Y jDn;X = x)�P (g�(X) 6= Y jX = x)) �(dx) �

� 2

Z
jmn(x)�m(x)j �(dx) � 2

�Z
jmn(x)�m(x)j2 �(dx)

� 1
2

a Cauchy{Schwartz-egyenl}otlens�eg miatt.

�Igy egy L2-ben konzisztens regresszi�obecsl}ob}ol automatikusan kaphatunk konzisztens d�on-
t�esf�uggv�enyt. De ahhoz, hogy (*) a Bayes-d�ont�est j�ol k�ozel��tse egy�altal�an nem fontos, hogy
mn(x) k�ozel legyen m(x)-hez. Csak az a l�enyeges, hogy a d�ont�esi hat�ar ugyanazon oldal�an le-
gyenek, azaz hogymn(x) � 1

2 legyen, ham(x) � 1
2 �es legyen <

1
2 , ham(x) < 1

2 . M�egis gyakran

haszn�alj�ak a plug-in d�ont�eseket az E
�
jmn(X) � Y j2 jDn

�
L2-hiba minimaliz�al�as�aval kapott

regresszi�obecsl}ovel, mert az L2-hiba minimaliz�al�asa hat�ekonyan sz�am��that�o becsl}okh�oz vezet.

8.2. Lok�alis t�obbs�egen alapul�o d�ont�esek

A regresszi�obecsl�eshez hasonl�oan itt is de�ni�alhatjuk a h�arom lok�alis �atlagol�ason alapul�o osz-
t�alyoz�asi szab�alyt a hisztogram, a magf�uggv�enyes �es a legk�ozelebbi szomsz�ed d�ont�est.

Legyen Pn = fAn1; An2; : : :g az Rd egy part��ci�oja, �es minden x 2 Rd -re jel�olje An(x) az
x-et tartalmaz�o cell�at. Ekkor a hisztogram szab�aly

gn(x) =

8<
: 1; ha

nP
i=1

IfYi=1gIfXi2An(x)g �
nP
i=1

IfYi=0gIfXi2An(x)g

0 k�ul�onben.

Azaz t�obbs�egi d�ont�est hoz az An(x)-be es}o mint�ak c��mk�ei alapj�an. L�athat�o, hogy ha mn(x) a
hisztogram regresszi�obecsl}o, azaz

mn(x) =

8>>>>>><
>>>>>>:

nX
i=1

YiIfXi2An(x)g

nX
i=1

IfXi2An(x)g

; ha
nX
i=1

IfXi2An(x)g > 0

0 k�ul�onben,
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akkor a hisztogram szab�aly nem m�as, mint egy plug-in oszt�alyoz�asi szab�aly, amelyben az m(x)
regresszi�of�uggv�enyt az mn(x) becsl}ovel becs�ulj�uk. Teh�at a hisztogram szab�aly konzisztenci�aja
a kor�abbiak miatt k�ovetkezik a hisztogram regresszi�obecsl}o konzisztenci�aj�ab�ol.

8.2.1. t�etel: Ha minden orig�o k�ozep}u S g�ombre

lim
n!1 sup

j: Anj\S 6=;
diam(Anj) = 0

�es

lim
n!1

jfj : Anj \ S 6= ;gj
n

= 0

akkor a hisztogram oszt�alyoz�asi szab�aly er}osen univerz�alisan konzisztens.

A magf�uggv�enyes oszt�alyoz�asi szab�alyt a

gn(x) =

8<
: 1; ha

nP
i=1

IfYi=1gK
�
x�Xi

hn

�
�

nP
i=1

IfYi=0gK
�
x�Xi

hn

�
0 k�ul�onben.

f�uggv�eny adja meg, ahol a K(x) : Rd ! R egy nemnegat��v, integr�alhat�o magf�uggv�eny �es hn
pedig egy n-t}ol f�ugg}o sim��t�o t�enyez}o.

Ez a szab�aly is egy plug-in szab�aly, ahol az mn(x) regresszi�obecsl}o most a magf�uggv�enyes
becsl}o, teh�at a konzisztencia itt is a regresszi�obecsl}o konzisztenci�aj�ab�ol k�ovetkezik.

8.2.2. t�etel: Ha a K(x) magf�uggv�eny regul�aris, hn ! 0 �es nhdn ! 1, akkor a magf�ugg-
v�enyes oszt�alyoz�asi szab�aly er}osen univerz�alisan konzisztens.

A kn-legk�ozelebbi szomsz�ed szab�aly az x-hez legk�ozelebbi kn darab Xi c��mk�ei alapj�an hoz
t�obbs�egi d�ont�est. Legyen

�
X(1;n)(x); Y(1;n)(x)

�
; : : : ;

�
X(n;n)(x); Y(n;n)(x)

�
az Xi-k x-t}ol vett

t�avols�aga alapj�an rendezett minta. Ekkor

gn(x) =

8<
: 1; ha

knP
i=1

IfY(i;n)(x)=1g �
knP
i=1

IfY(i;n)(x)=0g

0 k�ul�onben.

K�onnyen l�athat�o, hogy ez is egy plug-in szab�aly, ahol most mn(x) a kn-legk�ozelebbi szomsz�ed
regresszi�obecsl}o, teh�at a konzisztencia itt is a regresszi�obecsl}o konzisztenci�aj�ab�ol k�ovetkezik.

8.2.3. t�etel: Ha az jjX�xjj val�osz��n}us�egi v�altoz�o abszol�ut folytonos minden x-re, kn !1
�es kn

n ! 0, akkor a kn-legk�ozelebbi szomsz�ed oszt�alyoz�asi szab�aly er}osen univerz�alisan kon-
zisztens.

A s}ur}us�egf�uggv�eny-becsl�eshez �es a regresszi�obecsl�eshez hasonl�oan itt sem lehet �altal�aban
semmit mondani a konvergenciasebess�egr}ol, a konvergencia tetsz}olegesen lass�u lehet.

8.2.4. t�etel: Oszt�alyoz�asi szab�alyok minden fgng sorozat�ahoz �es pozit��v sz�amok minden
monoton, 0-hoz tart�o an < 1

16 sorozat�ahoz l�etezik (X;Y )-nak olyan eloszl�asa, amelyre X
egyenletes eloszl�as�u [0; 1]-en, L� = 0 �es

P (gn(X) 6= Y ) > an

minden n-re.
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8.3. Empirikus hibaminimaliz�al�as

Hasonl�oan a regresszi�obecsl�eshez, v�alaszthatunk d�ont�esf�uggv�enyt az empirikus hibaminimali-
z�al�as m�odszer�evel.

8.3.1. de�n��ci�o: A g szab�aly empirikus hibaval�osz��n}us�eg�en a mint�akon elk�ovetett �atlagos
hib�at �ertj�uk, azaz

Ln(g) =
1

n

nX
i=1

Ifg(Xi) 6=Yig

Az empirikus hibaval�osz��n}us�eg nyilv�an torz��tatlan becsl�ese a val�odi hibaval�osz��n}us�egnek,
azaz ELn(g) = L(g).

Legyen C a g : Rd ! f0; 1g d�ont�esf�uggv�enyek egy csal�adja. A feladat az, hogy v�alasszunk
ki C-b}ol egy olyan d�ont�esf�uggv�enyt, amelynek hibaval�osz��n}us�ege k�ozel van a C-beli legjobb
d�ont�es hibaval�osz��n}us�eg�ehez. A C csal�ad meg�allap��t�as�aban sokf�ele szempont j�atszhat szere-
pet, p�eld�aul az oszt�alyozand�o adat eloszl�as�ar�ol rendelkez�esre �all�o el}ozetes inform�aci�o, sz�am��t�asi
megfontol�asok.

V�alasszuk a C csal�adb�ol azt a d�ont�est, amelynek az empirikus hibaval�osz��n}us�ege minim�alis,
azaz legyen

gn = argmin
g2C

Ln(g)

Azt v�arjuk, hogy gn hibaval�osz��n}us�ege k�ozel lesz a csal�adbeli optimumhoz, azaz L(gn) �
inf
g2C

L(g) becsl�esi hiba kicsi.

L(gn)� L� =
�
L(gn)� inf

g2C
L(g)

�
+

�
inf
g2C

L(g)� L�
�
;

ahol L(gn) � inf
g2C

L(g) a becsl�esi hiba �es inf
g2C

L(g) � L� az approxim�aci�os hiba. El}ofordulhat

azonban, hogy a becsl�esi hiba kicsi, de L(gn) m�egis t�avol van az L� Bayes-hib�at�ol. Teh�at
lehet, hogy az inf

g2C
L(g)� L� approxim�aci�os hiba nagy.

A C csal�ad teh�at el�eg nagy kell, hogy legyen ahhoz, hogy j�o k�ozel��t�est adjon az optim�alis
megold�asra, de nem lehet t�ul nagy sem, mert akkor az adatok mennyis�ege nem elegend}o arra,
hogy j�o d�ont�est v�alasszunk ki bel}ole.

A tov�abbiakban a becsl�esi hib�at vizsg�aljuk. (Az approxim�aci�os hiba a csal�ad kiv�alaszt�a-
s�at�ol f�ugg csak, �es att�ol nem, hogy a csal�adb�ol hogyan v�alasztunk d�ont�est.)

8.3.1. lemma:

L(gn)� inf
g2C

L(g) � 2 sup
g2C

jLn(g)� L(g)j

Bizony��t�as:

L(gn)� inf
g2C

L(g) = sup
g2C

(L(gn)� Ln(gn) + Ln(gn)� Ln(g) + Ln(g) � L(g)) �

� sup
g2C

(L(gn)� Ln(gn) + Ln(g) � L(g)) � 2 sup
g2C

jLn(g) � L(g)j

Az els}o egyenl}otlens�eg gn v�alaszt�as�ab�ol ad�odik, Ln(gn) � Ln(g).
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Teh�at sup
g2C

jLn(g) � L(g)j-re kell fels}o korl�atot tal�alnunk.

8.3.1. t�etel: Tegy�uk fel, hogy C v�eges sok d�ont�esf�uggv�enyt tartalmaz, ekkor

P

 
sup
g2C

jLn(g)� L(g)j > "

!
� 2jCje�2n"2

Bizony��t�as:

P

 
sup
g2C

jLn(g)� L(g)j > "

!
�
X
g2C

P (jLn(g) � L(g)j > ") � 2 � jCje�2n"2

a Hoe�ding-egyenl}otlens�eg miatt, hiszen nLn(g) binomi�alis eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�o n
�es L(g) param�eterekkel.

M�egjobb fels}o korl�atot kaphatunk, ha feltessz�uk, hogy a C-beli d�ont�esek k�oz�ott van olyan,
amelyik hibaval�osz��n}us�ege nulla.

8.3.2. t�etel: Tegy�uk fel, hogy jCj <1 �es min
g2C

L(g) = 0. Ekkor minden n-re �es " > 0-ra

P (L(gn) > ") � jCje�n";
�es

E (L(gn)) � 1 + log jCj
n

:

Bizony��t�as:

P (L(gn) > ") � P

�
max

g2C: Ln(g)=0
L(g) > "

�
=

= E

�
If max

g2C: Ln(g)=0
L(g)>"g

�
= E

�
max
g2C

IfLn(g)=0gIfL(g)>"g

�
�

�
X

g2C: L(g)>"
P (Ln(g) = 0) � jCj(1 � ")n;

mivel annak a val�osz��n}us�ege, hogy egy (Xi; Yi) sem esik az f(x; y) : g(x) 6= yg halmazba,
kevesebb, mint (1�")n, ha a halmaz val�osz��n}us�ege nagyobb, mint ". Innen a t�etel els}o �all��t�asa
k�ovetkezik, ha haszn�aljuk az 1� x � e�x egyenl}otlens�eget.

A v�arhat�o hibaval�osz��n}us�eg becsl�eshez vegy�uk �eszre, hogy minden u > 0-ra

E (L(gn)) =

1Z
0

P (L(gn) > t) dt �

� u+

1Z
u

P (L(gn) > t) dt � u+ jCj
1Z
u

e�nt dt = u+
jCj
n
e�nu:

Mivel u tetsz}oleges, v�alaszthatjuk �ugy, hogy minimaliz�alja a fels}o korl�atot. Az optim�alis v�a-
laszt�as u = log jCj

n , amivel a fels}o korl�at

u+
jCj
n
e�nu =

log jCj
n

+
jCj
n
� e�n log jCj

n =
log jCj+ 1

n
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Most t�erj�unk vissza az �altal�anos esethez, azaz felejts�uk el a felt�etelez�eseinket, hogy jCj <1
�es min

g2C
L(g) = 0.

Legyen � (X;Y ) val�osz��n}us�egi m�ert�eke Rd � f0; 1g-en, �es legyen �n a mint�ainkon alapul�o
empirikus m�ert�ek. Teh�at egy A � Rd � f0; 1g m�erhet}o halmazra �(A) = P ((X;Y ) 2 A) �es

�n(A) =
1
n

nP
i=1

If(Xi;Yi)2Ag. Ekkor

L(g) = � (f(x; y) : g(x) 6= yg) ;
azaz L(g) a �-m�ert�eke az

ffx : g(x) = 1g � f0gg [ ffx : g(x) = 0g � f1gg
halmaznak. Hasonl�oan

Ln(g) = �n (f(x; y) : g(x) 6= yg) ;
��gy

sup
g2C

jLn(g)� L(g)j = sup
�A2 �A

���n( �A)� �( �A)
��;

ahol �A az �osszes

ffx : g(x) = 1g � f0gg [ ffx : g(x) = 0g � f1gg ; g 2 C
alak�u halmaz csal�adja.

Eml�ekezz�unk vissza, hogy a
sup
�A2 �A

���n( �A)� �( �A)
��

kifejez�esre a Vapnik{Chervonenkis-egyenl}otlens�eg ad fels}o korl�atot. Most vezess�uk be d�ont�esek
csal�adjainak Vapnik{Chervonenkis-dimenzi�oj�at is.

8.3.2. de�n��ci�o: Legyen C a g : Rd ! f0; 1g d�ont�esf�uggv�enyek egy csal�adja, �es tartal-
mazza �A az �osszes

ffx : g(x) = 1g � f0gg [ ffx : g(x) = 0g � f1gg ; g 2 C
alak�u halmazt. A C csal�ad shatter egy�utthat�oja �es VC-dimenzi�oja egyezzen meg az �A halmaz-
csal�ad shatter egy�utthat�oj�aval �es VC-dimenzi�oj�aval.

S(C; n) = s( �A; n)

VC = V �A

Ekkor teh�at a Vapnik{Chervonenkis-egyenl}otlens�eg �es a 8.3.1. lemma miatt igaz a k�ovet-
kez}o:

8.3.3. t�etel:

P

 
sup
g2C

jLn(g) � L(g)j > "

!
� 8S(C; n)e�n"

2=32

�es

P

�
L(gn)� inf

g2C
L(g) > "

�
� 8S(C; n)e�n"

2=128;

ahol gn az empirikus hib�at minimaliz�al�o d�ont�es.
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Ebb}ol a 8.3.2 t�etel bizony��t�as�aban l�atott m�odon kaphatunk fels}o korl�atot a v�arhat�o hiba-
val�osz��n}us�egre

EL(gn)� inf
g2C

L(g) � 16

r
log (8eS(C; n))

2n
;

illetve mivel VC > 2-re S(C; n) � nVC

EL(gn)� inf
g2C

L(g) � 16

r
VC log n+ 4

2n
:

Ha feltessz�uk, hogy inf
g2C

L(g) = 0, azaz, hogy a Bayes-d�ont�es benne van C-ben �es L� = 0,

akkor egy gyorsabban 0-hoz tart�o fels}o korl�atot kapunk.

8.3.4. t�etel: A fenti esetben

P (L(gn) > ") � 2S(C; 2n)2�n"=2:

A d�ont�escsal�adok Vapnik{Chervonenkis-dimenzi�oj�anak vizsg�alat�at k�onny��ti meg az al�abbi
t�etel.

8.3.5. t�etel: Ha �A = fA� f0g [Ac � f1g; A 2 Ag, akkor s( �A; n) = s(A; n) minden n-re
�es ez�ert V �A = VA.

A d�ont�escsal�adok shatter egy�utthat�oj�anak de�n��ci�oj�aban az A halmazok fx : g(x) = 1g
alak�uak, m��g �A olyan (x; y) p�arok halmaza, amelyekre g(x) 6= y. A fenti t�etel azt jelenti,
hogy S(C; n) = s(A; n), teh�at el�eg az A tulajdons�agait vizsg�alni, ami egyszer}ubb, hiszen Rd

r�eszhalmazainak a csal�adja.

Ha p�eld�aul x 2 R �es C a

g(x) =

�
1; ha x � a
0 k�ul�onben

alak�u d�ont�esek csal�adja, akkor az fx : g(x) = 1g halmazok a f�elegyenesek, teh�at ekkor
VC = Vff�elegyenesekg = 1.

Lehet C p�eld�aul a line�aris d�ont�esek csal�adja, azaz a

g(x) =

�
1; ha aTx > b
0 k�ul�onben

alak�u d�ont�esf�uggv�enyeket tartalmaz�o csal�ad. Ekkor az fx : g(x) = 1g halmazok pont az
Rd -beli fx : aTx > bg f�elterek, amelyek csal�adj�ar�ol kor�abban l�attuk, hogy a VC-dimenzi�oja
d+ 1.
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