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1. fejezet

A matematikai statisztika
alapfogalmai

A valésziniiségszamitas elméletében az (2, F, P) Kolmogorov val6szintiségi mez6n fogalmaztuk
meg a tételeinket, azaz a P valésziniiségi mértéket végig adottnak tételeztiik fel. A gyakorlati
problémakndl azonban a valdszinliség nem ismert, legfeljebb logikus el6feltételezéseink van-
nak réla. A matematikai statisztika alapfeladata éppen az, hogy a véletlen kisérletre, vagy
a véletlen tomegjelenségre vonatkozé megfigyeléssorozat segitségével kovetkeztetni tudjunk a
jelenséghez tartozd adekvat valdsziniiségi mértékre vagy annak egy jellemzdjére, azt megfelelo
pontossiggal kozeliteni tudjuk. Ilyen értelemben a véletlen jelenségek matematikai modelle-
zésénél a matematikai statisztika mddszerei megel6zik a valdsziniliségszamitis modszereit. A
matematikai statisztika fogalomkore, mddszertana viszont a valdsziniliségszamitas fogalmain
és mddszerein alapul, és ilyen szempontbdl a matematikai statisztika koveti a valdsziniiségsza-
mitast.

Ugyantgy, mint a valdsziniiségszamitdsndl, a véletlen kisérlet (KX) alapfogalmabdl indu-
lunk ki. Azt is feltessziik, hogy ismert az elemi események (2 halmaza és az események F
halmazrendszere. A P valdsziniiség pontosan nem ismert, csak azt tudjuk, hogy a X véletlen
kisérlethez tartozé valdszinliség eleme egy P halmaznak. Tehat VP € P esetén Kolmogorov-
féle valdsziniiségi mez6t kapunk. A matematikai statisztika alapfeladata ezen P halmazbdl
kivalasztani azt a valdszinliségi mértéket, amely ténylegesen a kisérlethez tartozik. A P va-
16szintiségi mértékosztalyra esetenként szokasos bizonyos megkotésekkel élni. Ilyen pl. az,
amikor P-t domindltnak tételezziik fel valamilyen adott A o-véges mértékre nézve. Ezen azt
értjiik, hogy adott az (2, F) mérhetd téren olyan \ o-véges mérték, amelyre VP € P abszolit
folytonos, azaz ha valamely A € F esetén A (A) = 0, akkor P (A) =0 is VP € P-re.

A X véletlen kisérlethez megfigyeléssorozatot szerveziink, azaz adatokat gyljtiink. Mate-
matikailag ezt gy fogalmazzuk meg, hogy adottnak tételeziink fel egy X;,..., X, R? értékii
figgetlen, azonos eloszlast valészintiségi vektorvaltozd sorozatot, amelyet statisztikai mintd-
nak neveziink. A P € P valdszinliség esetén a minta kozos eloszldsa px(A) = P(X; € A) lesz,
ahol A € B¢ d-dimenziés Borel-halmaz. Tehdt minden P € P esetén (R?, B?, ux) Kolmogo-
rov-féle valészintiségi mezd lesz. Jelolje Qx ezen puy eloszlasok osztalyat. Az (R™, B"¢ Qx)
harmast statisztikai mezének nevezziik. A statisztikai vizsgidlatok célja ezutdn az, hogy a Qx
eloszlascsaladbdl vélasszuk ki az X, ..., X, mintadhoz tartozo eloszlast.

Statisztikai modellekben &ltaldban adott egy ¥ : Qx — R funkciondl, amelynek érté-
keit akarjuk minél pontosabban megbecsiilni. Ha teljesiil, hogy 19(;1%)) # 19(;1&?) esetén

,ug? # ug?), a ¥ funkciondlt paraméternek (paramétervektornak) nevezziik. Ilyenkor a ¥-nak
megfelel$ eloszldst pyg-val fogjuk jelolni: Qx = {ug, ¥ € O}, ahol © a paramétertér, azaz a ¥
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6 1. FEJEZET A MATEMATIKAI STATISZTIKA ALAPFOGALMAI

leképezés értékkészlete. Paraméteres probléma domindlt statisztikai mez6 esetén praktikusan
azt jelenti, hogy a minta eloszldsa valamilyen paramétertdl fiiggd diszkrét vagy folytonos el-
oszlascsaladbdl szarmazhat csak. Példaul, ha feltessziik, hogy a mintank eloszldsa normailis,
akkor a ¥ = (m, D) paramétervektor egyértelmiien meghatirozza a

Ox = S a0+ o (B) = [ 483, ()

B
kétparaméteres eloszlasosztalyt, ahol
n T
1 (t=m)
n _
no (=] [ g
s V2rD

Abban az esetben viszont, ha ilyen 1 paraméterfiiggvény nem ismert, a statisztikai mez6 és
a rajta megfogalmazott problémak nemparaméteresek. Példdul, ha feltessziik, hogy az X sta-

tisztikai minta VP €P esetén véges varhat6 értékkel rendelkezik, azaz |[EpX;| = ‘ [ X1 dP| <
Q

00, VP €P-re. Ilyenkor a ¢ (P) = EpX; funkcionédl nem feltétleniil paraméter, ¥ j6 becslése
nem jelenti még jé valésziniiségi mérték megvalasztasat.

Adott tovabba egy t : R* — RF mérhets leképezés, melyet statisztikai fligguénynek ne-
veziink. A t(Xy, Xo,...,X,,) Osszetett fliggvény a statisztika. A statisztika tehdt nem més,
mint VP € P esetén egy valésziniiségi vektorvaltozé az (2, F, P) Kolmogorov-féle valésziniiségi
mezdn.

1.1. definicié: Legyen (€2, F) mérhetd tér, és P valdsziniiségi mértékek egy halmaza, ahol
VP € P esetén (Q,F,P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6. Az X = (X1, Xo,..., X,)T
statisztikai megfigyelést statisztikai mintdnak nevezziik, ha X;-k teljesen fliggetlen, azonos
eloszlasi valdszintiségi valtozdk VP € P esetén (Q,F, P)-n, azaz VP € P-re

P(X; < z) = Fp(x) (1=1,2,3,...,n)
és
k
P(Xiy < @iy, Xiy < @iy, Xj, <13) = H Fp(zi,) (V2<E<n).
a=1

n a minta elemszima, Fp(x) a minta eloszldsfiggvénye, X; az i-edik mintaelem, pup(A) =
P(X; € A), A € B¢ a minta eloszldsa. Egy w €  esetén az

Xl(w) = xl,Xg(w) =Ty ,Xn(w) = In
szdm n-es a minta egy realizdcidja.
Megjegyzés:

1. Amikor egy statisztikai mddszert alkalmazunk, mindig egy statisztikai minta realizdltja
all a rendelkezésiinkre. Ez a szdm n-es azonban a véletlentdl fiigg, hiszen ha megismé-
telnénk a mintavételezést, egészen biztos, hogy mas adatokhoz jutniank. A moddszerek
elméletének targyaldsakor ezért a mintdt fuggetlen, azonos eloszldsi valésziniiségi vél-
tozok sorozatdnak tekintjiik.



2. Ha az X statisztikai minta, A a Lebesgue-mérték, akkor a P eloszliasosztily domindlt-
sdga most azt jelenti, hogy a minta abszolit folytonos, azaz VP €P esetén létezik a
minta siiriségfiiggvénye, amelyet fp (x)-szel jeloliink. Ha viszont A\ a szdmlalé mérték,
vagyis A (B) azt adja meg, hogy a B halmazban mennyi elem van a minta megszimlal-
haté értékkészletébdl, a P domindltsdga A-ra nézve azt jelenti, hogy a statisztikai minta
eloszlasa diszkrét.
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2. fejezet

Becsléselmélet

2.1. Torzitatlan, konzisztens becslés

Legyen P = {P} egy paraméteres valésziniiségi mérték-csalad.

Feladat olyan t, (X1, Xs,...,X,) € R¥ (n =1,2,...) statisztikasorozat megaddsa, amely
segitségével ,,j61” tudjuk becsiilni a ¥ paramétervektort. Ha a paramétert ,pontosan” meg
tudjuk becsiilni, akkor ez egyben azt is jelenti, hogy az adekvat ug eloszldst is kozelitdleg
megkapjuk. Az alibbiakban az elvarandé ,,j6”, ,pontos” becslési tulajdonsigokat definidljuk.

2.1.1. definicié: A t,(X;,Xo,...,X,) € R* statisztika a ¥ € R* paraméter torzitatlan
becslése, ha VP € P esetén a t,-nek mint valésziniiségi vektorvaltozdnak létezik varhatdérték-
vektora és Ept, = 9 (P).

Megjegyzés:
1. Az Ept,, azt jeloli, hogy a virhatéérték-vektor fiigg attdl, hogy melyik P valésziniiségi
mérték alapjan szdmoljuk az

F, (z1,22,...,2,) =P (tgl) <z #2) <o, 10 < wk)

eloszlasfiggvényt, majd abbdl a varhaté értéket.

2. Tudjuk, hogy egy valészin{iségi valtozd értékei a varhatéd értéke koriil ingadoznak, tehdt,
hogy egy statisztika a paraméter torzitatlan becslése, azt az elvirhaté tulajdonséigot fe-
jezi ki, hogy a becslési statisztika realizaltjai az ismeretlen paraméter koriil ingadoznak
a paramétertérben.

2.1.2. definicié: A t,(X1,Xs,...,X,) € RF statisztikasorozat a ¥ € RF paraméter
aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha VP € P esetén a t,-nek, mint valdsziniiségi vek-
torvaltozonak létezik varhatéérték-vektora és lim Ept, = 9 (P).

n—0o0

A torzitatlansagbdl nyilvanvaléan kovetkezik az aszimptotikusan torzitatlansig, tehdt ez
utobbi a gyengébb tulajdonsig.

2.1.3. definicié: A t,(X1, Xs,...,X,) € R¥ statisztikasorozat a 9 € R¥ paraméter kon-
zisztens becslése, ha VP € P és Ve > 0 esetén lim P (||t, — 3| > ) = 0, azaz t, =9, by
n—o0

sztochasztikusan konvergdl a ¢ paraméterhez.
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Megjegyzés:

1. A konzisztencia mas kovetelményt fejez ki, mint a torzitatlansdg. A konzisztencia tulaj-
donsiga azt a jogos elvirast fogalmazza meg, hogy a megfigyelések szamanak noveked-
tével javuljon a becslés pontossaga.

: 2 , 2

2. Mivel [t —0; t9 —9;|", ezért a valé-

k . 2
() ‘ _ 2
< t di:l = ||t I < k- m
- ]El " J || " H B ISJaSXk

szintliségi vektorvaltozd sztochasztikus konvergencidja ekvivalens a koordindntankénti
sztochasztikus konvergencidval.

2.1.4. definicié: A t,(X;, Xo,...,X,) € R statisztikasorozat a 9 € R¥ paraméter négy-
zetes kozépben konzisztens becslése, ha lim Ep|[t, — 9||? = 0.
n—o00

2.1.1. tétel: Ha a t, (n = 1,2,...) statisztikasorozat négyzetes kozépben konzisztens
becslése ¥-nak, akkor konzisztens becslése is.

Bizonyitds: A Markov-egyenl6tlenségbél:
Ey||t, — 9|?
P (||tn — 9 > 52) < 19”"72” =0  (n—oo).
€

2.1.2. tétel: Haat, (n =1,2,...) statisztikasorozat aszimptotikusan torzitatlan becslése

Y-nak és lim o'ptgf) =0(i=12,...,k), akkor konzisztens becslése is.
n—oo

Bizonyitds: . . . .
Ep(t) — 0,)° = Bp(t) - Bptl) + Bptl) — ,)? —
= Ep(t!) — EptV)? + (Ept!) — 9;)? + 2Ep |(tV) — Ept?))(Ept?) — m)] -
= o2tV + (Bpt!) — ;)2 50, n— oo.

Viszont a Markov-egyenlGtlenség szerint:

EP(tgzi) —19;)?

P(tgf)—ﬂi >€>:P((t£li)—’(9i)2>62)§ 5 — 0,
€
amibdOl mar kovetkezik az allitas.
|
2.1.1. példa: (Vidrhato érték becslése)
Az
_ 1 &
Xn =~ Z X;
=1
statisztikat az X1, Xo,..., X, statisztikai minta dtlag- vagy empirikus kozép statisztikajanak
nevezzik.

Legyen az X valdszintiségi védltozo adott. Tegyiik fel, hogy VP € P-re dEpX. Legyen
most a paraméter ¥ = ¥(P) = EpX. Legyen tovdbbd X, Xo,..., X,,... statisztikai minta,
amelynek eloszlasfiiggvénye X-ével azonos VP € P-re. Akkor
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_ n
(i) Az X, = = > X; empirikus kozép statisztika a ¢ varhaté érték torzitatlan becslése.
i=1

S|

(ii) Ha a feltételekhez azt is hozzavessziik, hogy VP € P-re 0% X < oo is, ugy X,, négyzetes
kozépben konzisztens becslés is.

Bizonyitds:

2.1.2. példa: (Szérdasnégyzet becslése)
Az

2 _
Sp =

Sl

i(Xz - Xn)Q
i=1

statisztikat az Xq, Xo,..., X, statisztikai minta empirikus szordsnégyzet statisztikdjanak ne-
vezziik. s, = +1/s2 az empirikus szords statisztika. Az

1 _
sh? = > (X - Xp)?

n—1 4
=1

statisztikat az X1, Xo, ..., X, statisztikai minta korrigdlt empirikus szordsnégyzet statisztika-
janak nevezziik. s = +\/W a korrigdlt empirikus szords statisztika.

Legyen az X valésziniiségi valtozé adott. Tegyiik fel, hogy VP € P-re 0% X < oo. Legyen
most a paraméter ¥ = 9(P) = 05X. Legyen tovdbba X1, Xo,..., X,,... statisztikai minta,
amelynek eloszlasfiiggvénye X-ével azonos VP € P-re.

n —
(i) Az s2 =1 3°(X; — X,,)? empirikus szérdsnégyzet statisztika a o szérdsnégyzet aszimp-
i=1
n _
totikusan torzitatlan becslése, az s3? = -1 ZI(XZ — X,,)? korrigalt empirikus széras-
1=

négyzet statisztika pedig a ¢ szérdsnégyzet torzitatlan becslése.

(ii) Ha a feltételekhez azt is hozzavessziik, hogy VP € P-re EpX* is, tigy s2 konzisztens,
52 négyzetes kozépben konzisztens becslés is.

Bizonyitds:
Fel fogjuk hasznalni a Steiner-tételt:
Segédtétel: (Steiner)

TetszOleges a, 1, Zo, . .., T, valds szamokra
1 n ) - ) 1 n - ) 1 n - )
Ez;(a—xi) = (a —p) +E§;(x”_$z) > Ez;(xn—wl) .
1= 1= 1=

Masrészt a = 0 valasztassal, atrendezés utan:

n n
lg (z —x-)Zzlg z? — i
n . n 1 n . 7 n
=1 =1



12 2. FEJEZET BECSLESELMELET

A segédtétel bizonyitisa:

1 n
—Z(a—xi)Qz—Z(a—in—)—in—wi)Q:
n n 4

—

1 1
= (a—zn)? +2(a —in)EZ(in — ;) + EZ@” —z;)?.
=1 =1
A kozépsé tag nulla, igy az dllitast igazoltuk.
Az dllitas bizonyitdsa:

(i)

1 ¢ . 1 & _ 1 & )
Eps, = Ep (— > (X - Xn)2> =Ep <_ d X7 - (Xn)2> = - EpX?-Ep(X,)’ =
= i nia
1 2 % 2 n—1
=—-n-(9+ EpX1)’) — | -+ (EpXy)* ) = 9 =19 (n— o0)
n n n
Mivel s3? = -2:52 —> Eps;? = 25Eps; = 0.
(ii) Belathatd, hogy
2 4
= - 9°) =0 — 0.
TPSn (n—1)2 ( n n(n —1) > > TP%n

Hivatkozva a 2.1.2. tételre s2 konzisztencidja bizonyitott.

2.1.3. példa: (Kovariancia és korrelicids egyiitthaté becslése)
T
Legyen most az ((Xl, Vi)', (Xo, Yo)T L. (X, Yn)T> statisztikai megfigyelés kétdimenzids

statisztikai minta, ahol az (Xi,Yi)T parok azonos eloszlisi, teljesen fiiggetlen valdszintiségi
vektorvaltozok. Ekkor a

1 _ _
Cn = n_lz;(Xi—Xn) (Y: - Yi)
1=
statisztika az (Xl,Yl)T , (X2,Y2)T yeens (Xn,Yn)T minta empirikus kovariancidja, p, = =2
XY

pedig az empirikus korreldcios egyiutthatdja, ahol pl.

az X1, Xo, ..., X, statisztikai minta korrigilt empirikus szérasat jeloli.

(i) A ¢, empirikus kovariancia az Ep(X — EpX)(Y — EpY) kovariancia torzitatlan becs-
lése. Ha még azt is feltehetjilk, hogy JEpX*, EpY* is, akkor ¢, négyzetes kozépben
konzisztens becslés is.

(ii) Az p, empirikus korrelacids egyiitthaté a korrelacids egyiitthaté aszimptotikusan torzi-
tatlan becslése. Ha még azt is feltehetjiik, hogy IEp X*, EpY* is, akkor p, konzisztens
becslés is.
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Bizonyitds:

(i) Jelolje cov (X;,Y;) = ¢, EX;EY; = m. Ekkor
~ ~ 1 o
EX;Y; = c+m, EX;¥Y = EXY; = — (c+nm) = - +m, EXY =  + m.
n n n

Tehat

n n
n—Den=)Y (Xi—X)(¥i-Y)=> (Xi¥; - X;¥ —Y;X + XY),
=1 =1

E((n—1)cy) = (nc+nm) — (c+nm) — (c+nm)+ (c+nm) =(n—1)c.

Megmutathatd, hogy

2 m22 5152 c
= + ,
7 Cn nn—1) n(n-—1)

ahol
my = B ((X: ~EX)’ (Vi —EY))?), 51 =0°Xi, s =0,

Mivel o?¢, —> 0, igy a konzisztencia mar kovetkezik.

11) Nem blZODYI’tJuk BiZODYI’téSE}, megtalalhaté Cramer: Mathematical statistics c. kéDYV—
g
ben.

2.1.4. példa: (Eloszldsfiggvény becslése)

Tekintsiik azokat az ordg(z1,z2,...,z,) skaldir-vektor fiiggvényeket, melyek definicidja:
Ty = oid(wl,xg, ooy Tp) = T,
ha z; a k-adik legnagyobb elem x1,zo,..., 2, kozott. Az

X :oid(Xl,Xg,...,Xn) (k=1,2,...,n)

statisztikdk a rendezett mintaelem-statisztikdk.
Megjegyzés:

1. A rendezett mintaelem-statisztikdk kozott VP €P esetén 1 valdszintiséggel fennall, hogy
X < X5 <--- <X Specidlisan X; = min{X;, Xo,...,Xp}, és
XT*L — max {Xl,XQ, N ,Xn} .

2. Ha a minta eloszlasfiiggvényét F'(z)-szel jeloljiik, konnyii megmutatni, hogy a rendezett
mintaelemek eloszlasfiiggvényeit és egylittes eloszlasfiiggvényeit az aldbbi mdédon lehet

szamolni:
n

Ro) =P (x; <) = 3 (1) P @ 1= P

i=k
Fk,l(xay) = P(‘Xl)ck < anl* < y) =
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n!

T Y F) ~ F@l - P,
=l

P(X] <z1,X5 <z9,...,X, <mp) =

n! ; i i
= > [P (20)] [Fa2) — F(a)] T (L= F )"
= = — il —ig)l- - (0 —1p)!
n— n—1=N 1=
Az
0, ha z <Xy
Fu(z)=4q % ha X;<z<X;, (k=12,...,n-1)
1, ha z>X;
véletlen fuggvényt az X1, Xo, ..., X, statisztikai minta empirikus eloszldsfugguényének nevez-

zuk.

n
Hasznalatos az elzével ekvivalens Fy,(z) = _ I1x, ;) definici6 is, ahol
i=1

I . 1, ha X <z
(Xk<e} =1 0, ha X > =

Az empirikus eloszlasfiiggvény minden rogzitett © € R esetén statisztika, azaz valdszintisé-
gi valtozd! F,,(z) minden realizicidja diszkrét eloszlasfiiggvény, azaz olyan 1épcsds fliggvény,
melynek ugrishelyei a véletlen mintatol fliggenek, és az ugrasok magassiga 1 valdszinliséggel

" Legyen az X valdsziniiségi valtoz6 adott. Legyen tovabba X1, Xo, ..., X, ... statisztikai
minta, amelynek eloszldsfiiggvénye X-ével azonos. Rogzitsiikk most az © € R valds szamot.
Ekkor X eloszlasfiiggvénye az x pontban a paraméter: ¢ = 9(P) = Fp(x). Akkor az F,(z)
empirikus eloszlasfiiggvény értéke a o eloszlasfiggvény-érték torzitatlan, négyzetes kozépben
konzisztens becslése.

Bizonyitds: Az empirikus eloszldsfiiggvény definicigjabdl nyilvanvald, hogy
0<nF,(z)<n
és
P(nF,(z) = k) =P(k db i indexre X; <z, (n—k) db j indexre j #¢ X; > z) =
~ ()@l 0 et = (o) € B,

Azaz nF,(r) binomialis eloszlasti n és Fp(r) = 9 paraméterekkel. Viszont ekkor
Ep(nF,(z)) =nd
és
ob(nF,(z)) = nd(1 — 9).
Innét pedig
Ep(Fu(z)) =9
és
¢ (1—19) 1

ob(F,(z)) = — < i 0 (n—

)

oo
kovetkezik, ami az 4llitast igazolja. Felhasznaltuk, hogy 9(1 — ) < %.
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Mivel a négyzetes kozépben valé konzisztencidbdl kovetkezik a konzisztencia, ezért Ve >
0, Vx € R, VP € P-re P(|F,,(z) — Fp(z)| >¢) - 0 (n — o0). Ennél az 4llitdsndl lényegesen
erGsebbet fogalmaz meg a kovetkez6 tétel: az empirikus eloszlasfiiggvény 1 valdsziniiséggel,
egyenletesen konvergdl az eloszldsfiiggvényhez. Elméleti jelentGsége miatt a tételt a matema-
tikai statisztika alaptételének is hivjak.

2.1.3. tétel: (A matematikai statisztika alaptétele, Glivenko—Cantelli)
Legyen X1, Xo,...,Xp,,... a statisztikai minta. Jelolje F'(z) a minta eloszlasfiiggvényét, és
F,(z) az empirikus eloszlasfiiggvényt.

Akkor P ( lim sup |F,(z) — F(z)| = 0) =
n—00 z€R

Bizonyitdas: Legyen € > 0, x € R tetszbleges! Megmutatjuk, hogy 3 N > 0 és C €
F: P(C) =1, hogy V w € C esetén, ha n > N, tgy |F,(z) — F(z)| < e. Legyen m
olyan pozitiv egész szam, hogy % < 5, és legyenek R egy m intervallumbdl 4116 rendszerének

(m) _ (m)

osztépontjai z; = = —00 , Ty = 400, xgcm) = sup {x : F(x) < %} Jelolje az intervallu-
TER

mokat: Jp = (m,g ), lg+)1] , k=0,1,...,m — 1. Tegyuk fel, hogy a széban forgé z-re éppen

T €Jp 1 = mgci)l <z< x,(c m) teljesil most. Az eloszlasfiggvény tulajdonsdgai miatt:

(m)y « k (m)
Mg ST 2O b= @) P < £ < PE 10+
Fopy) < 5 < Flo 2y +0) m m

A nagy szamok erGs torvénye értelmében a relativ gyakorisdg 1 valdsziniiséggel kozeliti az
elméleti valdsziniiséget:

1 ¢ m
JA,€TF: P(Ag) =1 és Ywe A : lim (E ZI{XK%(T)}(w)) = F(g:§c )).
=1

n— 00

n—o0

IB,e€F: P(By) =1 é Vwe By: lim ( ZI{X <I(m) >:F($§cm>1+0)-

Legyen C = H ApBy,_1. Akkor P(C) = <H ApBy,_ 1) =1 = P(C)=
=1 k=1
Tehét Yw € C esetén AN : n > N, akkor

n n
2D gy = PG <56 D3 g ey~ FG 0) < 5
fgy x € Jp_q1-re
F(z) ~ Fala) < F(af™) — Fa(al™) < F@{™) +0) + -~ (o™, +0) < — + =
Maésrészt
F(a) - Fola) > F@™ 4 0) - Fu(@l™) > P2{™) - = — F(a™) > _% .

Azaz |F(z) — F(z)] < 5§ + L <e = 4llités.
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2.2. Hatasos becslések

2.2.1. definicié: Legyenek  és t a 9 € R paraméter torzitatlan becslései, ahol 3 a%f és
ot (VP € P). Azt mondjuk, hogy ¢ hatdsosabb becslése 9-nak mint ¢, ha bt < 0%t VP € P-
re és APy € P :a%of < o'%,of.

2.2.1. példa: Legyen az X valdsziniiségi valtozd adott. Tegyuk fel, hogy X egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozo a [0, 9] intervallumon, ahol ¥ > 0 ismeretlen paraméter.

Most VP € P-re Fy g(x) = %, U200 — ¢ sy = L e (0,9),
EyX = g, 0'129X =2 Legyen tovabba X1, Xs,..., X,,... statisztikai minta, amelynek elosz-

2
12°
lasfiiggvénye X-ével azonos.
Tekintsiik a .
n="""x,
n

TQZXT*L—FXT,

n+1
n—1

Ty =2X,

T5 =

statisztikdkat! Megmutatjuk, hogy mindegyikiik torzitatlan, de kiilonb6z6 szérdsi becslés,
tehdt eltér a hatdsossiguk.

- - )
EyT) = Ey2 X, =2EyX,, =2EyX = 25 =19 = Ty torzitatlan.

2 2 2

o3 X ) 9
V" —4— = _— 0 = Ty négyzetes kozépben konzisztens.
n 12n 3n

Az X eloszlasfiiggvénye:

02Ty = 405X, =4

* n T\™
P (X; <o) = [Fxo@)]" = (3) . ae[0.9]
= siirliségfliggvénye
$n—1
fn,ﬁ(x)_n gn ) LEE(O,’ﬂ)
9 9
" 1 [ant17? n

EyX) = dz = —dzx=n— =
9<n /xf”*”(g”) v /”ﬂn T n [n+1]0 n+1

0 0

= EyT1 =9, torzitatlan.

9
1 2 n—1
ol = ByT? — (ByTy)? = <n;t ) /xanﬂn dz —9? =

_(n4+1)2 1 [ant? 19_?92_(712+2n+1—n2—2n)192_ 9? o
n 9" [(n+2], B n(n+2) " n(n+2) '

= T is négyzetes kozépben konzisztens.
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Az X7 eloszlasfiiggvénye:

P(X;f<z)=1—[l-Fxg(x)]"=1- <§;x>n, z € [0,9]

— flﬂg(ai) =n

9 9
EﬁTzzEﬁXf{JrEﬁXf:nn 19+/96f119(x)dx:nn 19+£/x(19—x)"_1dx§
0 0

Véerehajtva a 9 — 2z =y — % = —1 valtozdcserét
grehaj y a0 ,

0

9 n+1 79

« T n _ n n y" n |y

= 9——[(F— lly = ——9 4+ —— || - — =1,
n+1 19"/( Wy dy = 2o +19”_1[n]0 ﬂ"[n+1]

)

azaz Ty is torzitatlan.
oiTy = o2 X} + a2 X} + 2covy(X}, X7).
X és X, nem fiiggetlenek, igy ki kell szimolnunk a kovariancidjukat:
PXi<zX,<y)=PX; <y)—-PX] >z,X; <vy) =

:[Fx,ﬁ(?/)]n_P(mﬁXl<3/aﬁUSX2<?/a,$§Xn<?/):
n

=[Fxp)]" - [[Plz < Xi<y) =
=1

= FxoW)]" = [Fxo(y) — Fxp@)]", z,yel0,d], z<y.
X és X egyittes stirliségfiiggvénye igy:

O*P(X} <, X} <vy)
oz Jy

=n(n—1) [Fxa(y) — Fxs(@)]" " fxo)fxo(@) =n(n—1)

vy n—2
- 1
covy(X*, XT) ://xyn(n—l) (yﬁ$> 5 dady — By X, By X{ =
0 0

u = y — x helyettesitéssel

9 y
= [\t —vme-n (§) Gan | dv -t -
0 0

17
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1 2 n 2 _ 1 2
n+2 (n+1)2°  (n+2)(n+1)2
Mivel 5
B(XH2 =92 - 2" 92 92—
(X7) n+1 +n+2
_ (n*+3n+2-2n*—4n+n’+n) , 2 92
- n+1)(n+2) D (n+2)
igy: ) .
2 vk 2 2 n 2
X = T — 9 = 9
TN T ) (nt2) (n+1)2 (n+ 12 (n+2)
Hasonléan:
I n—1 2 2 2
G'2X;::/l‘2'n'x dz — n-9 S LA S US— - ) .
9" n+1 n+ 2 (n+1)2 (n+1)2(n+2)
0
Tehat
oiTy = 03X + a3 X; +2covy(X:, XT) =
n n 2 2
- 92 + 92 + 9? = 9% =0,
(n+1)2(n +2) (n+1)2(n+2) (n+1)2(n+2) (n+1)(n+2)

T, is négyzetes kozépben konzisztens.

n

(n—1)(n+2)

1 2
oiTs = <” + 1) (653X + a5 X1 — 2covy(X:, X7)) = 9% — 0,

n —

T3 is négyzetes kozépben konzisztens. Végiil:

EyTs =

n+1 n+1 n 1
n—1

— (Ey X, —EyX]) = o Ay 119) =19 = torzitatlan.

Az eredményt Osszegezve: o%Tl < 0'129T2 < O%T?, < U§T4.

2.2.2. példa: A hnearls statisztikdk kozott a X, statisztika a leghatasosabb azaz, ha

tetszbleges c1,¢a,. .., Cn, Z c; = 1 valés sulyokkal tekintjuk a ¢, = Z c; - X; linedris becslést,

akkor t, torzitatlan, és O'PX < O'Ptn
Bizonyitds: Elészor is megjegyezziik, hogy a ¢; = % (1 =1,2,...,n) silyvalasztdssal az
atlagstatisztikat kapjuk, tehdt az atlagstatisztika is linedris becslés. Legyen g; = ¢; — +

(1=1,2,...,n). Ekkor

fgy
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2.2.2. definicié: Ha a t* torzitatlan statisztikara igaz, hogy
2 4% . 2
opt" = t (VP e?
pt"= min opt (VP €P),
0'2Pt<oo
akkor t*-ot hatdsos becslésnek nevezziik.
A Csebisev-egyenl6tlenségbdl tudjuk, hogy egy valdszintiségi valtozé annal kisebb mérték-
ben ingadozik a varhaté értéke koriil, minél kisebb a szordsa. Ez az oka, hogy a torzitatlan
becslések kozott a hatdsos becslés megkeresése a cél, hisz varhatéan ez pontosabb, mint bar-

mely mas torzitatlan becslés. A kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy ha van hatdsos becslés,
akkor 1ényegében csak egy van.

2.2.1. tétel: Ha t* és t** a paraméter hatdsos becslései, akkor P(t* =t**) =1 (VP € P).
Bizonyitds: Legyen t egy tetszOleges torzitatlan becslés.
Ept* = Ept™ = Ept = ¥, obt* = obt** < obt.

Ez akkor is igaz, ha t = M Ig

y
+ 1
opt* < of ( ) Z opt* + opt™ + 2Ep(t* — 9)(t* —9)] .

Innen atrendezés utdn
0 < obt* = optiopt™ < Ep(t* — 9)(t" — 9) = cov(t*,t*).
Viszont tudjuk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwartz-féle egyenlétlenségbol, hogy
cov(t*,t") < opt'opt™.

Ez csak dgy lehet, ha cov(t*,t**) = opt*opt™, vagyis t* és t** kozott 1 valdsziniiséggel
linearis kapcsolat &l fenn: P(t* = c¢t**) =1 (VP € P).

Viszont o%t* = o%(ct™) = opt™ = c? =1, cov(t*,t**) >0 = c = +1. Ahonnan
méar kovetkezik az allitas.

2.2.2. tétel: (Cramer-Rao-egyenlétlenség)
Tegyiik fel, hogy az X = (X1, Xo, ... ,Xn)T statisztikai minta egyparaméteres Fp(z) = Fy(z)
eloszlasfiiggvénye abszolut folytonos: 3 dde;z@ = fo(z), 9 € (a,b). Jelolje

Ly(x) = Ly(z1, 29, ..., 2n) = Hfﬂ(xi)

a minta egyiittes siirliségfiiggvényét!
Feltételek:

2
a) I,,(9) :R[I <3Lgﬁ<><>) : 7k dx < 0o (Fisher-féle informéciés mennyiség.)

b) Legyen g : (a,b) — R tetszbleges differencidlhato fliggvény.
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c) Legyen a t(X) statisztika a g(19) torzitatlan becslése, azaz Ey(t) = g(¢) (V9 € (a,b) ).

M) 303t = [ (1)~ g(0))* L x) dx.

e) ‘%Rf #i(x) Ly (x) dx :Rf ti(x)%ﬁ(x) dx, (i =0,1).

Ekkor

oit >

Bizonyitas: A c) tulajdonsagbdl, mindkét oldalt derivélva ¢ szerint:

a% /t(x)Lg(x) dx = /t(x)aLaLéx) dx = di—?. *)
Rn Rn

Miésrészt, mivel Ly(x) egyiittes siiriiségfiiggvény:
/ Ly(x)dx = 1.
Rn™

Ezt is derivalva 9 szerint:
% / Ly(x)dx
Rn

Mindkét oldalt beszorozva g(1)-val:

/ o) 22 4 — o (%)

[ 0Ly(x) dx 01

a0 =50 "

R™

R

(%) és (xx) kiilonbségét véve:

[ ) = g(0)) 2 e = L.
RTL

Most a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlétlenséget alkalmazva:

2
(f )" = (@/ (1) — () 222 dx) -

n

2
— | [ (0 - s VEm) (e - 220 ) e | <
/ ( >(Lﬂ(x) 99

n

2
< [0 -9 Pramax [ (s e ) Latiax = b1 (0)
Rn Rn

Innen atosztdssal, mar kovetkezik az allitas.
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Megjegyzés:

1.

A Cramer—Rao-egyenlétlenség elvi alsé korldtot ad a torzitatlan becslések szérdsnégyze-
teire. Ha tehat egy statisztikdra belatjuk, hogy szdérdsnégyzete éppen az alsé korlattal
egyenld, akkor az biztosan hatasos, s6t a 2.2.1. tétel szerint az egyetlen hatisos becslés.

. A bizonyitas soran felhaszndlt Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenségben akkor

és csak akkor van egyenléség, ha 3 v(9) : Lﬂl(x) aLgéx) (= 2 Eﬁ;‘/‘ By = p(9)- (t(x) — g(9))
majdnem minden x-re fenndll.

. Ha specidlisan g(9) = ¢, akkor o5t > %M).

. Mivel
Ly(x) = Ly(x1, 20, ..., T,) = ﬁfﬁ(l'i) — In Ly(x) = zn;ln o).
Ebbél i )
i=1 i=1

= noj <%§<Xﬁ')> = nl,(¥).

A levezetésben a szumma kiemelését a mintaelemek teljes fliggetlensége miatt tehetjiik
meg.

. A Cramer-Rao-egyenl6tlenség diszkrét valdsziniiségeloszldsok esetén is érvényben ma-

rad, ha Ly(x) = Ly(z1,zo,...,%,)-t mint a minta egylittes eloszldsat értelmezziik:
Ly(x) = Ly(z1,29,...,2p) = P(X1 =21, Xo = 29, ..., X, = ).

A feltételekben a tobbes integrilok helyett tobbszoros szummakat kell venni, az ) regu-
laritasi tulajdonsigok a derivalas és az 6sszegzés sorrendjének felcserélhet6ségét kovetelik
meg.

. A Cramer-Rao-egyenlétlenség az elemi (cov(X,Y))? < a?X - o2Y egyenlStlenségnek

81n Ly(X)

felel meg, amikor X = ¢, Y = —45=. Ugyanis
cov (t, 8lngg(X)> _B, <t- 8ln§g(X)> ,
mert
Ey (%ﬁ) = OLG%EX) dx = 0.
Rn
ey Jln Ly(X) 1 OLy(x)
Ey <t- T) :/t(x) : L&) " - Ly(x)dx =

Rn
= % /t(x) - Ly(x)dx = 91(19)'
Rn



22 2. FEJEZET BECSLESELMELET

7. Belathato, hogy I,(9) = o2 (%g(")) hiszen

o5 (L;X) anggX)> — (L;X) anggX)>2 - (Eﬁ <L;X) 8L§1(9X)>>2’

de [ BL“”( ) dx = 0 miatt

Rn™
1 9Ly(X)\ _ 1 0Ly(x) CroLyx)
v (Lﬁ(X) o0 > B Z Lﬂ(X) 99 Lﬁ(x) dx _Rn de =0
és 1gy . 1 0Ly(X)\ B 1 OLy(X) 2 -
70 (Lﬁ(X) oY > - (Lﬁ(x) Y > =
2
N / (L,:(x) 8L5£X)> Lo(x) dx = T, (9).
R»

2.2.3. példa: (Az dtlagstatisztika hatdsossdga normdlis esetben)

Legyen az X valdsziniiségi valtozé adott. Legyen tovabba X1, Xo,..., X, ... statisztikai min-
ta, amelynek eloszlasfiiggvénye X -ével azonos valamilyen m, Dy paraméterti normaélis eloszlds-
hoz tartozik, ahol Dy > 0 ismert, m ismeretlen. Ennél a feladatnal az ismeretlen paraméter
tehat a normadlis eloszlds varhaté értéke: 9 = m = Ep X.

A 2.1.1. példdban bizonyitottuk, hogy 4ltaldban az X,, 4tlagstatisztika az m torzitatlan
becslése. A normalis eloszldsnak valamennyi momentuma létezik, tehat X, négyzetes ko-
zépben konzisztens becslés is. A Cramer—Rao-egyenlGtlenség segitségével most megmutatjuk,
hogy hatdsos is. A minta egyiittes siiriiségfiiggvénye most:

- 1 " e
X) = H‘pm,Do((L‘i) — < > e 2 01
im1 \/271'D0

A Cramer-Rao-tétel utani 2. megjegyzést figyelembe véve:

InL,, Zln ©m, Do (zi) = —nIn(v2mrDy) — 2D2 Z

M=

(zi—m)?

1

Oln Ly, (x) - .
- ZB In @, p,(zi) = D2 Z D2( —m) = I, hatdsos.

2.2.4. példa: (Az dtlagstatisztika hatdsossdga exponencidlis esetben)
Legyen X egy valésziniiségi valtozé. Legyen tovabba Xy, Xo, ..., X, statisztikai minta, amely-

nek eloszlasfliggvénye X-ével azonos valamilyen ismeretlen A > 0 paraméterli exponencidlis
eloszlashoz tartozik. ¥ = % = EpX. A minta egytittes siiriiségfiiggvénye most:

dlnLy(x) 0 | b B 0 n 1«
99 90 | ™ gn® g9 T Z”“" «9+z92;x

(xn — 1) = T,, hatdsos becslés.
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2.2.5. példa: (Az dtlagstatisztika hatdsossiga a Poisson-eloszlds esetében)
Legyen X diszkrét valésziniiségi valtozd. Legyen tovabbd Xi, Xo,..., X, statisztikai minta,
amelynek eloszlasfliggvénye X-ével azonos valamilyen ismeretlen A > 0 paraméterii Poisson-el-
oszlashoz tartozik. Ennél a példandl legyen az ismeretlen paraméter a Poisson-eloszlas elméleti
vérhaté értéke: 9 = A = EpX. Ly(x) most a minta egyiittes eloszlisa lesz:

n .
9
Ly(x) = P(Xy =21, X2 = 72,..., Xy = p) ZHP(Xz' = ;) ZH—e V=
: L ()

'Z:I i n n
= il_ efnﬁ = In Lﬁ(X) = (1n19) Z,’L‘Z —1In <H(xl)|> —n -39
H(ﬂ”i)! i=1 i=1

i=1
9 szerinti derivalds utin:

OlnLy(x) 1 & n,_ _ . .
59 "9 Z:ZI T —mn = E(x" —19) = T, hatdsos becslése J-nak.

2.2.6. példa: (Az egyenletes eloszlds esete)

Legyen most az X1, Xo,..., X, minta eloszldsa U(0,d), ahol ¢ > 0 ismeretlen paraméter.
Léattuk a 2.2.1. példdban, hogy a T} = ”THX; statisztika torzitatlan becslés volt g(9) = J-ra,
2 _ _ 92 . : . 1 . (s . [
ahol °T} = T2 Szamoljuk ki ebben az esetben az Y™ ) informéciés alsé hatart!
9
d 1)\2
21 1
11(19) :/ (379l19) dr = ﬁ’
0 9
azaz
1 P

L,(9) nL(¥) n’

Az a meglep6 eredményt kaptuk, hogy a T} torzitatlan becslés szorasnégyzete kisebb, mint a
Cramer—Rao-tételben az informéciés alsé hatar!

Az ellentmonddas abbdl adédik, hogy az egyenletes eloszlas esetén nem teljesiilnek a Cra-
mer-Rao-tétel e) regularitdsi feltételei. Most

Ly(x) = <$>n Vi € (0,9),

és

mig
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2.3. Elégségesség

A statisztikdk elvért, j6 tulajdonsigai kozott alapvets fontossagi az elégségesség. Ezen azt
fogjuk érteni, hogy a statisztika a minta eloszlisanak paraméterére vonatkozéan minden in-
forméciét magdba siirit, egymaga képes helyettesiteni a mintit. A paraméterek becsléseihez
a megfelel6 statisztikakat ,elégséges” az elégséges statisztika fiiggvényei kozott keresni.

2.3.1/a. definici6: Legyen adott a P paraméteres eloszliscsaldd, és az X1, Xo,..., X,
statisztikai minta, amelyek eloszlasfiiggvénye abszolut folytonos VPy € P-re:

Fﬂ($) = / fﬂ(t) dt, zeR

fo(x) a minta stirtiségfiiggvénye. Jelolje a t,(X1, Xs,...,X,) statisztika siirtiségfiiggvényét
(), az X1, Xo,..., X, és t,, egyiittes siirliségfiiggvényét pedig hy(z1,22,...,2p,y). Ha az
X1, Xo,..., X, mintdnak a t,-re vonatkoz6 egyiittes feltételes siiriségfiggvénye nem tartal-
mazza a ¥ paramétert, vagyis

h"ﬂ(xla Z2y---,Tn, y)
gn,é‘(y)

IX1X0 0 Xt (T1 T2, -+ T | Y) =

’

nem fiigg J-tél, akkor , a t,, statisztika a 9 paraméter elégséges becslése.

2.3.1/b. definicié: Legyen adott a P = {Py, ¢ € O}, valdszinliségi mértékek egy te-
re és az X1, Xo,..., X, statisztikai minta, amelyek eloszlisa diszkrét VPy € P-re. Legyen
tn (X1, Xo,...,X,) statisztika. Ha az X1, Xo,...,X,, mintdnak a ¢,-re vonatkoz6 egyiittes
feltételes eloszlasa nem tartalmazza a 9 paramétert, vagyis

Pﬁ(Xl - $17X2 =T2,... 7Xn - xnatn = y)
Pﬂ(tn:y) ’

nem fiigg J-tél, akkor a ¢, statisztika a ¢ paraméter elégséges becslése.

P(X1 :ml,XQZLEQ,...,Xn:.’L‘n|tn:y):

2.3.1. példa: (Az dtlagstatisztika elégségessége normdlis esetben)
Legyen X valdszintiségi valtoz6. Legyen tovabbd X, X, ..., X, statisztikai minta, amelynek
eloszlasfiggvénye X-ével azonos valamilyen m, Dy paraméterti normélis eloszldshoz tartozik
VP € P-re, ahol Dy > 0 ismert, m ismeretlen. Az ismeretlen paraméter a normalis eloszlas
elméleti varhaté értéke: 9 = m = EpX.

Az atlagstatisztika teljesen fliggetlen, N (%, %) eloszlast valdsziniiségi valtozok konvoli-
cidja, tehat maga is normadlis eloszlasi, 9 és % paraméterekkel. fgy az X1, Xo,...,X, minta

egyiittes X,, = y-ra vett feltételes stiriiségfiiggvénye:

Ix1,X5,....Xn (T1,22,..,Tn) n
1.-42 n sV 2yeey , ha ny = E x;
i=1

le,XQ,...,Xn|Xn (]71,1‘2, -5 dn | y) = I% )
0 egyébként
Mivel .
1 2
-n == > (%)
X1, X0, X (1, 2, .oy Tp) = (v 27T> Dy"e *Poi=1
és ,
e

AV 27I'D0
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ezért
le,Xz,...,Xn|Xn (T1,%2,..., 7 | y) =

L, {i (Irﬁ)%n(y%f]

0 Li=1

;e
— \/ﬁ(\/ﬁDo ) n=t ’
0 egyébként

n
hany= > x;
i=1

n
Mivel Z (z; —9)? —n(y—1)2 = Z z? —ny?, ha Z z; =ny = a feltételes siirtiségfugg-
=1
vény nem fugg a paramétertol, amlbol mar kovetkemk az allitas.

2.3.2. példa: (Az dtlagstatisztika elégségessége exponencidlis esetben)
Legyen az X valdsziniiségi valtozé adott. Legyen tovabba X;Xs,..., X, statisztikai minta,
amely eloszldsfliggvénye X -ével azonos valamilyen 9 = % paraméterii exponencidlis eloszlashoz
tartozik. Az ismeretlen paraméter tehdt az exponencialis eloszlds varhaté értéke: EyX = 4.
Az atlagstatisztika teljesen fiiggetlen, (%) eloszlasu valdsziniiségi valtozdk konvolicidja, el-
oszldsa n, 5 paraméterti gamma eloszlds, melynek stirtiségfiiggvénye:

1 nr

n\n " " te” 9

f, (@) = (5) o £

A minta egyiittes siirtiségfiiggvénye most

n S e
1 &t
FX0 XKoo X (@1, T2, -y 7)) = [ [ fx, () = gne ¢ Vzi>0.
i=1
Az
Ix1,%Xo,... . Xn (X1,22,..,Tn) h L
. any =y
le,Xz,...,Xn|)'(n(fE1afE2,---aﬁUn ly) = T3 W) ’ i=1 '
0 egyébként
képletbe behelyettesitve:
_%1 T
1~y n
g ° hany=>Y =
le,X2,...,Xn\)'(n($1aﬁU2a -5 dn | y) = n n-1g" 9 y Z; !
(19) (n O
0 egyébként
Egyszeriisitések utdn:

(n—1)le” v+

le,Xz,...,an_(n(xl’x?a'"7mn | y) = nhyn—1 , hany= lez =

0 egyébként

(n=1)! h &
_ ) mrgeery hany= > Ti
- =1

0 egyébként

Lathatd, hogy a fuggvény nem fiugg a paramétertdl, azaz az atlagstatisztika ebben az
esetben is elégséges becslést ad.
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2.3.3. példa: (Az dtlagstatisztika elégségessége a Poisson-eloszlds esetében)
Legyen az X diszkrét valésziniiségi valtoz6 adott. Legyen tovdabba X1, Xo, ..., X, statisztikai
minta, amelynek eloszlasfiiggvénye X -ével azonos valamilyen 9 > 0 paraméterii Poisson-elosz-
lashoz tartozik. Az ismeretlen paraméter tehdt a Poisson-eloszlas varhaté értéke: ¢ = EpX.
Az dtlagstatisztika eloszldsa most:

P(nX,=y)=P S =y ) = 0 =0,1,2
n — y) - Z T y - y' € y - 07 7 AR
i=1 )

A minta egyiittes eloszldsa:

n 191,21 i
P(X) =21, Xp=m3,..., Xp =) = [[P(Xi =) = e
=1 H Z‘Z'
i=1
fgy a mintanak az atlagra vonatkozé feltételes eloszlasa:
n
[[P&Xi =) '
— ':1 y-
P(Xlle,ngxg,...,anxn|an:y):lP(X_ — ) = - ,
nan =Y nY [ z;!
i=1
n
ha y = > x;, ami nem fligg a paramétertdl, azaz az atlagstatisztika a Poisson-eloszlis esetén
i=1
is elégséges.
2.3.4. példa: (Példa nemelégséges statisztikdra)
Vizsgaljuk meg a t = X ,,statisztikat”! Most
HPﬂ(Xi:l’i)
P(X,=2,Xo=122,..., Xpn =2, | X1 =y) = wa hazi=y =
07 ha z1 7é Y

n
HPﬂ(Xi =u1x;), hazi =y
i=2

07 ha‘a:l #y

ami ldthaté, hogy tartalmazza a paramétert.

2.3.1. tétel: (Rao-Blackwell-Kolmogorov)
Legyen adott P, valésziniiségi mértékek egy -paraméteres tere, és az X1, Xo, ..., X,, statiszti-
kai minta, amelyek eloszlasfiiggvénye abszolit folytonos VP € P-re. Jelolje T}, (X1, Xo, ..., X,,)
a ¥ paraméter egy elégséges statisztikdjat, ¢, (X1, Xo, ..., X,) pedig a paraméter g fliggvényé-
nek tetszOleges torzitatlan becslését: Eyt, = g(9). Akkor létezik olyan h fiiggvény, hogy
Ey(h(T,)) = g(9) és o5(h(T,)) < o3t,. Tovabba h(T,) = Ey(t, |Ty).

Bizonyitis: A h(T,) nem fligg ¥-t6l, csak a mintatdl, hiszen T,, elégséges statisztika volt.
Tehat h(T),) tényleg statisztika. A feltételes varhatd érték tulajdonsdgait felhasznalva:

Ey(h(Th)) = Eg(By(t |T0)) = Egtn = g(9), h(T) torzitatlan.
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Masrészt:
Ugtn =Ey(t, — 9(19)) =Ey[t, — h(T,) + h(T,) — g(ﬁ)]2 =

= Eﬂ(tn - h(Tn))2 + a%(h(Tn)) +2Ey [(tn - h(Tn))(h(Tn) - 9(19))] .

Ey [(tn — h(Tn))(h(Th) — 9(9))] = Ey [Eg [(tn — h(T0)) (R(Tn) — 9(9)) [T ]] =
= Ey [(h(Tn) — 9(9))Ey [(tn — h(Tn)) |T]] = 0,
mert
Ey [(tn - h(Tn)) |Tn] =Ey [tn |Tn] - h(Tn) =0.
Innen mar o2t, > o3(h(T,)) adédik.

Ha létezik hatdsos becslés, akkor az az elégséges becslés fliggvényeként &ll els. A tétel
azt nem allitja, hogy a h(T,,) méar hatdsos lenne, csak azt, hogy egy tetszSlegesen adott t,
torzitatlan becslésnél az elégséges statisztika segitségével lehet hatdsosabbat elédllitani, de az
nem biztos, hogy egyben hatdsos is!

2.3.2. tétel: (Neymann-Fisher faktorizicids tétel)
Legyen adott P, valésziniiségi mértékek egy J-paraméteres tere, amelyhez adott az X1, Xo,..., X,
statisztikai minta, amelyek eloszldsfiiggvénye abszolit folytonos VP € P-re.

A T, statisztika a ¢ paraméter elégséges becslése <= Ik :R* - Résg:R> - R
fiiggvények, hogy Vx = (z1,z2,...,7,)] € R* és Vi-ra

Ly(z1,29,...,20) = k(z1,22,...,2,)9(Th (21, T2, ..., 2y),J).

Bizonyitds: Nem bizonyitjuk. A bizonyitids megtaldlhaté Lehman: Testing Statistical
Hipotheses, 49. old.

2.3.5. példa: (A faktorizdcios tétel alkalmazdsa egyenletes eloszldsra)
Legyen az Xq,..., X, statisztikai minta egyenletes eloszlasi a (0,1) intervallumon. Ekkor a
minta egytttes siirtiségfiggvénye

:ﬁiH 051;2 "L'za)

alakban irhatd, ahol

w(a, b) = 1, haa<b
"1 0 egyébként

Mivel az X; <9, X2 < 9,..., X, <¥ <= X} =max{X;} <, ezért

n

[T wtzi9) = (=, ).
=1
fgy

Lﬁ(x):<% u(z! 19) HquZ

azaz teljesul a faktorizaciés tétel az n-edik rendezett mintaelem statisztikdra. Belattuk tehat,
hogy az X = max {Xy,..., X, } statisztika elégséges a ¥ paraméterre.
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A maradék n — 1 elem@i mintdnak az X = t feltételre vonatkoztatott stirtiségfiiggvénye

n
nem fligg a 9 paramétertél. Megmutathatd, hogy ez a siirliségfiggvény [] % alaki, most
i=1

specidlisan (%)nfl. Vagyis a maradék minta egyenletes eloszldsi a (0,¢) intervallumban. Ha
szimuldlunk n — 1 véletlen szadmot a (0,¢)-n, az t-vel egyiitt statisztikailag ekvivalens mintét
fog alkotni, mint az eredeti X1,...,X,, amelynek eloszlasa még figgott J-t6l. Az X tel-
jes statisztika ,képviseli” a ¢ paramétert, jobban mondva magdba tomoriti a 9-ra vonatkozd

informéacidkat.

2.4. Maximum-likelihood becslés

Eddig csak arrél volt szd, hogy milyen jé tulajdonsigai lehetnek egy statisztikdnak, de még
nem tudjuk, milyen mdédszerekkel lehet egy adott becslési probléméahoz alkalmas statisztikat

7

elédllitani. A kovetkezdkben két dltaldnos becslési médszert fogunk ismertetni.

2.4.1/a. definici6: Legyen adott P, val6sziniiségi mértékek egy tere és az X1, Xo,..., X,
statisztikai minta, amelyek eloszlasfiiggvénye abszolut folytonos VP g € P-re. Jelolje most

n
L(Xaﬂ) = Hf’ﬂ($l)
i=1
a minta egyuttes siiriiségfiiggvényét. A 9 paraméter maximum-likelihood becslésén azt a
(X1, Xo, ..., X,) statisztikdt értjiik, melyre
L(x,T,(x)) = max L(x,9)
JeRF

teljestil (Vx € R").

2.4.1/b. definicié: Legyen adott P, valésziniiségi mértékek egy tere és az X1, Xo,..., X,
diszkrét eloszlasi statisztikai minta F C R értékkészlettel VP gy € P-re.
Jelolje most

n
L(x,9) = Py(X1 = 21, X2 = 23,..., Xp = z) = [[Po (X = 2)
i=1

a minta egyiittes eloszldsat. A ¥ paraméter maximum-likelihood becslésén azt a
(X1, Xo,..., X,) statisztikdt értjiik, melyre

L(x,m,(x)) = gg@i L(x,9)

teljesill (Vx € E™).
Megjegyzés:

1. L(x,9)-t likelihood fliggvénynek is nevezik. Az elnevezés jogos, mert most az egyiittes
stirtiségfiggvényben nem x-et, hanem 9-t tekintjik valtozénak.

2. A mddszer alapgondolata a kovetkezd: mintavételezés sordn az x realizdciét kaptuk.
Feltételezzik, hogy azért éppen ezt a realiziciét kaptuk, és nem mast, mert az 0Osz-
szes realizdciok kozil ennek a legnagyobb a bekovetkezési valészintisége. Vegyiik tehat,
az Osszes ¥ paramétervektor kozul azt, amelynél éppen az x realizdcié bekovetkezése

a maximalis. A vélaszt mind a folytonos, mind a diszkrét esetben a L(x,9) — max
veR

szélséérték-feladat megoldasabdl kapjuk meg.
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3. Mivel a természetes alapi logaritmusfiiggvény szigortian monoton névekvé, az L(x, ) —

max feladat helyett sokszor célszerii az In L(x,d) — max szélséérték-feladatot megol-
9€ER YeR

dani, ugyanis ugyanott lépnek fel a maximumhelyek. Az [(x,1) = In L(x, ) fiiggvényt
log-likelihood filiggvénynek nevezziik.

1(x,9) = In fy(;).
c=1

4. A maximumhelyet az % =0, 1 =1,2,...,k egyenletrendszer megoldésai kozott

kereshetjiik.

2.4.1. példa: (A vdrhatd érték mazimum-likelihood becslése normdlis esetben, amikor is-
mert a $z0rads.)
Legyen
1 L (z—9)?

op2
ZDO

= —@e s
vV 27 Dg

ahol Dy > 0 ismert, ¢ € R az ismeretlen paraméter.
Most a likelihood fliggvény:

fo(z)

" by X (2i—0)?
1 > o 2D2 (z )

10 = (rg

a log-likelihood fiiggvény pedig

1 1 <
=nl — ;i —0)2.
I(x,9) nn(mD()) 2D§;(x )

A maximumbhely keresése:

di(x,9) 1 ¢« 1 o _
Mivel 2( )
d?l(x, 9 1
XY __ 2 <)
07 pz <"

a kapott stacionarius hely maximumhely. Tehat az atlagstatisztika normélis esetben a varhaté
érték maximum-likelihood becslése.

2.4.2. példa: (A vdrhato érték és a szordsnégyzet mazimume-likelihood becslései normdlis
esetben. )

Legyen

f191,192 ((L‘) = # eiﬁ(xiﬁl)i

\/27‘(‘ 192

ahol 99 > 0 és ¥1 € R az ismeretlen paraméterek.
Most a likelihood fuggvény:

1 )n ~555 3 (ai—01)?
e

L(xaﬁlaﬁZ) = (\/m
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a log-likelihood fiiggvény pedig

n

1
I(x,91,0) = —nln V21 — g n 0 = 5o S (@ — 01)2
i=1
A maximumbhely keresése:
8l(x,191,192) 1 " 1 " _
T:%;(%—ﬂl)zo - ﬁlZEiZIZEi:QIn
al(X,ﬂI,'ﬂQ)__L_i_Li(x_19)2_0 — 9 _li(l"—’l?)Q_SQ
T T e e
Mivel
P*U(x,91,92) _n
092 s’
U(x,91,02) n 1 & )
TRl N S - 00,
92 202~ 93 ;
82l(x,191,192) 1 -
—_— = x; — ),
89200, 92 ;( i =)

a kapott stacionarius hely Hesse-matrixas:

= 0

TE

amibdl latszik, hogy a hely maximumhely, tehdt az atlagstatisztika és az empirikus szoras-
négyzet statisztikdk normadlis esetben az elméleti varhaté érték és szérasnégyzet maximum-li-
kelihood becslései.

2.4.3. példa: (A vdrhatd érték maximum-likelihood becslése Poisson-eloszlds esetében.)
Most a minta eloszlasa: }
)

pﬁ,i:i—'e*ﬁ i=0,1,2,....

A likelihood fliggvény, a minta egyitittes eloszlasabdl szémolhato:

gi=1

- s —nd
L(x,9) =] =

n Y

i=1 "
]
i=1

a log-likelihood fuggvény pedig:
[(x,9) =In 9 z; —nd —In (Hm) .
i=1 i=1

A stacionarius helyek megkeresése:

al(x, ) 1Z 1 o _
=— zi—n=>0 :>19:—Z$i:$n.
oY ﬁizl n<
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Mivel

0?1(x, ) 1 &
o = g i <O
i=1

a kapott staciondriushely maximum. Tehat a Poisson-eloszlas esetén is a paraméternek maxi-
mum-likelihood becslése az atlagstatisztika.

2.4.4. példa: (Mazimum-likelihood becslés egyenletes eloszlds esetén)
Legyen az X1, ..., X, statisztikai minta eloszlasa U (0,4), ahol ¢ > 0 a becsiilend$ paraméter.
A likelihood fliggvény most

ahol
l,haa<b

U(a,b):{ O,haa>b -~

Nyilvanvald, hogy
n
) =1
méxxil:[lu(wl, ) ,

és ez a maximum eléretik minden ¥ > max {z1,...,x,} =z, esetén.
n
Mésrészt ﬁin < (é) ,ha 9 > . Ezért Ly(zi,...,z,) a maximumat éppen a
Tn(Z1, ..., 2n) = z), helyen fogja felvenni, tehat ¥ maximum-likelihood becslése az
X, =max {Xj,..., X} maximumstatisztika lesz.

A maximum-likelihood becslés rendelkezik néhany nagyon jé tulajdonsiaggal, amelyeket a
kovetkezd két tételben fogalmazunk meg.

2.4.1. tétel: Legyen adott P, valdsziniiségi mértékek egy tere és az Xi, Xo,..., X, sta-
tisztikai minta. Jelolje most L(x,¥) a likelihood fiiggvényt és 7,, a maximum-likelihood sta-
tisztikat!

(i) Ha létezik hatdsos becslés a ) paraméterre, akkor 7, maga a hatdsos becslés.

(ii) Ha létezik T, elégséges becslés a ) paraméterre, akkor megadhaté olyan h(z) fiiggvény,
mellyel h(7,) = T),, azaz az elégséges becslés a maximum-likelihood statisztika fliggvé-
nyeként &ll eld.

Bizonyitds:

(i) A Cramer—Rao-tétel utdn tett 2. megjegyzés szerint ¢} hatisos becslés, ha

ol(x,)
S — k(@) (5 (x) — 9)
teljesul majdnem minden x € R" vektorra. De a maximum-likelihood statisztikat éppen
al(x,0) _ Ry .
az —g55— = 0 egyenlet megolddsabol kapjuk, azaz

E(@)(ty(x) —9) =0 = t}(x) = Tp(x) =9 = A4llités.
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(i) A Neymann-Fisher faktorizacids tételbdl: 3 g, k fiiggvények:
L(Xaﬂ) = g(Tn(X)aﬂ) ’ k(X)

Innen alngéx’ﬁ) = ag(Tgéx)’ﬂ) =0 = 3 h fuggvény: h(T,(X)) = 7n(x).

2.4.2. tétel: (Cramer-Dugue)
Legyen adott P, valésziniiségi mértékek egy tere és az X1, Xs,..., X, ... statisztikai minta,
amelyek eloszlasfliggvénye abszolit folytonos VP € P-re. Tegyiik fel, hogy a minta stiriiség-
figgvénye fy(z), U € (a,b) kielégiti az aldbbi a), b), c) feltételeket:

a) 3% i=1,2,3 Vi € (a,b).

b) 3H (z), He(x), Hs(z) figgvények, melyekre:

‘Wﬁ(ﬂﬂ) 9 fa(z) & fo(x)

093

< Hl(ﬂj),

HQ(I), <H3($).

oY 09?

+00 +00
/ H(r)dz < oo, / Hy(z)dz < oo,
+00
9K - / H(@) - folw)dz < K V9 € (a,b).

¢) 0 < I(d) = VM(MT{W)QM@ dz < .

— 00

Legyen tovabba 7, a 9 paraméter maximum-likelihood statisztikdja.
Ekkor

(i) 7, az ¥ paraméter konzisztens becslése,

(ii) 7, aszimptotikusan normaélis eloszlast, azaz /nI(9) - (1, —9) = N(0,1).

Bizonyitds: Az (i) bizonyitdsa. A b) feltételbdl kovetkezik, hogy a derivalas és az integralds
sorrendje felcserélhet6. Igy mivel

+o0 -}—oo8 -l—oo82
/ folx)de =1 = / fgqu) dr=0, fo(z) dz = 0.

09?2

— 00

Legyen ¥y € (a,b) a tényleges paraméter. A Taylor-formuldbdl kapjuk, hogy:

Oln fy(z)  Oln fy(x)
o N

0% 1n fo(x)
9= 8192

(0 — o) + % § Hs(z) - (9 — 99),

d=1d9
ahol |6 < 1 (0 esetleg fiigghet x-t61 és ¥-t6l is.) Mivel

n

L(X,’l?) = H fﬁ(xi)a

=1
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igy
19lmL(X,9) _ 12”: 0 In fy(X;)
n oY n i oY
ahol
1~ 9ln fy (X,)
=y L&)
n i oY e
1~ 8%In fy (Xi)
Ba= 3 SR
n oY e
és

1 n
B3 = EZ;H?’ (Xi).
1=

1
= By + By(9 — 9g) + §A33(19 — )2,

33

A a minta és 9 fiiggvénye, de |A| < 1. Figyeljik meg, hogy Bi, Bs, B3 fiiggetlen, azonos

eloszldsu valdsziniiségi viltozdk dtlagai!
d1n L(X,9)

A maximum-likelihood becslés az ——;—— = 0 egyenlet megolddsébdl 4ll eld, azaz

1
Bi1 + Bo(9 — 9p) + §AB3(19 — 190)2 = 0.

=0,
9=

= _Ila
9=y

Felhasznaljuk, hogy

By, (a In gg(xi)

B, < 0 In f5(Xy)

0192
hiszen
91n f5(X;) /°° 0fs() ) 7
'190 ( 619 19:190 . 819 19:190 X 819700 f’l?($) €T 79 19
=vo
és
1 82f(X)) T 9fy(x) ? T
E . = -
190 (fﬁ(xi) 0 |y, [ 5557, = g | fo@as

82 hlf Xz
Eﬁo ( 8’[9792( )

3 ) _ B, (_ (amg;(xg)

A nagy szémok gyenge torvényébdl kovetkezik, hogy

B, it) 0, By s_t> —Il, B3 ﬁ) EgOHg(X) <

K.
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Ezért V0 < e <1és 0 < o < 5rzqy-hez dng(e, a) kiiszobszam, hogy n > ng esetén

(K+1
2 £
P(Bi| > a?) <,
1 €
P(By > —=1 —
( 2 = 2 1) 37
€
P(Bs| > 2K) < =

A Boole-egyenlétlenséget (P(A;A2A3) > 1 —P(A;) — P(A4;) — P(A3) ) felhaszndlva:
1
P(|Bi| < a? By < —5 0, |Bs| <2K) > 1 —e.

Megmutatjuk, hogy a ¥ = 99+« pontban a By + By (9 —9y) + %ABg(ﬂ —109)? kifejezés negativ
értéket vesz fel:

10 1n L(x, 9 _T 1
10 Lix,0) — By, + Boa + =~ AB3a <a +a( 1>+—Aa22'K<
n oY 9=Dotax 2 7
I 1
1 (K+1)—=La=0.
<oz2(K+1)( +1) 5 Tie

Tehat 2L 0 ha @ = 9 + o és x kielégiti a |B)| < o, By < —3I,|Bs| < 2K
feltételrendszert. Mésrészt ¥ = 9y — a-val ugyanarra az eseményre:

1 0 In L(x,9)

I 1
- 90 l9=9o—a = B1 — Baar + ABga > —a —|—a< 1)——Aa2ZK>
n

2) 7

1 I 1

2 1

K+1)+-1 —a|l———— | (K+1)+ -La=0.
o ( ) 21cu> 04(2(K 1)>( ) 2104

Mivel az % 31%19@“9) fiiggvény differencialhato, igy folytonos, ezért a (99 — o, 9y + a) inter-
vallumban kell, hogy legyen gyoke. Masképpen fogalmazva, V0 < e < 1és0 < a < T0Em) K +1) -hez
dng(e, ) kiisz6bszadm, hogy n > ng esetén tobb mint 1 — ¢ valdsziniiséggel a %é‘xm =0
likelihood egyenletnek van gyoke a (¥g — a, 9 + ) intervallumban, azaz
P(|mn(X) — | < @) > 1 —c¢,
vagyis a maximum-likelihood becslés konzisztens.
A (ii) bizonyitasa. A
1
By + By (1 (X) — o) + 3 A B3 (1a(X) = 99)* = 0
egyenletbdl:
(X) 9 1
T — Vo = )
" B2+%AB3 (Tn(X) —’190)

majd mindkét oldalt \/nl;(¥y)-lal megszorozva:

NG dln fo(X;)

I (¥o) Bl \/Il 190 z; o0 9=1

n[l(ﬁg)(Tn(X) - 190) =

YNNG S E D R NN At S
—maey ~ 2AB T mwmy T wmaey — 2ABs Ty
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Az Y, = %g(xi) 9—s jeloléssel, az Y; valdszintiiségi valtozok teljesen fiiggetlenek és azonos

eloszlasuak. Tovabba:

0 ln Xz
Ey,Y; = Ey, (% |19:190> =0,
01 X;
0-1290Yi = a%o <%() |79190> = 11(190)'

A centrilis hatdreloszlas tételt alkalmazva:

€

! i Oln f5(Xy) % N(0,1).

1~ Y _
U o T i Ve o0

Felhaszndalva a Csebisev-féle nagy szamok torvényét:

9=1o

T 25 99, By 55 —(I1(90)), Bz =5 By, Hz(X;) < K,

amibdl B ) ( 9 )
g o—__ b2 L p Tn=V) st
T M@) 27 7 (IL(9))
kovetkezik.

Mivel U, % N(0,1), Z, 31, gy %2 5 N(0,1), azaz \/n L (9o) (7, — do) = N(0,1).
u

A maximum-likelihood médszer az el6z0 tételek miatt alapveté fontossigu a becsléselmé-
letben. Ahol lehet, célszerii alkalmazni. Vannak azonban esetek, amikor a likelihood egyenlet
a paraméterre transzcendens egyenletet ad, azaz a paraméter kifejtése lehetetlen. Ilyen esetek-
ben sokszor hasznos a momentumok mddszere. A médszer lényege az, hogy a minta momen-
tumai fiiggvénykapcsolatban vannak az eloszlas paramétereivel, és ebbe az ismert figgvénybe
a mintdbdl becsiilt empirikus momentumokat beirva kapjuk a becslési statisztikdkat.

2.4.2. definicié: Legyen adott P, valdsziniiségi mértékek egy tere és az Xi, Xs,..., X,
statisztikai minta. Tegytuk fel, hogy léteznek az

mj=EgX! =g;(¥9) (G=12...,k

momentumok, és
Elgj_l(mlamQa"'amk):ﬁj (j:1’2”k)

Tekintsik az

1o
Aot j .
m]—niEIXi (j=1,2,...,k)

empirikus momentum statisztikdkat. Akkor az

statisztikdk a 1J; paraméterek momentumos becslései.

A momentumok mddszere nem rendelkezik olyan optimélis tulajdonsdgokkal, mint a ma-
ximum-likelihood médszer, de azért az altalinos feltételek mellett belathatd, hogy a becslései
konzisztensek. A konzisztencia azon miilik, hogy az empirikus momentumok is konzisztens
becslései az elméleti momentumoknak.
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2.4.5. példa: (A normdlis eloszlds paramétereinek becslése a momentumok mddszerével)

A minta striiségfiiggvénye

A normélis eloszlds esetén tudjuk, hogy m = g1 (m1,ms) = my, D = ga(my, ma) = my — m2.

n n ,
Az empirikus momentumok: m; = % X=Xy, mo = % > X2. Igy a momentumbecs-

i=1 i=1
lések egybol adodnak:

m = gl(mlamZ) = Xna

2
. 1 ¢ 1<
D & g3 (1, 1) = EZXZZ— (E ZX1> =52
i=1

=1

Lathaté, hogy ugyanazok a statisztikak adédtak, mint a maximum-likelihood médszernél.

2.4.6. példa: (A Poisson-eloszlas paraméterének becslése a momentumok mddszerével)
A minta eloszldsa most

ok

Pﬁ(XZ = k) = ﬁe

(k=0,1,2,...).

A 9 > 0 paraméter éppen a varhaté érték, az els6 momentum, igy a momentumbecslés egybdl
addédik: ¢ =~ my = X,,. Ezittal is ugyanazt a statisztikat kaptuk, mint a maximum-likelihood
modszernél.

2.5. Intervallumbecslések

A korabbi szakaszokban az ismeretlen paramétervektort a minta egy fiiggvényével, azaz egyet-
len statisztikaval probaltuk meg kozeliteni. Konkrét realizidcidéndl tehat, a paramétertér egy
pontjat egy masik ponttal becsiiljik. Ezért beszéliink pontbecslésr6l. De tudjuk azt is, hogy
folytonos eloszlasokndl, annak valdszintisége, hogy a valdsziniiségi valtoz6 az értékkészleté-
nek éppen egy tesz6legesen kivalasztott pontjat fogja felvenni, nulla. Tehét folytonos esetben
nulla annak valdsziniisége, hogy éppen a paramétert taldltuk el a becsléssel. Az intervallum-
becsléseknél a mintdbdl készitett tartomanyokat definidlunk, amely tartomanyok nagy valé-
szintiséggel lefedik a kérdéses paraméterpontot. A témakort egydimenzids paraméter esetén
targyaljuk.

2.5.1. definicié: Legyen adott P valdszinliségi mértékek egy tere és az Xi, Xs,..., X,
statisztikai minta. Legyen 0 < ¢ < 1 rogzitett. Azt mondjuk, hogy a ¢ paraméterhez megad-

tunk egy legaldbb 1 — ¢ szignifikanciaszintii konfidenciaintervallumot, ha ¢; (X1, Xo,..., X,,)
és to(X1, X2, ..., X,) olyan statisztikdk, hogy

Py(ti(X1,Xo,..., Xp) <9 <to(X1,Xo,..., X)) >1—¢
fennill minden Py € P-re.

Ahhoz, hogy példdkat mutassunk konfidencia intervallumra, be kell bizonyitanunk a Lu-
kics-tételt, és definidlni kell a y?- és a Student-eloszlisokat.
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2.5.2. definicié: Legyenek Y, X1, Xo,..., X, standard normadlis eloszldsi, teljesen fiig-
n

getlen valdszintiségi valtozék. Ekkor Y X? y?-eloszldst kovet n szabadsigfokkal, melynek

i=1
striiségfiggvénye
1 T n 1
T)=—F——F—" € 2. .32 z>0
0= 20,
(o)
ahol , (s) = [e!-t*~1dt a gamma-fiiggvény. Mésrészt —— n szabadsigfokd t- (Stu-
0 > x2
i=1

dent-) eloszldst fog kovetni, melynek stirtiségfiiggvénye

() 1 1
=22/ __ . , TeR
A (Y Ey v 7 = ’
2.5.1. tétel: (Lukdcs)

Legyen X1, Xs,...,X,, € N(m, D) eloszlasbdl szirmazé statisztikai minta.
Ekkor

(i) X, € N(m, %), azaz m, % paraméterti normalis eloszlés,

3
)
S

€ x2_,, azaz n — 1 szabadsdgfokt x?-eloszlds,

l\?‘

(if)
(iii) X, és s2 fiiggetlenek ( X, és s*2 is fiiggetlenek).
Bizonyitds:

(i) X, karakterisztikus fiiggvénye:

n n n
. t . b t
¢x, (t) = Eexp ZZXjﬁ = HEexp <2ng> = Hthj <—> =
j=1 ' '

J=1 J=1 "
t  D*\\"
= e _ —
(o0 (- 5))
amibdl leolvashaté, hogy X,, € N(m, %)
(ii) Segédtétel: Tekintsiik a
n=1 _ 1 _ 1 _1
n n n n
1 n-1 _1 1
T n n n n
H=pg -—-11"=| . . . .
=n =n n
11 1 nol
n n n

centrdlé matrixot. A képletben az 1 olyan vektort jelol, melynek mindegyik komponense
1-es, gn pedig az egységmatrix.

Ekkor

a) H H = H (idempotens),

_—n —n
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b) H . szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,

c) det (£n> =0, rank (ﬁn) =n—1,

d) H sajitértékei az 1 (n — 1)- szeres multiplicitdssal, és a 0.
A segédtétel bizonyitdisa:

2 __ ;2 1 T 1 T 1 T T _ 1 T _
W B2 =B B (J107) - ({7 B, + 0TI =B - AT = H

b) H ., Szimmetrikus trividlisan. Legyen x € R" tetszoleges:

o 2
ngnx = ngn -H x = Hgan > 0 pozitiv szemidefinit, sajatértékei nemnega-
tivak.
©) det (H, ~ B, ) = det (H? ~ \E?) = det (H, — VAE, )-det (H, +VAE, ) =0.
Tehit, ha X sajatérték, akkor +v/\ is az. fgy csak 1 és 0 lehet sajatérték! Mésrészt,
n—1

tracegn:n =n—1=X 4N+ -+,

csak 1gy lehet, ha Ay = Ay = ---n: An_1=1és X\, =0.
d) det (gn) - ﬁ \; =0, rank (gn) - f \; = n—1, mert n—1 darab 1 sajatértéke
van. = =
A segédtételt haszndlva bizonyithatjuk a tétel 2. allitasdt.
‘.

n
o \2
XTH X =XTX - 1 X"117X = 2}(3 —n (Xp)” = ns;
1=

Legyenek Z; = X; —m € N(0, D), teljesen fiiggetlenek.

ZZ——Z i —m) =X, —m,

i=1
1 1 ¢ 1 —
_ 2 72t L . . 2_ 2
gzinz—dn—g;(zz Zn) _n;((xz m) — (X, —m))? =2
Felhaszndljuk H = spektralfelbontdsat:
H =GLG", aholGGT G"G=E_ ¢ L=diag(l,1,...,1,0). Tgy

XTHX ZTHZ Z'GLG"Z=YTLY = ZYZ.

i=1

Y = G"Z € N,(GO, DE ), azaz
l € N(0,1) teljesen fiiggetlenek = % =Y 4 exi_,.

(iii) A X, = 0 sajatértékhez tartozé sajitvektor: g, = ﬁ1 = (= N ﬁ

1 T
=, )
Z; = \/nZ,. Mivel

, mert

n
Heg =EL1-111"Li=g, g, =0Ty ¥, _gnZ_%z

n—1 B
ns? = nd? = Z Y2 Xy =Zp+m= ﬁYn + m, és Y;-k teljesen filiggetlenek voltak, igy

X, és 52 is fuggetlenek
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Felhaszndlva a Lukacs-tételt beldthatd, hogy ha X1, Xo,..., X, N(m, D) eloszldsbol szar-
mazd statisztikai minta, akkor az

X, —m n—1)s:?
nT\/’EEN(O,l), éS az % EX%_I
statisztikdk fuggetlenek, igy
Xpn—m %
D \/_ — n m \/’f_l e tnfl
(n—1) s,‘fb2 S;”(L
D2
n—1

(n — 1 szabadsigfoku Student-eloszlasi).

2.5.1. példa: (Konfidenciaintervallum szerkesztése az ismeretlen varhaté értékre ismert
szordsi normalis eloszlds esetében)

Legyen X1, Xo,..., X, N(m,Dy) eloszlasbdl szirmazé statisztikai minta, ahol Dy > 0
ismert, m € R ismeretlen. Szerkessziink m-re adott 0 < ¢ < 1 mellett (1 — €)-szintii konfiden-

ciaintervallumot! A Lukdacs-tételbdl tudjuk, hogy v = X’b;m vn € N(0,1), azaz a statisztika
2

%

stirliségfiiggvénye: () = vralEE o(z) segitségével megadhatd olyan u. > 0 szdm, hogy

+ue
et)dt =P(—u. <u <us) =P(us) — P(—ue) =20(u) —1=1-—¢
e
teljesiiljon. Az u, > 0 szdm meghatdrozasit a ®(u.) = 1— 5 egyenletbsl, standard normélis el-
oszlas tédblazata segitségével hatdrozhatjuk meg. Mivel a {—u. < u < u.} esemény ekvivalens
az {X'n - “E—\/Jgo <m< X, + “i/go} eseménnyel, ezért

n

_ D _ D
P<Xn—uE 0<m<Xn+ui/7_lo>:1—6,

azaz a

= UEDO
T =X, —
1 n \/ﬁ?
= D
TQZXn+UE 0

(1 — €)-szintii konfidenciaintervallum m-re.

2.5.2. példa: (Konfidenciaintervallum szerkesztése az ismeretlen varhatd értékre ismeret-
len szdrdsi normdlis eloszlds esetében)

Legyen X1, Xo,..., X, N(m, D) eloszlasbdl szarmazo statisztikai minta, ahol D > 0 is és,
m € R is ismeretlen. Szerkessziink m-re adott 0 < ¢ < 1 mellett (1 — ¢)-szintii konfidenciain-
tervallumot! A Lukdcs-tétel utdn littuk, hogy X’;—*m Vn € t, 1, azaz az n — 1 szabadsdgfoki
Student-eloszlashoz tartozé tablazatbdl kiolvashato olyan t. > 0 szam, amellyel
*

te sy, - te s¥

<m< X, + =
NG "ovn
te

azaz most a T) = X, — '=%a Ty = X, + \/ST—L” statisztikapar lesz (1 — €)-szintii konfidenciain-

X, —p

*
STL

l—e=P(—t: <

Jﬁ<ta)=P(Xn—

tervallum m-re.
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2.5.3. példa: (Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen szdrdsra normdlis el-
oszlds esetében)

Legyen X1, Xs,..., X, N(m,D) eloszlasbol szarmazo6 statisztikai minta, ahol D > 0 is és
m € R is ismeretlen. Szerkessziink D-re adott 0 < ¢ < 1 mellett (1 — ¢)-szintii konfidenciain-
tervallumot! A Lukdcs-tételre hivatkozva megint: m?jli);:f € x2_,. Az n — 1 szabadsdgfoki
x2-eloszlas tablazatbél megadhatdk olyan 0 < ¢; < ¢y szdmok, hogy

— 1) s*2
1—6:P<cl<(nD# <02>

teljesiiljon. (A ¢, cp értékek nyilvan kielégitik a P(x2_; > ¢1) =1 — 5 és P(x2_; > ¢2)
feltételeket.) Egyszerii dtrendezéssel kapjuk, hogy

-1 -1
l—e=P (n )s;’;<D<”(n )s;‘L ,
Co C1

azaz a Ty = \/%3; , Tr = \/mc—zl)s,’; statisztikapar (1 — ¢)-szint{i konfidenciaintervallum
lesz D-re.

— €
=3

2.5.4. példa: (Konfidenciaintervallum szerkesztése az ismeretlen paraméterre exponenci-
dlis eloszlas esetében,)

Legyen X1, X5,...,X,, E()) eloszlasbdl szarmazo statisztikai minta, ahol X\ > 0 ismeret-
len. Szerkessziink A-ra adott 0 < & < 1 mellett (1 — €)-szintii konfidenciaintervallumot!

A probléma megoldasahoz felhasznaljuk az alabbi segédtételt:

Segédtétel: Legyen X1, Xo,..., X, FE(\) eloszlasbol szarmazo statisztikai minta.
Ekkor

a) \X; € E(1),

n _
b) Y AX; =X, €, (n,1), azaz n, 1 paraméteri gamma eloszlas,
i=1

fr(z) = e’ (x>0)
stir{iségfiiggvénnyel.
A segédtétel bizonyitdisa:

a) POX;<z)=P(X;<%)=1-e™M =1-e? = \X, € E(1).

b) oax; (t) = Be it = Ofe””te_‘” dzr = [ﬁe’”(”_l)}o =1
- 1 \" "~ le—® P
PanX, (t) = H(p)\)ga (t) = (th) = fanx, () = N mert a karakterisztikus
i=1
fuggvénye:
o0 o0

. n—1 n—1 1 . 00 1 1 .

/emt x e % dp = |: i ex(zt—l)] o /xn—2e:v(zt—1) dz =
n—1)! n—1lit—1 n—2)it—1

AR (1) SCESEY
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1 1 1 an]™ 1 1 \2 T (it-1)
n—2 z(it—1 n—3 x(it—1
_ dr =
(n—2)!it—1[m i1 ]0+(n—3)! (it—l) /‘T’ ¢ v
0

— 1 1 27 n—3 x(it—1) _ _ n 1 " _ 1 "
~ 3 (it—l) /m ¢ do=---=(-1) (it—l) _<1—it> '
0

Az n, 1 paraméterli gamma-eloszlashoz tartozo tablazatbdl kiolvashatdk olyan 0 < vy < 7y
szamok, amelyekkel

l—-e=P(y1 <AnX, <vy)=P( n <>\<7—3),
n X, n X,
azaz a Ty = 2=, Ty = 22— statisztika pdr lesz (1 — ¢)-szinti{i konfidenciaintervallum A-ra.

A 71, 2 szdmokat gy kell meghatarozni, hogy P(0 <, (n,1) <) =P(, (n,1) > 1) =5
legyen.
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3. fejezet

Hipotézisvizsgalat

3.1. Alapfogalmak

Tekintsiik a K véletlen kisérletet és a hozzatartozd (2, F) mérhetd teret, és a P valdsziniiségi
mértékek osztalyat, ahol (2, P, P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mezb VP € P-re. Tegyiik
fel, hogy P két diszjunkt részhalmazra bonthaté: P = Py U Py, és Pg NPy = 0. Statisztikai
mddszert (in. probat vagy tesztet) akarunk konstrudlni annak eldéntésére, hogy a véletlen
kisérlethez tartozo tényleges P valdsziniiségi mérték melyik halmazhoz tartozik Py és Py kozil.
Ehhez feldllitunk egy Hy : P € Py nullhipotézist, és egy Hy : P € P; alternativ hipotézist. A
nullhipotézis azt a feltevésiinket fogalmazza meg, hogy az elméleti P valdszintliség a Py részhez
tartozik, az alternativ hipotézisiink pedig azt, hogy ellenkezdleg, pont a Py részhez. A kettd
feltevés kozul az eljards végén egyértelmiien kivilasztjuk és elfogadjuk majd az egyiket. A
dontést az X1, Xa,...,X,,... statisztikai minta segitségével fogjuk meghozni. Elészor is, el
fogjuk késziteni a t,(X1, Xo,...,X,) Un. prdbastatisztikat, amely rendelkezni fog az aldbbi
tulajdonsdggal: adott 0 < e < 1 szdmhoz megadhatdk olyan Ki(e) < Ks(e) szdmok, hogy
P(Kl(é‘) <t, < Kg(é‘)) >1—¢, VPE€ Po.

A K(g), Ka(e) értékeket kritikus értékeknek, a segitségiikkel definidlt
Xe={x:xeR", Ki(¢) <tn(x) < Ka(e)} n-dimenziés vektorhalmazt elfogaddsi tartomdny-
nak, a komplemens halmazit, X = R" \ X.-t, pedig kritikus tartomdnynak nevezzilk. Az e
szam a préba terjedelme, az 1 — e érték pedig a proba szignifikancia szintje. A dontést agy
hajtjuk végre, hogy ellenérizziik, hogy az Xi, Xo,..., X,, minta beleseik-e az X, elfogaddsi
tartomanyba. Ha beleesik, akkor a Hy hipotézist, ellenkez6 esetben a H; alternativ hipotézist
fogjuk elfogadni. A hipotézis eldontése masképpen alakulhat az egyes € terjedelmeken, ezért
mindig jelezni kell, hogy milyen 1 —e¢ szint mellett fogadjuk el (vagy vetjiik el) a nullhipotézist.
Természetesen szamolunk azzal is, hogy a dontéstink hibds. Azt mondjuk, hogy elsdfaji hibdt
kovetiink el, ha elvetjik a nullhipotézist, holott valéjdban az igaz. Mdsodfaji hibdt akkor
kovetiink el, ha elfogadjuk a nullhipotézist, holott az nem igaz. Minden més esetben helyesen
dontink. A dontési hibafajtakat az aldbbi tdbldzatban mutatjuk:

Dontés \ Valdsig Hy igaz H, igaz
Hj mellett j6 dontés masodfaju hiba
Hi mellett els6 faju hiba j6 dontés

3.1.1. definicié: A
pi(e,n,P) = P((Xl,Xg,...,Xn)T €Xr), PePy, 0<e<l, neN

43
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fliggvényt elséfaji hibavaldszinilségnek nevezziik. A

sup P((X1,Xo,..., X)) €Xp) <e
VPEPy

reldcié teljesiilése esetén legfeljebb € terjedelmii probarol beszéliink.
3.1.2. definici6é: A
p2(e,n,P) =P((X1,Xs,...,X,) T €X.), PeP, 0<e<l, neN
fuggvényt mdsodfaji hibavaldsziniiségnek nevezzik.
3.1.3. definicié: Az
E(e,n,P) =1—po(e,n,P) =P((X1, Xo,..., X)) €Xt), PeP, 0<e<1l, neN
fliggvényt a préba erdfiggvényének nevezziik. A

sup P((X1,Xs,...,Xn)T € Xp)
VPeP,

érték a proba ereje.
3.1.4. definicié: Egy préba torzitatlan, ha
P ((X1,Xo,...,X,)T € Xy) <e, VP € Py-bél
kovetkezik, hogy
P((X1,Xs,...., X)) €Xp)>e, VPEP, V0O<e<l.
Vagyis, ha Hy nem &ll fenn, nagyobb valdszintiséggel utasitjuk el, mint amikor fenndll.

3.1.5. definicié: Egy préba konzisztens, ha lim E(e,n,P) =1,VP € P; és 0 < e < 1.

n—o0

3.1.6. definicié: Egy préba egyenletesen legjobb proba, ha adott elséfaju hibaval rendel-
kez6 prébék kozott a legkisebb a méasodfaji hibaja.

3.2. Neyman—Pearson- és Stein-lemma

3.2.1. definici6: Egy véletlenitett proba dontésfiiggvényén azt a & : R" — [0, 1] fiiggvényt
értjiik, amely megadja, hogy ha a minta realizdltja éppen x, akkor ® (x) valésziniiséggel fogjuk
a Hy hipotézist elutasitani.

Megjegyzés:

1. Egy (nem véletlenitett) statisztikai préba dontésfiiggvénye @ (x) = I (x € Xi), tehdt a
véletlenitett probak a statisztikai probak kiterjesztését adjak.

2. Véletlenitett préba esetén a dontés két 1épésbdl all. Eldszor az X minta alapjan kisza-
moljuk a p = ® (X) valészintiséget, majd generdlunk egy Y véletlen szdmot a [0, 1]-en
egyenletes eloszlasbdl. Ha p <Y, akkor elfogadjuk Hy-t, kiilonben elvetjik.
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3. Nyilvan Ep®(X) jelenti az els6faji hiba val6szintiségét, ha P € Py és az erdfiiggvényt,
ha P € P;.

4. Egy véletlenitett préba terjedelmét a

sup Ep® (X),
VPEPy

az erejét pedig a

sup Ep® (X)
VPeP;

értékek adjak.
3.2.1. tétel: (Neyman—Pearson fundamentdlis lemma)
Legyen a vizsgalt P valdsziniiségi mértékosztily kételemii: P ={Py, P;}. Létezzék az X =

(X1,Xa,...,Xn)" statisztikai minta stiriiségfiiggvénye mindkét valészinfiségi mértékre nézve.
Jelolje ezeket rendre fq (z) és fi(x). P nyllvan dominalt a A Lebesgue- mertekre nézve. A

minta egylittes stirliségfiiggvényei igy Lo (x) = H fo (z;) illetve Ly (x) = H f1 (z;) . Donteni

szeretnénk a Hy : P = Py hipotézisrél a Hy : P P, alternativ hlpotemssel szemben. Ekkor

(i) tetszbleges 0 < e < 1 szdmhoz létezik olyan 0 < ¢g és 0 < 7 < 1 szdm, amivel a

1, ha Ly (X) > coLy (X)
®(x)=<¢ 7, ha Ly (x)=coLp(x)
0, ha Lq(x)<coLp(x)

dontésfiiggvény olyan véletlenitett prébdhoz tartozik, aminek € a terjedelme,
(ii) az (i)-ben definidlt préba egyenletesen legjobb préba,
(iii) ha ®* egy ¢ terjedelmii legjobb préba, akkor

Py (¢ (X) = * (X)) = P (& (X) = &* (X)) = 1.

Bizonyitds:

(i) Legyen 0 < e < 1 tetszdleges. Tekintsiik a G (¢) = Py (L1 (X) > ¢Lg (X)), ¢ € R fligg-
vényt. Mivel Ly (x) az X minta siirtiségfiiggvénye H( mellett, ezért
Po (Lo (X) > 0) = 1, azaz G (¢) = Py (fl‘x) > c) . Mivel 1 — G (¢) jobbrél folytonos

o(X)
eloszlasfiiggvénye az Y = i;g; valésziniiségi véltozénak, G (¢) egy monoton nem no-

vekvd, jobbrdl folytonos fiiggvény, melyre lim G (c) = 1, lim G (¢) = 0. Ezért 1étezik
c——00 c— 00

olyan ¢y szdm, melyre G (¢p) < e < G (¢g — 0) . Nyilvan
G (co—0)—G (co) =Py (L1 (X) = coLo (X)) . Ha G folytonos co-ban, akkor 7 meghata-
rozasa érdektelen, hiszen tgyis egy 0-mértékii halmazon veszi csak fel ® ezt az értéket.
Ilyenkor

Ep,® (X) =P (L1 (X) > coLo (X)) = G (co) =,

vagyis a proba terjedelme ¢. Ha viszont G nem folytonos cp-ban, és

g — G(CU)
G (co — 0) — G (co)
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(iii)
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akkor
Ep,® (X) = P (L1 (X) > coLo (X)) + 7P (L1 (X) = cLg (X)) =
=G (c)) +7(G(cog—0) — G (cg)) =e.

cp megvéalasztisa lényegében egyértelmii. Tegyiik fel ugyanis, hogy G(c) = ¢, ¢ € (¢, ¢?) .
Tekintsiik a

tartomanyt.
Py(T)=G(¢)—G(e»—0)=¢e—e=0.

x € T esetén ¢ Ly (x) < L (x) < ¢2Lo (x) miatt

Ozc’/Lg (x) d) (x) </L1 (x) d) (x) <c”/L0 (x) dA (x) = 0,

T T T

azaz P (T) = 0 is fenndll, azaz akdr Hy, akir H; az igaz, csak 0 val6szintiséggel fordul-
hat el6, hogy ¢y megvilasztisa nem egyértelmii.

Legyen most ®* egy tetszbleges legfeljebb e terjedelmii véletlenitett proba dontésfiiggvé-
nye: Ep,®* (X) < . Legyenck ST = {x: ® (x) > ®* (x)} és S~ = {x: ¥ (x) < ®* (x)}.
Konnyen lathato, hogy

Vx €S =S5TUS™ esetén (@ (x) — &* (x)) (L1 (x) — coLo (x)) >0 és

Vx € S esetén @ (x) = &* (x).

Ezért
[ (@60 = @ () (£ ()~ coLaa () A () =
Rn
— [(@ 60 = 2" () (21 () = ealo () A (x) 2 0,
S
/ (@ (%) — & (%)) L1 (x) dA (%) > e / (@ (x) — & (%)) Lo (x) dA (x) =
Rn Rn

=¢p (e — Ep, 2" (X)) > 0,
azaz Ep @ (X) > Ep, ®* (X), vagyis ® er6sebb, mint ®*.

Legyen most ®* egy tetszOleges legfeljebb ¢ terjedelmii egyenletesen legjobb préba don-
tésfiiggvénye. Legyen S = {x: ® (x) # &* (x) N L; (x) # coLo (x)} . Ha x € S, akkor

(@ (x) = &% (x)) (L1 (x) —coLo (x)) >0

lesz. Ezért, ha S nem nullmértékii, vagy Py vagy Py szerint, akkor

0< /(q) (x) = @* (x)) (L1 (x) — coLo (x)) dX (x) =

S

— [(@ 60 = 2" () (24 (1) — cal () A ().

R
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Ebbél kovetkezik, hogy
/((I) (x) — ®* (x)) L1 (x) dX (x) > ¢ / (@ (x) — P* (x)) Lo (x) dA(x) =cp (e — ) =0,

Rn Rn

azaz Ep, ® (X) > Ep, ®* (X), ami ellentmondds azzal, hogy ®* egyenletesen legjobb
proba dontésfiiggvénye volt. Az ellentmondds abbdl fakadt, hogy feltettiik, hogy S va-
lamelyik val6szintiségi mérték szerint nem nullmértékii. Tehat, @ és ®* mindkét mérték
szerint 1 valdsziniiséggel egybeesik.

3.2.2. tétel: (Stein-lemma)

Legyen a vizsgélt P valésziniiségi mértékosztaly kételemii: P = {P, P} . Létezzék az X sii-
riiségfliggvénye mindkét valdsziniiségi mértékre nézve. Jelolje ezeket rendre fy (x) és f1 (). Az
n

X = (X1, Xa,...,Xn)T statisztikai minta egyiittes stirliségfiiggvényei igy Lo (x) = [] fo (i)
i=1

n
illetve Ly (x) = [] f1(z;) . Tegyiik fel, hogy
=1

Jo (X1)
fi1(Xq)

vagyis, véges a két eloszlds un. relativ entrdpidja. Donteni szeretnénk a Hy : P = Py

D (fo || 1)) = \EPO log; < oo,

hipotézisrol a Hy; : P = P; alternativ hipotézissel szemben. Jelolje xé”) C R"* egy sta-
tisztikai préba elfogaddsi tartomanyét, o, = Py (X e x,g”)) az elsdfaji hibavalészinfiséget,
B = Py (X € xé”)) pedig a masodfaji hibavaldszintiséget. Legyen 0 < ¢ < % tetszOleges

terjedelem, amellyel 3, . = (rr)lin B, azaz (3, . jeloli a legfeljebb € terjedelmii prébdk esetén
X" CR™
an<e
a minimdlis masodfaji hibavaldsziniiséget.

Akkor lim Llog, = ~D (fo || /1)
n—o0
Bizonyitds: El6szor megkonstrudlunk egy olyan xé”) C R elfogadasi tartomédnysorozatot,
amelyre
o, =Py (X € DC,(C”)) <e
és )
n lOgZ Bn

2
=D (fo [l f1)
teljesiil. Legyen tehat

h

e

) — {x: on(D(foll f1)-8) « Lo X; < QH(D(f0||f1)+5)}’

1 (x

h

ahol § > 0 tetszéleges.

1—a, =P (X ex{) =Py (%;bgz < (DUl 1) -aD () f1)+5>> .
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A nagy szamok erds torvénye miatt

Yo 1 S DG )
=1

1-valdszintiséggel, igy Vo > 0-hoz elég nagy n-re a;, < € teljesiil. Masrészt,

B =P1 (X €)= [ Litg dreo < [ Lo o2 PO dx ) -

xgn) xgn)

— 9—n(D(follf1)—9) / Lo (x) dX (x) = 9—n(D(follf1)—0) (1— o).
x™

Hasonléan,
B > 9—n(D(follf1)+0) (1—ay).

Ebbdél
logy (1 — oy, 1 logy (1 — oy,
Do f) o+ 20 Ly g < pgy ) ) 4oy 22T 00)

és n — oo hataratmenettel )
lim —logy B, = —D (fo || f1)

n—00 M

kovetkezik, mert 6 > 0 tetszoleges volt.
(n)

Megmutatjuk, hogy nincsen a fenti X¢ ’-nél jobb elfogadisi tartomédnysorozat. Legyen
y(n) egy masik elfogaddsi tartomdnysorozat, melyhez az ay, 4, 3, els6faji- illetve masodfaji
hibavaldszintiség-sorozat tartozik.

By = P1 (X c 13(")) > P, (X e X N 13(")) - / Ly (x) d (x) >

x{M Ay m)
> / Lo (x) 2 PPl 4 (x) > 2Dl 1) +) / Lo (x) dA (x).
X Ay () (™ Ay (n)
A De Morgan azonossagot, majd a Boole-egyenlétlenséget hasznilva,
/ Lo (x) dA (x) = Py (X € X nY) = 1Py (X € xm ug‘"’) >
XM Ay
>1-Py (XeX") Py (Xe§") =1-an. -,

adédik, azaz

1 10 1 — —
E IOgZ ﬁn,y 2 -D (fo || fl) + ) + 82 ( nn,E n,y) .

Mivel § > 0 tetszdleges volt, lim Llog, B, > —D (fo || f1). Tehat, Y™ nem jobb X! -nél,
n—oo
ahol elértiik az alsé hatart. Ebbdl az is kovetkezik, hogy £, = B,...
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3.3. Paraméteres probak
Ha adott egy P = {Py, ¥ € ©} paraméteres eloszlascsalad, akkor a
P=PyUPi, é PonNP =0
felbontdas helyett a ©® paramétertér
©O=0,UB;, 64N6; =10
diszjunkt felbontasa segitségével is megfogalmazhatjuk a hipotéziseinket:

Hy: €06y, H;: Y€O;.

3.3.1. Egymintas u-préba

Most csak olyan P valésziniiségi mértékeket tekintiink, ahol az X = (X1, X»,...,X,)” minta
adott Dy > 0 szérasu, ismeretlen m varhaté értékii normadlis eloszlasu lesz, a ¥ paramé-
ter a varhaté érték (9 = m). g = {mo}, O; = {m # my}, azaz most a nullhipotézis

Hy: EpX = my, az alternativ hipotézis pedig Hy : Ep X # myg. Azt akarjuk tehdt eldonteni,
hogy lehet-e a minta varhato értéke egy adott mg érték, vagy attol szignifikdnsan kiillonb6z6
lesz. Ha a Hj hipotézis igaz, akkor a mintaelemek N (myg, Dy) eloszldsiak, amibél kovetkezik,
hogy a mintadtlag statisztika szintén normalis eloszlasi: X, € N(mo, %) Standardizélas

utédn: u(X) = X"D;()mo\/ﬁ € N(0,1).

A standard normadlis eloszlishoz a ®(u.) = 1 — § Osszefiiggés alapjin megadhatdk olyan
Ki(e) = —ue, Ks(e) = u. kritikus értékek, melyekre, ha a Hj hipotézis igaz, akkor fenn kell
allnia, hogy P(—u. < u(X) < u;) = 1 — e. Adjuk meg tehit az u-préba kritikus tartomanyat
az Xp = {x : ‘%\/ﬁ‘ > ug} definiciéval.

A nullhipotézist az adott mintarealizicié felhasznédldsdval az |u(x)| = ‘E”D;;"O\/ﬁ‘ < U,
reldcié ellenOrzése alapjan dontjiik el. Ha az el6bbi egyenlGtlenség fennall, akkor az adott ter-
jedelmen elfogadjuk a nullhipotézist. Ellenkez& esetben azt mondjuk, hogy a minta varhaté
értéke szignifikansan kiillonbozik a hipotetikus myg értéktol.

A nullhipotézis anndl megbizhatébban fogadhaté el, minél nagyobb az € értéke. A gyakor-
latban, ha kozel van 1-hez a nullhipotézis erésen igaznak mutatkozik, e < 0.01 esetben viszont
csak nagyon nagy elemszamu minta esetén célszerii elfogadni azt.

Az els6faji hiba valészintiségére:

p1(e;m,mo) = P ([u(X)] > ue) =1 = Py (—ue < u(X) <ue) =

=1—(®(ue) — ®(~ue)) =2 —2®(u.) =¢.

A mésodfaji hiba valésziniisége pedig:

X, —
pa(e,m,m) = Py (e <u(X) < u.) = Py (—u. < “o00/m <) =
0

Dy Dy Dy

(o T (L,

— o (m=—mo)vn _ Xn—m (m —mo)y/n _
Pm< Ue < Vn < u. —)
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ugyanis az alternativ hipotézis fennallisa esetén lesz X’b;m\/ﬁ € N(0,1).
Az egymintds u-préba eréfiiggvénye:

E(e,n,m) =1 —po(e,nym) =1 — ® (ug— W) + O (—ug— W)

3.3.1. tétel: (Az u-prdba tulajdonsdgai)
Az u-préba konzisztens és torzitatlan.

Bizonyitds: a, = —u. — W, b, = us — W jeloléssel rogzitett € és m mellett:

lim E(e,n,m) = lim (1 + ®(a,) — (b)) =1,

n—oo n—o0

mert an,b, — +00, ha m < my és a,,b, = —oo, ha m > my. fgy ®(ay) — (b)) — (1 —1)
vagy (0 —0). A fenti hataratmenetbdl kovetkezik a préba konzisztencidja.
Rogzitett ¢ és n mellett:

lim E(e,n,m) = lim (1 + ®(an) — ®(by)) =1+ lim ®(a,) — lim ®(b,) =1+0-0=1,

m—o0 m—o0 m—o0 m— 00

lim E(e,n,m)= lim (1+®(ap)—®(b,)) =1+ lim ®(ay)— lim &(b,) =14+1-1=1.

m— —0o0 m——00 m——00 m— —0o0

Hatdrozzuk meg az F(e,n,m) eréfiiggvény minimumét az m valtozénal!

OB ) W[ (- o) ) (- ) )]

Mivel p(z) paros fiiggvény, ezért ez csak gy lehet, ha

%—szwﬁwx/ﬁ = m=my,
e = g7 (- i) - (- )

0?E(g,n,mqg) on o, ,
— omz D_g [‘P (us) — (_Ua)] :

Felhaszndlva, hogy ¢'(z) = —z ¢(x) kapjuk, hogy

0?E(e,n, mp) _ gl U
om? -7 D} v

(ue) >0
= m = my minimumhely, és miﬁE(s, n,m) = E(e,n,my) = ¢ = az u-préba torzitatlan.
me

Megjegyzés: A gyakorlatban akkor is alkalmazzdk az u-prébédt, amikor a minta nem nor-
malis eloszlasi. Az alkalmazis jogossdgat a centralis hatareloszldstétellel lehet indokolni.
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3.3.2. A kétmintas u-préba

Adottak az X1, Xo,..., X, és az Y1,Ys, ..., Y, egymistdl fiiggetlen statisztikai mintdk. Most
csak olyan P valdsziniiségi mértékeket tekintiink, ahol a mintdk peremeloszlasai D1 > 0 illetve
Dy > 0 ismert szordsi, de ismeretlen m; illetve mo varhaté értékii normadlis eloszlastak, azaz
a két mintdhoz tartozd egyiittes silirtiségfiiggvény:

P (.3) = e exp =) (= ma)
mima T Y) =5 Dy O 2D? o2 )

Hipotéziseink: Hy : mq = mg, Hy : my # mo. A feltételek miatt a két minta Atlagsta-
tisztikdjara: X, € N(mgq, %), Y, € N(mg,%). Mivel a két minta fiiggetlen volt, igy a

kiilonbségiikre: X, — Y, € N (m1 —ma, 4/ DT% + DT%> . Ha feltessziik, hogy a nullhipotézis

2 )

+ 22 is fenndll. Standardizlés utan: —2=_ e N(0,1).
D1 D2

V= +t%

Adott 0 < £ < 1 esetén, tehdt most az elfogaddsi tartomany:

2
Dl
n

igaz, akkor X,, — Y, € N(0,

5
X, = (xT,yT)T: 772 ka < g p,
_1_|_&
n k

ahol az v, > 0 kritikus értékre: ®(u;) =1 — 3.

A hipotézis eldontése tehat gy torténik, hogy ha az adott mintarealizdciékndl teljesiil az
—ZnUk | < 4, reldcié, akkor a nullhipotézist az adott € terjedelmen elfogadjuk, ellenkezé
esetben pedig elvetjik. Ha a Hg hipotézist fogadjuk el, dgy is fogalmazhatunk, hogy a két

minta varhaté értékei kozott ,nincsen szignifikdns kiilonbség”.
A kétmintas u-préba els6faju hibajanak valdszintisége is €.

3.3.3. Az egymintas t-préba

Most csak olyan P valésziniiségi mértékeket tekintiink, ahol az X = (X1, X»,...,X,)” minta
ismeretlen D > 0 szorasi és ismeretlen m varhaté értékii normalis eloszldsi lesz, a 9 paraméter
a varhato érték (9 = m).

O = {mo}, ©1 = {m # my}. Azaz most a nullhipotézis Hy : EpX = my, az alternativ
hipotézis pedig H1 : EpX # mg. Azt akarjuk tehat eldonteni, hogy lehet-e a minta elméleti
varhato értéke egy adott mg érték, vagy attdl szignifikdnsan kiillonboz6. Ha a Hy hipotézis igaz,
akkor a mintaelemek N(mqg, D) eloszlistiak, amibél kovetkezik, hogy a mintadtlag-statiszti-
ka szintén normélis eloszlasi: X, € N (mo, %) Standardizalds utdn: 235" /n € N(0,1).
Az ismeretlen D szérds kikiiszobolését a Lukdcs-tétel segitségével végezzik. Tudjuk, hogy

- * 2 . . 7 . e e 7’ 7 e .
% € X%—lv akar igaz a nullhipotézis, akdr nem. Felhaszndlva a LukAacs-tétel utidni meg-

jegyzést: t(X) = @\/ﬁ € ty_1.
Az n — 1 szabadsdgfoki Student-eloszlds tablazatabdl adott 0 < & < 1-hoz kiolvashaté
olyan t. > 0 kritikus érték, amellyel H fennalldsa esetén P(|t(X)| < t.) = 1 —¢ kell, hogy tel-

< t. fennill-e

jesiiljon. Igy a nullhipotézist aszerint fogadjuk vagy vetjiik el, hogy ‘w\/ﬁ

vagy sem az adott mintarealizaciénal. Mivel py(e,n, mo) = P(|¢(X)| > t.) = ¢, igy a t-préba
esetében is ¢ az els6faji hiba valészintisége.
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3.3.4. A kétmintas t-préba

Adottak az X = (X1, Xo,..., X))  ésaz’Y = (Y1, Ys,...,Y;)T egymastdl fiiggetlen statisztikai
mintdk. Most csak olyan P valésziniiségi mértékeket tekintiink, ahol a mintdk peremeloszla-
sai D > 0 ismeretlen, de egyenld szérasi és ismeretlen m; illetve ms varhatd értékii normalis
eloszldstiak. A két mintdhoz tartozd egytittes stirtiségfiiggvény:

_ 1 C(m—m)? (y—ma)?
fml,m2 (x,y) - 27I'D2 exp 2D2 2D2 .

Hipotéziseink: Hy : my = ms, Hy : my # ma. A feltételek miatt a két minta atlagsta-
tisztikdjara: X, € N(mq, %), Y. € N(mQ,%). Mivel a két minta fliggetlen volt, igy a

kiilonbségiikre: X, — Yy € N(my — ma, D % + %) Ha feltessziik, hogy a nullhipotézis igaz,
akkor X, — Yy € N(0,D/L + 1) is fenndll. Standardizalds utan: % € N(0,1).

Ahhoz, hogy az ismeretlen D értéket kikiiszobolhessiik, felhasznaljuk, hogy
—1)s* 2 k—1)s* 2 . _ _ . -,
% € x2_4, % € X7 _,, valamint azt, hogy az sﬁ(,nQ, 3§’k2, X,, Y, statisztikak

- Iy PP —1)s%.,.2 k—1)s% 2
a feltételek és a Lukdacs-tétel miatt fuggetlenek egymastél. Elészor is 4 l))ix’” + ( ;Zy’k

X?z ko, akdr igaz a nullhipotézis, akar nem. Masrészt, a Lukdcs-tétel utan tett megjegyzés
értelmében, ha a Hy hipotézis igaz, akkor

Xn—Y,
D./Li41

t2(X,Y) = o =

(n— l)an2 (k— 1)5Yk
\/ DZ + D2
X, Y, nk(n+k—2)
- x 2 * 2 n+k € tnth—2.
\/(n — 1)y, 2 + (k= 1)s},

A fentiek alapjan, az n + k — 2 szabadsiagfokd Student-eloszlas tablazatbdl adott
0 < e < 1 terjedelemhez kiolvashatd olyan t. > 0 kritikus érték, amellyel Hj fenndallisa ese-
tén P([t2(X,Y)| < t.) = 1 — ¢ kell, hogy teljesiiljon. Igy a nullhipotézist aszerint fogadjuk
vagy vetjik el, hogy |t2(X,Y)| < t. fennéll-e vagy sem az adott mintarealizdciéndl. Mivel
pi(e,n,mgy) = P([t2(X,Y)| > t.) = ¢, igy a kétmintds t-préba esetében is € az elséfaju hiba
valésziniisége.

Megjegyzés: Hangstlyozzuk, hogy a kétmintas t-préba csak akkor alkalmazhatd, ha a két
minta ismeretlen szérdsait egyenlének tételezziik fel. (Kiilonben nem tudtuk volna kikiiszo-
bolni a t3(X,Y) prébastatisztikabél D-t!) A mintdk szdérdsainak egyezését az F-prébaval
ellendrizhetjiik, tehat ennek meg kell el6znie a kétmintds t-prébat.

Megmutathaté, hogy ha X n szabadsagfokii x2-eloszlisti és Y téle fiiggetlen k szabadsig-

fokt y?-eloszlast, akkor a Z = & valdsziniiségi valtozé siirtiségfiiggvénye
*

Ncoms -
T2 2

NN ) Yk 4nz) 2, z >0

lesz. Z eloszlasat n, k paraméterii F- (Fisher-) eloszlasnak nevezziik, és F, y-val jeloljiik.

fz(z) =
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3.3.5. Az F-proba

Adottak az X = (X1, Xo,..., X))  ésaz’Y = (Y1, Ys,...,Y;)T egymastdl fiiggetlen statisztikai
mintdk. Most csak olyan P valészintiségi mértékeket tekintiink, ahol a mintdk peremeloszlasai
D¢ > 0 illetve Dy > 0 ismeretlen szdérasi és ismeretlen m; illetve mo varhaté értékii normalis
eloszlastiak. A két mintdhoz tartozd egyiittes slirtiségfiiggvény:

2 2
fm1,m2($vy) ! p <_ (& = m) — (y —m») ) .

T 2eD\Dy 2D? 2D2

Felallitott hipotézisek most a szérasok egyezésére, illetve szignifikdns kiilonbségére vonatkoz-

nak: Hy : Dy = Dy, Hy : Dy # Ds. Ha feltessziik, hogy a nullhipotézis igaz, akkor a
—1)s* 2 k—1)s* 2

Lukécs-tétel szerint igaz lesz, hogy % €xi_,, % € x%_l, ahol Dy = Dy = D.

A mintdk fiiggetlensége miatt a két statisztika is fiiggetlen lesz.

Mivel fiiggetlen x? eloszlasti valésziniiségi valtozék hanyadosa F-eloszlasii:

(nfl)s;( n2

D2 s* 2

n—1 _ °X,n
(k—1)s% .2 T gr 2 € Fp—1)-1,
— b7 Yk

k—1

azaz a mintak korrigdlt empirikus szérasnégyzeteinek hanyadosa n — 1,k — 1 szabadsdgfoku

Fisher-eloszlast fog kovetni, ha a nullhipotézis igaz. FEzek alapjan a nullhipotézis eldontésé-

re a kritikus tartomanyt gy szerkeszthetjiik meg, hogy adott 0 < € < 1 terjedelemhez az

n — 1,k — 1 szabadsagfokid F-eloszlds tablazatdbdl kiolvasunk olyan 0 < K; < Ks kritikus

értékeket, amelyekre P(Ky; < F,_141) =1 -5, P(Ky < F,_1 1) = §. Ha az adott min-
* 2

tarealizdciénal K; < SSX—”Q < Ky relacié teljesul, akkor a nullhipotézist elfogadjuk, ellenkez6
Y,k

esetben pedig elvetjiik. A proba els6faju hibdjanak a valdszinlisége most is €, a masodfaju

hiba valészintisége az n és k mintaelemszdmoktdl, e-t6l és a D1 — Dy kiilonbségtol fugg.

Megjegyzés:

1. Ha e < 0.33, n és k ketténél nagyobb mintaelemszamok (ez gyakorlatilag mindig fenn-
all), akkor a 0 < K; < Ky kritikus értékekre mindig teljesiil a K1 < 1 < Ky reldcid.
fgy, ha sﬁ(,nQ, s§k2 koziil a nagyobbikat irjuk a szdmlaléba, a préba eldontéséhez elég
a prébastatisztiké értékét csupan Ko -vel osszehasonlitani. Ha a szamitott érték kisebb,
mint K5, a nullhipotézist elfogadjuk. Ilyenkor az F-eloszlas tabldzatabdl egyetlen kriti-
kus érték meghatarozasa elégséges, de tigyeljiink arra, hogy az elsé szabadsigfok mindig
abbdl a mintaelemszadmbdl képzodik, amelyhez tartozd korrigdlt empirikus szérasnégyzet
statisztika a szdmlaléban van!

2. Statisztikai elemzéseket napjainkban valamilyen statisztikai programrendszer segitségé-
vel szokds elvégezni. A programok egy préba esetén mindig azt a 0 < £ < 1 els6faji
hibavalésziniiséget adjak meg eredményiil, amelynél mar elfogadhaté a nullhipotézis. Ha
tehat tal kozel van 0-hoz, akkor az azt jelenti, hogy a nullhipotézist el kell vetni. 0.01
nél kisebb els6faji hibavaldsziniiség mellett ,nem illik” elfogadni Hp-t, mig 0.1 felett a
nullhipotézis fenndlldsa erdsnek mutatkozik. A két széls6 érték kozott a felhasznald fe-
lel6ssége, hogy elfogadja, vagy elveti Hy-t, vagy esetleg Gjabb mintavételezéssel boviti a
mintdt (mintdkat), majd megismétli a prébat. A mintaelemszam novelésével né a préba
ereje, tehat nagy n esetén kisebb e terjedelem mellett is elfogadhaté a nullhipotézis.
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3.3.6. A Welch-préba

Ha az F-prébét el kell vetniink, nem alkalmazhaté a kétmintas t-préba arra, hogy ellen|rizz-k
a két minta varhaté értékeinek egyezését. Erre az esetre dolgozta ki Welch az aldbbi probat.
Adottak az X1, Xo,..., X, ésaz Y1, Yo, ..., Y, egymdstol fiiggetlen statisztikai mintak. Most is
csak olyan P valésziniiségi mértékeket tekintink, ahol a mintdk peremeloszlasai Dy > 0 illetve
D5 > 0 ismeretlen szérasud és ismeretlen m illetve mo varhatd értékii normalis eloszlastuak. A

v

két mintdhoz tartozd egyiittes siirtiségfiiggvény:

f (l‘ ): 1 ex _(3"_"77'1)2 _ (y_m2)2
mm2 T Y) = 5D Dy O 2D? 2D?2 '

A hipotézisek ugyanazok mint a kétmintas t-probanal voltak: Hg : m; = mg, Hy : my # mao.

Megmutathatd, hogy a nullhipotézis fennallasa esetén a W, , = % prébastatisztika
X, Yk
w TR

kozelitsleg Student-eloszlésti [f] (egészrész f) szabadsagfokkal, ahol + = ;<7 + (=) ¢ =
2
)
. A kritikus értéket a Student-eloszlds tdbldzatdbdl kiolvasva donthetiink a szoké-
Y,k +SX,n
k n

sos médon a nullhipotézisrél: elfogadjuk, ha az adott realizdcidknal a |W), ;| szamitott érték
kisebb lesz, mint a kritikus érték. Ha n,k > 40, akkor a centralis hatireloszlds-tétel alapjin
Wk ~ N(0, [f[]%), azaz akkor a normalis eloszlds tablazat4bél is kiolvashatjuk a kritikus
értéket.

3.4. Nemparaméteres probak

Ha az alapsokasdg (a statisztikai minta) eloszldsidt nem tekintjiik eleve ismertnek, azaz nem
tudjuk, hogy az egy adott paraméteres eloszlascsalad eleme, akkor nemparaméteres probakroél
beszéliink. Ilyenkor tehat az el6zetes feltevéseink nagyon altaldnosak, de természetesek; pl.
feltessziik, hogy a minta eloszlasa folytonos, vagy feltessziik, hogy a szérds véges, stb. Nyil-
vénval6, mivel kevesebb feltételt koveteliink meg kiinduldskor (a priori feltevések), a kovet-
keztetéseink levondsdhoz nagyobb elemszdmu mintdkra lesz sziikségiink, mint a paraméteres
probak esetén.

3.4.1. y%-prébak

Az ismertetend6 prébdk mindegyike az aldbbi alaptételen alapszik. Ehhez el6készitésképpen
hivatkoznunk kell a polinomidlis eloszlas definicidjdra és a valésziniiségi vektor karakterisztikus
fiiggvényének definicidjara. Ezek alapjan a V € Pol(n,p1,p2,...,pr) valésziniliségi vektorval-
tozo karakterisztikus fiiggvénye:

s
n! i > kjtj

ki1, k k =
'p11p22---pr’“eﬂ ! =
-

T
ov (ti,to, ... 1) =Be'Y * = Z AT

Vki,k2,....kr
ki1+ko+...+kr=n

_ (pleitl +p2€it2_’_”‘+preitr)n‘

3.4.1. tétel: Ha V = (V1,V5,..., W)T egy mn,p1,P2,---,Pr paraméterti polinomilis el-

r 2
(o L e . . Vi—npi)® e
oszlasti valdszintiségi vektorviltozd, akkor % = x2 , (n— ).
(2

=1
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Bizonyitds: A bizonyitas a Helly-tételen alapul. Azt fogjuk megmutatni, hogy Z iﬁ)
karakterisztikus fiiggvényeinek sorozata egyenletesen konvergal x2_; karakterlsztlkus fliggvé-
nyéhez, vagyis r — 1 teljesen fiiggetlen standard normalis eloszlds négyzetosszegének karakte-
risztikus fiiggvényéhez.

El6szor kiszamitjuk a V; = (VFT\/%”) standardizaltak karakterisztikus fliggvényét.

i Z \/"Pﬂ t to ty
QDV(tlatZa"'atT):e = ) P =
VNP1 /NP2 v/ 1Pr

Felhaszndlva az e* = 1 + T+ 2+ 0@, In(l+z) =1-— 4+ 0(2?) (z € [-1,1])

2

McLaurin-sorfejtéseket: e V”p = \/Z% ~ Znp; T O(n_%), és igy

e 4 1 ) i
In g (t) = —ivn)_ /pit; +nln HTZW—thﬁO(n ) =

J=1 J=1

2
T . T T T
:—z\/ﬁz\/@thrn%Z\/@tj—ithtg > Vpiti | +0((nT2) =
j=1 j=1 j=1 j=1

2

2
r r
A fentiek alapjan lim In ¢g(t) = —3 3 t? +31 VPt

A Schmidt-féle ortogonalizilasi eljarassal megadhatd olyan r-edrendii ortonormalt matrix,
melynek utolsé sora a /p1, /P2, - --,+/Dr elemekbdl all:

Y Y12 o Mir
Y21 Y22t Vor T

BB
Tekintsik ezek utdn a Z = J:\7 transzformaltat. Nyilvan:
2'2=Vv""T V=VTEV=VTV
és
r ~
Zr =2 VhiVi.
j=1

Tovabba, ha

r r r r—1 r r
= Y=Y =Y = Y=Y (X v
=1 =1 =1 j=1 j=1 j=1
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Tehat In g (t) = In pz(,_t) = In pz(u). Ezért

1 r r 2 1 r—1
nli_)rgoln <p\~,(t):—§ Zt;—l— Z\/p_jtj :—§Zuiznli_>rgoln wz(u).
j=1 j=1 j=1
Tehat B
: —3 X
lim pz(u) =e =

n—o0
vagyis Z € R" karakterisztikus fliggvénye r — 1 darab teljesen fiiggetlen standard normadlis
eloszlast valdszintiségi valtozd karakterisztikus fiuggvényéhez konvergil egyenletesen. EbbGl
~ ~ T
mér egyenesen kovetkezik, hogy akkor VI'V = ZTZ = 3 Z]2 karakterisztikus fuggvénye r — 1
j=1
darab teljesen fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozé négyzetosszegének
karakterisztikus fiiggvényéhez konvergil egyenletesen, ami pedig az r — 1 szabadsagfoki x?

eloszlas!
[ |

Tiszta illeszkedésvizsgalat

Adott az X1, Xo,..., X, statisztikai minta. Ellen6rizni akarjuk azt a feltevést, hogy a minta
eloszlasfiiggvénye éppen az Fy(z), az Osszes szObajohetd eloszlasfliggvény kozott. Fy(r)-nek
nincsenek ismeretlen paraméterei, egy bizonyos, konkrét eloszlasfiiggvény. A nullhipotézisiink
most Hy : P(X < z) = Fy(z), mig az alternativ hipotézis H; : P(X < z) # Fy(z). Vagyiik
a szamegyenesnek egy tetszoleges r diszjunkt intervallumbdl all6 felosztasat. Legyen —oo <
T <2y <o < xpoq <00, Iy =l[rk_1,2r) , (k=12,...,7), 9 =—00, z, =—4o00. Ha
H, igaz, akkor pp = P(X € I}) = Fo(zr) — Fo(zp_1).

Jelolje V}, azt a gyakorisdgot, ahdny mintaelemre teljesiilt az X; € Ij reldcio, azaz Vi =
n
S I(X; € I,). Ha osszevetjiik ezt a polinomidlis eloszlds definicidjaval lathatjuk, hogy V =

=1

V1, Va, ..., W)T egy n,p1,pP2,--.,pr paraméterii polinomidlis eloszldsi valdsziniiségi vektor-
s - N2 .
valtozé lesz! De ekkor a 3.4.1. tételt alkalmazva, Z % 5 X2, (n — o0). Vagyis, ha

=1
T r

nagy a mintaelemszam, a T, = % => XZ —n statisztika a nullhipotézis fenndlldsa,
i=1 i=1

esetén kozelitbleg r — 1 szabadsigfokt x?-eloszlist kovet. Erre alapozhatjuk a dontési elja-

rdsunkat. Adott 0 < € < 1 terjedelemhez meghatdrozunk olyan K, kritikus értéket, amellyel

P(x?_; < K.) = 1 — . Ezek utén, ha az adott statisztikai minta realizaciéjandl teljesiil a

T, < K. relacié, a nullhipotézist elfogadjuk, ellenkez6 esetben pedig elvetjiikk. Az elséfaji

hibavaldsziniiség most csak aszimptotikusan lesz ¢.

Megjegyzés:

1. Alkalmazdsokban az x1 < 9 < -+ < x,_1 osztépontokat gy célszerii megvilasztani,
hogy a realizdlédott mintanal V; > 10 és p; =~ % legyen minden i-re.

2. Ha r > 30, akkor a y?-eloszlas tabldzat helyett a normalis eloszlds tablazatat is hasznal-
hatjuk, mert ilyenkor mér T;, ~ x?_; ~ N(r — 1,/2r — 2).

3. Ha a statisztikai minta diszkrét eloszlast, akkor az intervallumok helyett a minta ér-
tékkészletének diszjunkt felbontasat vessziik. Példdul, ha a k-adik particiét az I, =

ng
{z1,22,...,2p, } szdmhalmaz jelenti, akkor p; = > P(X = z;).
=1
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Becsléses illeszkedésvizsgalat

Adott az X1, Xo,..., X, statisztikai minta. Ellendrizni akarjuk azt a feltevést, hogy a min-
ta eloszlasfliiggvénye Fy(r) alaki, az Osszes szobajohetd eloszlasfiiggvény kozott. Fy(z) egy
k-paraméteres eloszlascsalad eleme. A nullhipotézisiink most

Hy: 39 e RF: P(X < z) = Fy(z),
mig az alternativ hipotézis
H : 79 eRF: P(X <z)= Fy(z).

A proba végrehajtasa nagyon hasonlit az el6z0 esetre, csak elészor venni kell a ¢ paraméter-
vektor t, konzisztens becslését, majd az adott mintarealiziciénal kapott ¥ = t,, becsléssel
képezziik az Fy(z) = Fy(z) eloszlasfliggvényt, ami mar konkrét, hiszen ismeretlen paraméte-
reket mar nem tartalmaz. Ezutdn végrehajtva mindazt, amit a tiszta illeszkedésvizsgalatndl
leirtunk, kiszdmoljuk a T,, prébastatisztikit. A kiilonbség csak ott jelentkezik, hogy most az
mutathaté meg, hogy T, — X?«—l—k’ ahol k£ a becsiilt paraméterek szdma. Ezek alapjan a
dontési algoritmus az el6z6ekhez hasonléan torténik.

Fiiggetlenségvizsgalat

Legyen (X1, YT, (X2, Y2)T, ..., (X, Y,)T n elemszami kétdimenzids statisztikai minta. El-
lendrizni akarjuk, hogy a minta komponensei fiiggetlenek-e egyméstol, vagy pedig szignifikdns
sztochasztikus Osszefiiggés tapasztalhaté-e kozottiik:

Hy : P(X; <z,Y; <y) =P(X; <z)P(Y; <y) Vz, y;
H : P(X;<z,Y;<y) ZP(X; <z)P(Y; <y).

Legyen —0o < 71 < 23 < -+ < xp—y < 00, Iy = [zp_1,28) , (K = 1,2,...,7) , ¢ =
—00 , Ty = +00és —00 < Yy < Y2 < - < Ys1 <00, Jp = [yp—r,uk) 5, (b =
1,2,...,8) , yo = —00, ys = 400 két kiillonbozs particiéra bontdsa R-nek. Azért kell
két kulonboz6 felosztast tekinteniink, mert a két minta értékei méasképpen oszolhatnak el a
szamegyenesen; az elsO felosztas az els6 komponens értékkészletét, a médsodik particié a mé-
sodik komponens értékkészletét fedi le.

Jelolje: V;; azon mintaelemek szdmdt, ahol (Xk,Yk)T € I; x Jj teljesil,

S n r n
Vi=Y V= I(Xx€L), V=Y Vij=> I(Yy € J)).
j=1 k=1 i=1 k=1

S r
A pij =P(Xy € I,Yy € Jj), pi = P(Xp € I;) = Y pij, pj = P(Yi € Jj) = Y pij valoszinii-
ségek most nem ismertek, de azokat a relativ gyakorisagok segitségével becsiilni lehet:

o1 1< o1 1 o
e R P = V=) Vi, pi b= V=) Vi
j=1 =1
T S
A becslések szama r — 1 illetve s — 1, mivel eloszlasokrdl van szd, és igy > p;. = > pj =1,
=1 j=1
r—1 s—1
vagyis pr. = 1— ) p;. és p.s = 1— > p.j, azaz az eloszlas utolsé elemei mar a tobbi becslésbdl
i=1 j=1

szamolhatok.
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Most tehat becsléses illeszkedésvizsgélatot kell végrehajtani ahol a becsiilt paraméterek

T S
< . _ _ Vz]_nplp]
Szama: 7"—1+3—1—7"+3—2.AT _i_gljélT ’I’leljglv

eloszldsa aszimptotikusan rs — 1 — (r +s5 —2) = (r — 1) (s — 1) szabadsagfok1 x? -eloszlast lesz.

A nullhipotézis eldontéséhez tablizatbdl meg kell hatdroznunk olyan K. kritikus értéket,
amelyre P(X%rfl)(sfl) < K.) = 1 — ¢ teljesiil. Ha a T, szamitott értéke kisebb mint a K,
kritikus érték, a nullhipotézist az 1- € szignifikancia szinten elfogadjuk, ellenkez6 esetben az
alternativ hipotézist tartjuk igaznak, azaz a komponensek kozott szignifikdns Osszefiiggést
regisztralunk.

Homogenitasvizsgalat

A homogenitisvizsgalat annak a kérdésnek az eldontésére szolgdl, hogy két valdsziniliségi val-
toz6 azonos eloszldsi-e, azaz ugyanaz a fiiggvény-e az eloszldsfiiggvényiik, vagy sem. Adottak
az X1, Xo,..., X, és az Y1,Ys,...,Y,, statisztikai mintdk, amelyek egymastdl is fiiggetlenek.
Eldontendd, hogy:

Hy: P(X<z)=P(Y <z) vagy Hi: P(X <z)ZP(Y <x).
Tekintsitk most a
—00 <z < <++r < Typoy <00, Iy = [T—1,7%), (k=1,2,...,7), 10 = —00, T, = +00

felosztast. A két minta ellenére elég most egyetlen intervallumrendszer, hiszen a homogenitas

fennilldsa esetén ugyanaz a két valtozo ertekkeszlete A mintdk és a felosztis segitségével

definidljuk a V; = EI(X €l), U, = EI(Y e€l;) (k= 1,2,...,r) gyakorisdgokat. A
i=1

nullhipotézis fennéllésa esetén a két mlnta egye31tese is statisztikai minta.

Nyilvanval6an: Z Vi =n, Z Ui =
=1 =1
Hj atfogalmazhaté ugy, hogy az egy az 1,2, ...,r értékeket p; hibavalésziniiséggel felvevo

valdsziniiségi valtozo illeszkedésére vonatkozzék, amelyhez n + m elemszami megfigyeléssoro-
zat tartozik. A p; értékeket nem ismerjiik, de a mintakbdl a relativ gyakorisdgokkal becsiilni

tudjuk: p; = p; = ‘:LJJ:U Osszesen r — 1 becslést alkalmazunk, mivel az r-edik eloszlaselem a

t0bbibdl szamolhat6. Tehat megint becsléses illeszkedésvizsgalatrdl van szd. A tiszta illeszke-
r g 2 r PR )2 . . s

désvizsgdlatnal elmondottak szerint a 7T, = 21 (Viznpi)” n;f’ i) &g a T = 21 Wi—mp;)” mrgf) )" gtatisztikak
1= 1=

aszimptotikusan r — 1 szabadsagfokii x2-eloszlist kovetnek, ha H igaz. Az 6sszegiik viszont

akkor 2r — 2 szabadsigfoki x? -eloszldst lesz: T + T 5 X3, 1 Az Osszesen 7 — 1 db

paraméterbecslés miatt azonban, ahogy arra a becsléses illeszkedésvizsgalatnal utaltunk, a

szabadsigfokot r — 1-gyel csokkenteni kell:

2 2
r _ nm) r (Ui _ mm)

(VZ — ’nﬁl)Z - (Uz — ’Inﬁl)2 i " (VZ n+m n-+m i
Z np; T Z Y - Z VitU; + Z m YitUi -
i=1

™m
i—1 Pi i=1 N tm i=1 ntm

(-t
n m e 2
= nm —_— — .
lzl Vi +U; Xr—1

A Hj hipotézis eldontéséhez, tehiat az r — 1 szabadsagfokt x?-eloszlds tablizatb6l megha-
tarozzuk azt a K. kritikus értéket, amelyre 1 —¢ =P (XZ 1 < K, ) teljesul. Ezek utdn a Hy-t

Vi U;

2
r 2t T
elfogadjuk, ha az adott realizilédott mintanal nm Z ( +Ul) < K. teljestl.
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3.4.2. Kolmogorov—Szmirnov-prébak

A x?-prébdknak az a hatranya, hogy csak nagy elemszami mintdk esetén hasznilhaték, ami a
mintavételezés koltségeit noveli. Masrészt nincs egyértelmii szabaly a csoportok kialakitasara,
igy a szdmitégépes megvaldsitis is nehézkesebb. A rendezett mintdkon alapulé Kolmogorov—
Szmirnov-probak kikiiszobolik az emlitett hatranyokat. Miutan itt a konvergencia sebessége
nagyobb, kisebb mintaelemszam is elégséges a proba sikeres végrehajtdsdhoz. (A mintdk ren-
dezése ugyanis plusz informdciét jelent).

Az egymintas Kolmogorov—-Szmirnov-proba illeszkedésvizsgdlatra az aldbbi tételen alap-
szik:

3.4.2. tétel: Legyen X1, Xs,..., X,,, ... statisztikai minta, melynek eloszlasfiiggvénye Fy(x)
abszolit folytonos. Jelolje

0, z<X7
Fu(z)=¢ & Xp<z<X;, (k=12,...,n—-1)
I, >X;

az empirikus eloszldsfiggvényt, ahol X; < X5 < ... < X

» a rendezett minta, és legyen
D,, = v/nsup|F,(z) — Fy(z)|. Ekkor
z€R

: _J K(y), y>0
i P, <o) ={ ¢ V20

o0 . .
ahol K(y) = > (=1) e*212y2, y > 0 a Kolmogorov-eloszlasfiiggvény, azaz a D, statisztika
1=—00
eloszlasa n — oo esetben az in. Kolmogorov-eloszlast adja.
Bizonyitds: A tételt nem bizonyitjuk.
Megjegyzés:

1. Figyeljik meg, hogy K (y) nem fligg az Fy(z) eloszlasfiiggvénytél.

2. Mivel F,(z) mindig lépcsds fliggvény, ezért elég csak az ugrashelyeken vett kiilonbségek
maximumat venni:

D, = \/521€1£|Fn(3:) — Fy(z)] = vn _max |F,(X])— Fo(X])].

i=1,2,...,n

3. A Kolmogorov-eloszldsfiiggvényre vonatkozé tablazat:

K(z.)| =
0.9 1.23
0.95 | 1.36
0.99 |1.63

0.999 | 1.96

A tétel segitségével préba szerkeszthetd egy adott mintdnak a hipotetikus Fy(z) eloszlas-
fuggvényhez valé illeszkedésére.

Hy : P(XZ' < :E) = F()(.’L‘) és Hy : P(XZ' < (L‘) e Fo(.’L‘)

Legyen most 0 < ¢ < 1. A nullhipotézist akkor fogadjuk el 1 — ¢ szignifikancia szinten, ha
D, < z. teljesiil, ahol K(z;) =1 —e.

A kétmintas Kolmogorov—Szmirnov-féle préba homogenitasvizsgalatra pedig az alabbi té-
telen alapszik.



60 3. FEJEZET HIPOTEZISVIZSGALAT

3.4.3. tétel: (Kolmogorov)
Legyen az X1, Xo,...,X,,... statisztikai minta, melynek eloszldsfiiggvénye F'(z), és
Y1,Yo, ..., Yy, ... az el6z6tél fuggetlen mésik statisztikai minta, melynek eloszlasfiiggvénye
G(z). F és G abszolit folytonosak. Jelolje F,(z) és Gp,(z) a két mintdhoz tartozé empirikus
eloszlasfiggvényet.

Ha F(z) = G(z), akkor a Dy, = /740 sup | Fy(z) — G(2)| statisztika eloszldsban a
z€R
Kolmogorov-eloszlashoz tart, azaz
: _J K, y>0
n,}lirgooP(Dn’m < y) - { 0, y<0

Bizonyitds: A tételt nem bizonyitjuk.
Megjegyzés: Dpm = /7 suﬂg|Fn(m) —Gp(z)] = ,/n’i—mmi max |Fo(ZF) — Gn(Z])],
Te

=1,2,....,n+
ahol Z7 < 75 < --- < Z; ., a két minta egyesitésével kapott minta rendezettje. A szuprémum
meghatirozasat, most is visszavezettilk maximum meghatarozasara.

Ezt a probat homogenitdsvizsgalatra hasznédlhatjuk, azaz annak eldontésére, hogy a két
valtoz6 azonos eloszldsi-e. A nullhipotézisiink az, hogy a két minta eloszldsfiiggvénye azonos,
az alternativ hipotézis ennek a tagadésa:

Hy: F(z) =G(x) és Hy: F(x) # G(x).

A hipotézis eldontése: tetszbleges 0 < € < 1 -hez adhaté olyan x. kritikus érték, hogy
K(z.) =1—¢ legyen. Ha a D,,,,, < z., akkor a nullhipotézist az adott szignifikancia szinten
elfogadjuk.

Az aldbbi tétel segitségével még tovabb lehet a mintaelemszamot csékkenteni.

3.4.4. tétel: (Gnyegyenko—Koroljuk)
Legyen a X1, Xo,..., X,,... statisztikai minta, melynek eloszlasfiiggvénye F(z), és
Y1,Yo,...,Y,, ... az el6z6tol figgetlen mésik statisztikai minta, melynek eloszlasfiiggvénye
G(z). F és G abszolut folytonosak. Jelolje Fj, () és G, (z) a két mintdhoz tartozé empirikus
eloszldsfiiggvényet. Tegytik fel, hogy F(z) = G(x).

Ekkor .
n 0, ylé Von i}
P §Sup|Fn($)—Gn($)| <y)=9q L), H<v<Vi
zER i
L VE<y
ahol

Bizonyitds: A tételt nem bizonyitjuk.

Megjegyzés: A tétel nem hatdreloszldstétel eztittal, hanem pontos eloszlast szdmol ki. Ezért
lehet kis minta esetén is alkalmazni. Az L(y) eloszlasfliggvény segitségével a Hy : F(z) = G(x)
nullhipotézisre a szokdsos médon proba szerkesztheto.



4. fejezet

Regressziéanalizis

4.1. Véletlen megfigyelés

A feladat két, erGs sztochasztikus Osszefiiggést mutaté X és Y valdsziniiségi valtozd kozotti
fuggvénykapcsolat jellegének, és paramétereinek feltardsa. Y fogja jelolni a célviltozot, és X
a megfigyelést, a fliggetlen valtozét. Feladat olyan f fiiggvény megadasa, ahol Y =~ f(X).
Elméletileg a feladat megoldott, hiszen ha a két valtozo egyiittes eloszldsa ismert, akkor meg-
hatdrozhato a feltételes varhaté érték (regresszid), amely a legjobb kapcsolatot adja meg abban
az értelemben, hogy minimalizalja a négyzetes eltérés varhato értékét:

EY -E(Y|X))?= n@}nE(Y — f(X))2.

Gyakorlati problémékndl azonban az egyuttes eloszlds dltaldban nem ismert, tehdt a felté-
teles varhato érték szamitasa sem lehetséges. A fiiggvénykapcsolatot a két valtozoéra vonatkozo
(X1, Y1), (X2, Y2)T, ... (X, Y,)T statisztikai minta alapjan kell meghatdrozni. A regresszi-
danalizis végrehajtasanak csak akkor van értelme, ha kimutathaté X és Y kozott a sztochasz-
tikus Osszefiiggés (pl. el kellett vetni a nullhipotézist fliggetlenségvizsgalatnal, vagy a minta
empirikus korreldcids egytitthatGja kozel van 1-hez). A regresszidanalizis tipikus médszere az,
hogy egy jél koriilirt tobbparaméteres fiiggvényhalmazbdl hatarozunk meg egy bizonyos fiigg-
vényt gy, hogy annak paramétereit a minta segitségével megbecsiiljiik. Legyen adott tehat
az F = {f} figgvényosztily. Meghatirozandé az az f* € F fiiggvény, ahol

B(Y - f*(X))? = min B(Y - f(X))*

F-et legtobbszor a mintarealiziciénak a koordindtarendszerben valé abrazoldsival kapott szé-
rodasgrafikon alapjan lehet megvalasztani, de az a valtozdk fizikai tartalmabol fakadé ,elvart”
tipusu figgvények halmaza is lehet.

Ismeretes, hogy a két valtozé egyiittes normalis eloszlasa esetén, az elméleti regresszid,
az E(Y | X = z) linedris. Mivel az egyiittes normdlis eloszlds gyakran jelentkezik, alapvetd
fontossagi a regresszidszamitasnak az a specidlis esete, amikor F' a linedris fiiggvények hal-
maza. A linedris Osszefiiggés megaddsa azért is fontos, mert a kapott Osszefiiggést konnyii
magyarazni, interpretalni.

4.1.1. Linearis regresszio két valtozé kozott

4.1.1. definicié: Legyen X és Y két adott valdsziniiségi véltozd. Az a* X + b* valészinii-
ségi valtozd az Y-nak az X-re vonatkozd linedris regressziéja, ha

E(YY —a*X —b*)? = min B(Y —aX — b)%.
a,bc

61
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a* a regresszids meredekség, b* a regresszios konstans.

4.1.1. tétel: ¢* = R(X,Y)Z%, b* = EY — R(X,Y)ZLEX, ahol R(X,Y) a két véltozs
korrelaciés egyutthatdjat jeloli.

Bizonyitds: Legyen h(a,b) = E(Y —aX — b)2. A linedris regresszié meghatirozasihoz ezt
a kétvaltozos figgvényt kell minimalizdlni. A minimumhely létezésének sziikséges feltétele,
hogy: 2t = 2E[(Y —aX —b)X] =0, 2 = 2E[Y —aX —b] = 0. Innen: ¢EX? + bEX =
EXY , aEX +b=EY = b=EY —qEX = «EX?+ (EY —«EX)EX = EXY

2
— a=R(X,Y)ZX , b=EY - R(X,Y)ZLEX, ( BXT BX

oX EX 1 ) pozitiv definit, tehat

a*, b* valéban minimumbhely, és ez volt az allitas.

Megjegyzés: Normadlis esetben a linedris regresszids és a regressziés osszefiiggések egybees-
nek.

A gyakorlatban dltaléban nem ismertek az X és Y véltozdk momentumai, ezért az elméleti
linedris regressziés osszefiiggés nem hatdrozhaté meg. Az (X1,Y1)7, (X2, Y2)T, ..., (Xpn, V)T
statisztikai minta alapjan a legkisebb négyzetek modszerével lehet az egyenes paramétereit
megbecsilni.

4.1.2. definicié: Adott az (X1,Y1)7, (X2, ¥2)T, ..., (Xn, Yn)T statisztikai minta és az F =
{f(z;a1,a9,...,ar)} k-paraméteres fliggvényosztily. A
n

min Z(Yri_f(Xi;alaaQa-"’a’k))Q

Yai,a2,...,a; Py
széls6érték-feladat megolddsdbdl kapott af = of(X,Y) (i = 1,2,...,n) statisztikakat, a
vr?ir}? E(Y — f*(X))? regressziés probléma paramétereinek legkisebb négyzetek médszerével ka-
€

pott becsléseinek nevezzuk.

4.1.2. tétel: Linedris regresszid esetén a legkisebb négyzetek médszerével az egyenes pa-
ramétereinek becslései:

a* :RnS—Y, b* :Yn_RnS_YXm
Sx SX
ahol .
Z (Yt - Yn)(Xz - Xn)
R — =1
n n _ n _
Z(Yz - Yn)2 Z(Xz - Xn)2
i=1 i=1
az empirikus korreldcids egyiitthato,
1 n
Sy = _Z(}/;_YTL)Za
nia
1 o _
Sx =4[~ D (X - X,)?
i=1

az empirikus szérasok, és X,, , Y, az dtlagstatisztikak.
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Bizonyitds: A tétel allitdsa konnyen beldthatd, ha a 4.1.1. tétel bizonyitasat megismételjiik

n
a h(a,b) = S (V; — aX; — b)? kétvaltozds fiiggvénnyel.
i=1

Megjegyzés:

1. Lathatd, hogy az empirikus linedris regresszié egytutthatédi az elméleti regresszids egye-
nes egyiitthatoitol annyiban kiillonboznek, hogy a képletekben az elméleti momentumok
helyett a mintabdl szamolt megfelelé6 empirikus momentumok dllnak.

2. Ha X ésY egyiittes eloszldsa normaélis, akkor az elméleti regressziés egyenes a meredeksé-
gére konfidenciaintervallum szerkeszthetd, mivel ilyenkor az —% =% /n — 2 statisztika

3y\/—

n — 2 szabadsdgfoki Student-eloszldst kovet.

3. A normalis esetben a korrellalatlansag és a fiiggetlenség azonos tulajdonsigok. Tehdt,
ha X és Y korreldciés egyiitthatdja 0, akkor a = 0, azaz

,/1—R2 ,/1—R2

A fiiggetlenséget megfogalmazé nullhipotézisrél tehét ilyenkor t-prébaval donthetiink.

—Vn—2€t, 9.

4.1.2. Polinomialis regresszié

4.1.3. definicié: Amikor az F' = {p,(z) = ap + a12 + - - - + ap,x™} fliggvényosztily a leg-
feljebb m-edrendii polinomosztily, a vr?i% E(Y — f(X))? minimumfeladat megoldésit polino-
€

midlis regresszios illesztésnek nevezzik.

4.1.3. tétel: Az elméleti polinomidlis regresszids gorbe egyiitthatdit az

1 EX ... EX™ ao EY
EX EX2 ... Exmt! aq EY X2
EXi EX! ... EXmTti e | = | EYxi
EX™ EX™H ... EX?m am EY X™

linearis egyenletrendszer megolddsdval kaphatjuk meg. Ennek mindig van megoldésa, hiszen
az egyutthatématrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit.

Bizonyitds: A feladatot a
h(ag,a1,...,am) =B(Y — (a0 + a1 X + -+ + ap X™))?
m + 1 valtozds fuggvény minimumhelyének megkeresésével oldhatjuk meg:

ah(ao,aalc;---’“m) = 2E(Y — (ag + a1 X + -+ a, X™]X) =0 (1=0,1,2,...,m) =
3

m - - -
= > a;EX"" = EY X' —> kovetkezik az 4llitds.
=0
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A tapasztalati polinomidlis gérbe egyiitthatéinak meghatirozdsit az
(X1, Y1), (X2, Y2)T, ... (X, Yy)T statisztikai minta segitségével az

n n n
1 R | m 1 .
1 a2 X a2 X; IR
J=1 J=1 J=1
Ly x, 1y x2z oL 1y xmil ao LSy,
n J n j n j n J“*7
: J : J a :
j=1 j=1 j=1 1 j=1
liXZI liXHl lf:XHm @i liY-X@
n J n : J n J . n I
j=1 j=1 j=1 . j=1
: : A,
n n n n
Ly xm Ly xmtt oo Ly xom Ly yxm
n Jj  n s J n 4 J n 7<%
J=1 J=1 J=1 J=1

linedris egyenletrendszer megoldasdbdl kapjuk. Ehhez gy jutunk el, hogy a

. 1 <
h(ag,ar, ... am) ==Y (¥V; — (a0 + a1 Xj + -+ + am XJ"))?
n 4
7j=1
figgvény minimumhelyét meghatdrozzuk, hasonléan, mint ahogy azt az 4.1.3 tételben tettiik.
Megjegyzés: Nyilvanvaldan az n mintaelemszamnak jéval nagyobbnak kell lennie, mint az

m-nek, az illesztend6 polinom fokanak.

4.1.3. Linedarisra visszvezethetd kétparaméteres regresszidés Osszefiiggések
keresése

Ha a linedris regresszio feltételei valahol sériilnek, vagy rossz illesztést kapunk, a fiiggd és
a fuggetlen valtozdk transzformacidjaval kell megprébalkozni. A transzformdlt input adato-
kon azutdn méar linedris regressziés elemzést hajtunk végre, de ez az eredeti adatokndl mér
nem linedris Osszefiiggést fog magyardzni. Az inverz leképezés és a regresszids egyiitthatdok
segitségével képezhetok azok a paraméterek, amelyekkel a kapcsolatot leird fiiggvény felirhato.
Tehét, ha az F' = {f(x;a,b)} figgvényosztaly kétparaméteres, és taldlhatdk olyan g, h, ki, ko
fiiggvények, hogy y = f(z;a,b) <= g¢g(y) = k1(a,b)h(z) + k2(a,b) teljesiil.
Ezutén a vr?é% E(Y — f(X;a,b))? feladat helyett a

B(g(Y) — Kh(X) — K3)° = min Blg(Y) ~ kuh(X) — k)’
linedris regresszios feladatot oldjuk meg. Végiil a* ~ ki (k*, k3) , b* ~ k3 '(k*, k3). Altalaban
més eredményeket kapunk, mintha az eredeti fiiggvényen hajtottuk volna végre a legkisebb
négyzetek mdédszerével a paraméterbecslést. Viszont az eredeti problémandl, nem biztos, hogy
a kapott (sokszor transzcendens) egyenletet meg tudndnk oldani. A tovdbbiakban megadunk
néhdny példat nemlinedris kapcsolatnak a linedris regresszio segitségével valé megadasara.

y = f(z;a,b) = ae®® exponenciilis fiiggvénykapcsolat:

Az egyenlet két oldalit logaritmizalva mar linedris osszefliggést kapunk Iny és x kozott: y* =
Iny = bz + Ina = kiz + k. Ilyenkor az ((X1,InY7),(X2,InYs),...,(X,,InY,)) transzfor-
malt mintdra illesztiink egyenest. A kapott ki és k3 egyiitthatokbdl az a = k2 és b = k¥
transzformdciéval kapjuk meg az eredeti Gsszefliggés paramétereit.
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y = f(z;a,b) = az’ hatvényfiiggvénykapcsolat:

A linedris kapcsolatot a logaritmizalds utdn most Iny és Inz kozott kell megadni: y* = Iny =
b-lnz+1Ina=kiz*+ ks = b=k, a=e".

y = f(z;a,b) = ae> Arrhenius fiiggvénykapcsolat:

Logaritmizalds utin: y* = Ilny = —b% +1Ina = kx* + ko az Iny és z reciproka kozott 1ép fel
a linedris kapcsolat (b = —ky,a = k2 ).

y = f(z;a,b) = ﬁ reciprok fiiggvénykapcsolat:

Itt most y reciproka és x kozott kell a linedris regressziét kiszamolni.

y = f(z;a,b) = 133, raciondlis tortfiiggvénykapcsolat:

Most az egyenlet két oldaldnak reciprokat képezziik: y* = 1 =11 4 g =kax*+ky = a=

Y a T
ﬁ, b= %v és a reciprokértékek kozott keresiink linearis regressziot.
y = f(z;a,b) = ax? + bz kvadratikus fiiggvénykapcsolat:

Ekkor ha z-szel dtosztunk méris linedris az Osszefiiggés £ és x kozott: y* = £ = ax + b.

y = f(z;a,b) =a+ g hiperbolikus fiiggvénykapcsolat:

Ez eleve linearis osszefiiggés y és % kozott.

y =aln(bx) =alnb+ alnz a logaritmikus fiiggvénykapcsolat:

Ez linedris kapcsolat y és In x kozott.

4.1.4. A regresszios illeszkedés jésaganak mérése

4.1.4. definicié: Tekintsiik a X és Y valdszintiségi valtozokat, és tegyiik fel, hogy Y-t
f(X)-szel kozelitjik. A kozelités josdganak mérésére az

E(Y - (X))’

2 _

Bp=l-—0y

meghatdrozottsdgi egyitthatdt haszniljuk. Ha f(x) = E(Y | X = z) a regresszids fiiggvény,
akkor az R? jelolést hasznaljuk. Adott (Xi1,Y1)T, (X2,Ys)T,...,(X,,Y,)T statisztikai minta

3 (Vie f(X2))?

esetén a meghatdrozottsigi egyiitthatét az 1 — =—— (= Rfc) statisztikaval kozelitjik,
ami konzisztens becslés.

Megjegyzés: R? minél kozelebb van az 1-hez, annal jobb a regressziés kozelités. Ha R? 0
kozeli érték, vagy negativ, a regresszids illesztés elfogadhatatlan. A meghatdrozottsigi egytitt-
haté tulajdonsagait foglalja Ossze az aldbbi tétel:

4.1.4. tétel:

(i) R} <R <1,
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(ii) Ha X és Y fiiggetlenek, akkor Ry =0, azaz R} <0,
(iii) Ha f(z) = a*z + b* linedris regressziés fiiggvény, akkor R? = (R(X,Y))2.
Bizonyitds:
(i) A feltételes varhaté érték tulajdonsigaibél kovetkezik, hogy
E(Y - E(Y | X))? <E(Y - f(X))?

és
E(Y —E(Y | X))? < 6%,

ami mér igazolja az 4llitdst. Az elvileg legjobb illesztés esetén sem biztos, hogy RZ eléri
az 1-et.

(i) E(Y | X) = EY, igy E(Y — E(Y | X))* = 0®Y, azaz R} = 0. ,Rossz” f esetén az R}
szam akar negativ is lehet.

(iii) Ha f(z) = a* X + b* linedris regressziés fuggvény, ahol

oY
*=R(X.Y) — b* =EY —a*EX
a ( Y ) O_X? a )
akkor
E(Y —a*X —b*) =EY —¢*EX — b* =0,
vagyis
EY —a*'X b)) =0?Y —a*X - b)) =c?(Y —a*X) =
=o’Y + (a*)? 02X — 2a* - cov(Y, X) =
Y
o%Y + (R(X,Y))?- 0% — 2R(X,Y) = -R(X,Y) -0V -0 X =
o
= o’Y (1 - R*(X,Y)).
Tehat

2 . 5
R*(X,Y) = R?

4.2. Tervezett (determinisztikus) megfigyelés

Foéleg miiszaki alkalmazasokban gyakori, hogy a méréseket Y -ra eléirt = bedllitisokndl végzik
el, és igy keresik az ismeretlen Y =~ f(z) fiiggvénykapcsolatot. A modell ilyenkor az, hogy
Y = f(x) + ¢, ahol € a mérési hibt jelentd valésziniiségi valtozd, melyre Ee = 0 és e < oco.
Tegyiik fel, hogy adottak az x1,zo,...,z, € R bedllitisok mellett elvégzett Y1,Ys,..., Y,
mérési eredmények. Mivel a mérések a véletlentdl is fuggtek, feltesszik, hogy Y; = az; + b+
g (i =1,...,n), ahol ¢; teljesen fiiggetlenek és Be; = 0, o?s; = D? < 0o. A keresett a,b
regresszios egyutthatdkat a legkisebb négyzetek mdédszerével a
hah) =23 (V- (am 402 = L3
, i Z

n <
=1

négyzetes eltérés atlaganak minimalizaldsaval oldjuk meg.
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4.2.1. tétel: (Gauss—Markov-tétel)
HaY; = ax; +b+¢ (1 = 1,2,...,n), ahol az ¢; teljesen fliggetlen valdsziniiségi viltozdk,
és Ee; = 0, o%¢; = o2, akkor az a,b egyiitthatok legkisebb négyzetek mdédszerével kapott
becslései torzitatlanok, és az osszes linedris becslés koziil minimélis szérassal rendelkeznek.

Megjegyzés: A legkisebb négyzetek mddszere a legjobb torzitatlan becslést adja, ami an-
golul: best linear unbaised estimation = BLUE.

Bizonyitds:
1 n
h(a,b) = — Y: — (ax; + b))
(a,b) n;( (az; + b) Ze
8h 2 &
= —— — (az; + b)) xl—OiZsz—bel—aZm =0.

n

ah :——Z axz+b))—0:>ZY—bn—aZmz—0

A fenti egyenletrendszerbol:

> (@ —:%)(Y—Y) n
at == Y= ZkY;,
> ( ) i=1 ) (zj —7)?
i= j=1
b =Y, — :Z(——M) =Ly,

tehat linedris becsléseket kapunk.
Fel fogjuk haszndlni, hogy

n
I
=1

G}

|
\i?/\
8
M=
G}

|
&
8

|

I
™
8

|
\E:Z/\
M=
B

|

ST
e

s
Il
_

B
|
81
o
N
g
|
81
o
M=
B
|
81
o

n
> (@i P _ > (@i
Zk T; = z:; — =1 . =1 — _ 1’

s
Il
_
-
Il
_
-
Il
_

2

n

Zkz 3 Lx)? _ 1 22(%—53)2:%.
i=1 \ Y (z; — T) (Z ($i_$)2> i=1 Z(fﬁz—f)

=1

A torzitatlansig igazoldsa:

Ed" =E (ikﬂﬂ) = iklEY; = ik‘z (ami +b) = aikiﬂii +biki = a.
=1 =1 =1 =1 =1
:iliEYi:i<%—mki> azx; +b) = —aZml—makaz—F Zb—mek =b.
=1 =1
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n n n
o
o’d =0 (ZszZ> :Zkz?O'QYiZUQZk?:ni
i=1 i=1 ;

Legyen most @& = Y ¢;Y; az a torzitatlan, linedris becslése, azaz
i=1

n n n n
a:E&:ZCiEYi:Zci (ax; +b) :aZCixi—i-chi.
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Ez csak tgy lehet, ha > z;¢;, =1és > ¢; =0. Legyen d; = ¢; — k;.
i=1 i=1

a-aQZc —022 (ki + d;) —022k2+2022kd+022d2

n n
= o%a* + o2 de + 202 Zkidi > o%a’.
=1 1=
>0 =0
n n n

N kidi =Y kilci— k) = n”“”_g” Zk2

i=1 i=1 =1 > (z —x)

j=1 i=1

_ n
Madsrészt, ha b= > w;Y; a b torzitatlan, linedris becslése, azaz
i=1

n n n n
b=Eb= sz‘EYz‘ = Zwi (az; +b) = aZwixi—i—b Zwi.
i=1 i=1 i=1 i=1

Ez csak tgy lehet, ha > z;w; =0és >, w; = 1. Legyen d; = w; — I; .
i=1 i=1
2b—022w —U2Zl+d —02212+2U2Zld —)—(7222032

n n
=0’ +0%Y di +20° ) lid; > o”b
= i
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n n n n 2
Zlidizzli(wi_li):Zliwi_ZZQ sz <——.’L‘k> Z(l—i‘kz> =
i=1 i=1 i=1 i=1

=1

:—Zwl—x ! Z(xz—i ———722192—)—2 Z

1=1
1 7 1 z?
R > & 2_0
2 (zi =) 2 (wi —7)
1= 1=

4.2.2. tétel: HaY; = az;+b+e; (i =1,2,...,n), ahol az &; € N(0,0?) teljesen fiiggetlen
valészintiségi véltozok ( = Y; € N(ax; + b,0) és teljesen fiiggetlenek), akkor az el6bbiek
mellett még az is allithatd, hogy a* és b* az a, b paramétereknek maximum-likelihood becslései
is.

Bizonyitas: Mivel Y; € N (ax; +b,0), teljesen fliggetlenek, ezért a minta egyiittes silirtiség-
fliggvénye, a likelihood fliggvény:

n 1 <
L(ylayQa"' ayn;aabﬂa) = (27(') to neXp (_m Z (yz — axr; — b)2)a

a log-likelihood fuggvény pedig:

n

1
In L =1(y1,y2,---,Yn;a,b,0) :—gln (2r) —nln o 5.2 (yi—axi—b)Z.
=1

1 n
—EZmi(Yi—axi—b):O
i=1

= 022 z; —b) =0,

o ——i+i§nj(y— )2 =0
0(02) 202 20t — P -

amibdl a maximum-likelihood becslésekre:
n _ 1 n
a* =Y kY, b=Y-za, == (Via'z;—b")’
n
i i=1

adddnak, azaz a* és b* megegyezik a legkisebb négyzetek mddszerével kapott becslésekkel!
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4.3. Sztochasztikus approximacio

A t6bbvéltozds linedris- és nemlinedris regressziés feladat egyutthatdinak meghatarozasat, ha
a valtozdk szama nagy, gradiens moédszerrel szokds megoldani. Ez a probléma elvezet a szto-
chasztikus approximécié problémakoréhez, melyet ebben a szakaszban targyalunk. Az alap-
probléma itt az, hogy az r(c) = 0 iterdcids gyokkeresési algoritmus milyen feltételek mellett
allit el6 a gyokhoz konvergdld sorozatot, ha az r fiiggvény értékeinek kiszamitdsat valamilyen
véletlen zavard korulmény lehetetlenné teszi. Eldszor bebizonyitjuk az alabbi tételt, amely a
Robins—Monroe-féle sztochasztikus approximécids algoritmust alapozza meg.

Legyen f : RFFL x RM — RFFL mérhets fiiggvény. Adottak a Zi,Zo,...,Zny,... és Z
azonos eloszlasi RM értékii valészintiségi vektorvaltozék. Tegyiik fel, hogy Ve €REF! esetén
létezik Ef (c,Z) az és legyen

r(c) =Ef(c,Z),
és
r(0) =0.

(Nyilvdn r Borel-mérhetd, melyet szokds regresszios fiiggvénynek is nevezni.) Legyen
Cn+1 :Cn_’Ynf(CnaZn-l—l)a ’I’LZO,I,...

rekurziv osszefiiggéssel definidlt valésziniiségi vektorvaltozd sorozat, ahol Cy = ¢ tetszdleges.

4.3.1. tétel: Tegyiik fel, hogy tetszdleges ¢ > O-ra:

(%) inf (c— 0)Tr (c) >0,
e8>
(#) 3K>0: E|f(c,Z)|? <K (1 tle— o||2) , Ve e RFH,
(x%%) >0, > =00, Y 72 <o0.
n=0 n=0

Akkor lim ||C,, — 6| =0 1-valésziniiséggel.
n—o0
Bizonyitas: Szukségink lesz két lemmara.

4.3.1. lemma: A 4.3.1. tétel feltételei mellett teljesiil, hogy létezik egy C valdsziniiségi
véltozd, melyre lim ||C,, — 0| = C 1-valésziniiséggel.
n—o0

Bizonyitds: A rekurziv egyenlet mindkét oldalabdl vonjunk le 8-t, majd emeljiik négyzetre:
ICn11 = 61° = 1Cs = OI|* = 270 (Coo = 0)" £ (Cuny Zn1) + 75 1€ (Cony Zngn) I

Ezutan vegyuk mindkét oldalnak a Zi,Zs, ..., Z, valészinliségi viltozdk altal generdlt o-al-
gebrara vett feltételes varhato értékeit:

E(|Ci1 =017 21,25, Z0) =B (|C = 601° | 20, Zs, .., Zn)
29, E ((cn 0 £(Cn,Zns1) | Z1,Zo, ..., zn) + 2K (||f(Cn, Zn )P | Z1, Zo, - .., zn) .
A fuggetlenség miatt, és amiatt, hogy C,, csak Z,-t8l fiigg:

E(IC,— 6l | Z1,Zs,....Z0) = C — 6],
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B((Co— )" £(CorZor) | 21,220, 2,) = [ (Ca—0)"£(Coy)n(dy) =
RM
= (Ca=0)" [ £(Cuy)u(dy) = (C,— )7 x (G,
RM

B (If (o Zost) I | 21, Zav.. . 20) = [ 16(Coy) P u(dy) < K (14 G - 8]).
RM

ahol 1 jeloli Z eloszlasat. Tgy

E(ICni1 = 017 | 21,25, Z0) <
< ICy = 012 = 290 (C — 6) £ (Cy) + 12K (1+C — 0) .
Mivel
inf (c—0)"r(c) >0,
llc—01]>¢
ezért tovabb noveljik a baloldalt, ha elhagyjuk a kozéps6 tagot:
E (HCn+1 —0|* | Z1,2o,..., Zn) <|ICn = 0] (1 + 1K) + K.

Most tekintsiik azt a {Vn}n:1,2,... valészintliségi valtozé sorozatot, melynek definicigja

o0
Viit = [Cog1 =017 b1 + K D 770541,

j=n+1
o0
ahol 0, = [] (1 + ’y?K) . Megmutatjuk, hogy {(V,,%n)},,—1 o szupermartingdl, ahol ¥, =
e 2,0

U(Z17Z27"'7Zn)'

(e.@)
E Vo1 | Fa] <1C0 =017 (1 +72K) i1 + 1Koy + K Y 47041 =
j=n+1

o
=1Cn = 01”60 + K> 77011 = Vp.

J1=n
Még az is igaz, hogy az {E|V,|},_,,  szdmsorozat korlitos. Ugyanis V;, > 0, ami a
definici6jabdl latszik, és igy E|V,| = EV,,. Mdasrészt a szupermartingdl tulajdonsig miatt
{E[Val},=1 2, monoton fogyé. Végill EV) = E V] < co miatt IM : E[V,| <M <oo, n=
1,2,.... Alkalmazhat6 a szupermartingilok konvergenciatétele, miszerint létezik egy C' valdszi-
niiségi valtozd, melyre nll)ngo Vn = C' 1 valészintiséggel. Mivel megmutathatd, hogy nll)rgo o =1

n—00 ;i

oo
és lim ) ,),]2_5].“ = 0, ezért nyilvéan az is teljesiil, hogy lim ||C, — 0> = C 1 valdszinfiség-
j=n n—o0

gel.
|
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4.3.2. lemma: A 4.3.1. tétel feltevései mellett
o0
Z’Yn (Cn — o)Tr (Cn) <0
n=1

1 valészintiiséggel.

Bizonyitds: A {Cp},_, o rekurziv sorozatot definidlé egyenlet mindkét oldaldbdl levonva
0-t, négyzetre emeliink, majd kiszdmitjuk a varhaté értékeket. Az a, = E||C,, — 0||2 ,bp, =
2E |(C,, — O)Tf(Cn,Zn_H)} dp = E|f (Cp,Zni1)|? jelolésekkel azt kapjuk, hogy anii =
an — Ynbn + y2d,. Megmutathatd, hogy

o0 o0
> bn =2 1B [(Co = 8)" £(Cy Zsn)| < o0,

ahonnan a 4.3.1. lemma eredményét felhaszndlva kovetkezik a monoton konvergencia tételt
alkalmazva, hogy

i mE [(Cn - 0)" £ (Cy, Zn+1)] = i E [% (C,—0)r (cn)] -
n=1 n=1

=E < 0.

Z’Yn (Cn — O)T r(Cy)
n=1

Ezzel a lemmat bebizonyitottuk hiszen, ha a varhaté érték mogotti sor 1 valdszintliséggel oo
lenne, akkor a varhaté érték nem lehetne véges.

A 4.3.1. tétel bizonyitdsa: A 4.3.1. lemmaban bizonyitottakbdl kévetkezik, hogy létezik
egy C valészintiségi vektorvaltozd és egy Q2* 1 valdszinliségii esemény, hogy Vw € Q* elemi
eseménynél fenndll a lim C, (w) = C (w) konvergencia. Masrészt jelolje Q** azt az 1 valo-

n—0o0

o0

szinfiségii eseményt, amelyen fennall 3 7, (Cp (w) — )" r (Cp, (w)) < oo. (Ilyen QO a 4.3.2.
n=1

lemma értelmében létezik.) Ekkor a (***) feltétel miatt megadhaté olyan {my},_; ,  index-

sorozat, hogy ILm (Cpn,, (w) — )" 1 (Cppn, (w)) = 0. Ebbl a tétel (xx) feltétele miatt teljesiil,
n—oo
hogy lim [|C,,, (w) — 0] =0, Vw € Q**. Tehit, Vw € Q* N Q** elemi eseményre C (w) = 0
n—o0

all, ami P (Q* N Q**) = 1 miatt a tétel allitdsat jelenti: lim ||C,, — @] = 0 1-val6sziniiséggel.
n—o0
|

Megjegyzés: A 4.3.1. tétel segitségével igazolhaté a nagy szamok torvényének aldbbi erés
alakja:

Ha {Xn}n:1,2,... fliggetlen, azonos eloszlasti a varhaté értékii, véges szorasi valdszinii-
ségi valtozé sorozat, melynek tagjai az RV térbél veszik fel az értékeiket, akkor a Z, 1 =
Zn — M [Zn —Xp]  n =0,1,... rekurziv valésziniiségi vektorvéltozd sorozatra — ha Zy =
2o € RN tetszéleges és a A, sorozat kielégiti a 4.3.1. tétel (x x *) feltételeit — teljesiil, hogy
nll)rgo | Z, —a|| =0 1 valésziniiséggel.

n
Zyn = ay + Zcixia
=1
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ahol
an:ZOH(l—)\Z’) és Ci:)\i_l(l—)\i)---(l—)\n_l).

Ha 290 =04és \, = akkor Z, = X,, az atlagstatisztika.

=g

4.3.1. Linearis regressziés feladat

Ebben a szakaszban az el6z6 pont eredményeinek egy kiilonlegesen fontos specialis alkalmazd-
sat targyaljuk. Azzal az esettel foglalkozunk, amikor az r regressziés fiiggvény r (c) = Ac —m
linedris fiiggvény, ahol A (k4 1) x (k + 1)-es kvadratikus matrix, m pedig R¥*! -beli vektor.

Legyen Z = ( ,,8) melyre EE = A és EB = m és f (¢, Z) = Ec — (. Tegyiik fel, hogy
az A métrix szimmetrikus, pozitiv definit és invertdlhaté. (Ekkor a regresszids fiiggvény
r(c) =Ef(c,Z) =E (Ec — 8) = Ac—m.)

4.3.2. tétel: Jelolje E = (V”)z . és B = (0o, P1,---,0k) és tegyiik fel, hogy
J
AMy, My > 0, hogy BV} < My < oo és EZﬂQ M, < oco. Jelolje Zy,Zo, ..., Z,,... a
Z-vel azonos eloszldsi, teljesen fliggetlen elemekbol allo sorozatot! Tegyuk fel tovabbé, hogy

{Vn} =10 olyan pozitiv tagi szdmsorozat, melyre Z Y = 00, 68 Z 72 < oo teljesiil.
o n=0 n=0

Akkor az Cpy1 = Cp, — 7 (E — ﬁn+1> n =0,1,... rekurziv megadasu sorozatra

lim HC —A” mH = 0 teljesiil 1 valoszmuseggel
n—o0

Bizonyitds: Meg fogjuk mutatni, hogy teljesiilnek a 4.3.1. tétel feltételei, annak a 4.3.2.
tétel specidlis esete. El6szor megmutatjuk, hogy

() 3K >0: (c—A'm)" (dc—m)>K|jc— A 'm| VceR+re.

Mivel A szimmetrikus és pozitiv definit az Ap = Ay sajitérték egyenletnek létezik
{Ans@ntnzo.1,., megolddsrendszere, ahol {¢,}, o, , ortonormdlt rendszer RF*1.ben, és
Ai 20,0 =0,1,...,k S6t A\; > 0,1 =0,1,...,k is, mivel ellenkezd esetben az Ap = 0 egyen-
letnek lenne nem trividlis megoldasa, ami ellentmond annak, hogy é_l létezik. Ekkor tehat

k k k
vehetjiik a kovetkezd sorfejtéseket: ¢ = . i, m = 3. m;p; . BEzekkel A"'m.= )\imchZ
i=0 i=0 - i=0 "

Ezt alkalmazva nyerjik, hogy

(c—A_lm)T(Ac—m):i c-—im- (A-c-—m-):i)\- c-—im- 2>
4 Pe : i i i 1Cy i £ i\ Ci i i =

K1 = < min >\z>
0<i<k

vélasztdssal igazoltuk a (x) egyenlStlenséget, ahonnan mar kovetkezik a 4.3.1. tétel (x) fel-
tételének teljesiilése. A 4.3.2. tétel bizonyitasat tehit befejezhetjiik, ha még megmutatjuk,
hogy Ve € RFt!re

Bf(c,2)|” =Bl|(Ee - B)[* < K (1+ e~ A 'm]”)
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valamely K > 0-ra. Ugyanis a fenti reldci6 éppen a 4.3.1. tétel (xx) feltételének teljesiilésével
ekvivalens. El6szor is

|2e—B* = |2 (c ~ 4™ m+A™"m) - 8" <

N N
<32 (le-A'm]* + A'm]*) + 118172

i=1 j=1

Innen
2o~ 8P < (4 120, (Jle - A~ ml]* + A ml) + Mo < K (14 [l — A )

adédik, ahol
K = max {(k +1)2My, (k + 1) My |A™ ml* + Mg} :

4.3.2. Neégyzetes hiba minimalizalasa

A négyzetes hiba minimalizdldsdnak probléméja a linedris regresszids problémara vezethetd
vissza. A probléma most az, hogy az X = (X, X1, Xo,... ,XN)T,XO = 1 valészintiségi vek-
torvaltozé komponenseinek milyen linedris kombinacidjaval kozelitheté legjobban az Y cél-

valtozé, azaz milyen ¢ = (co,c1,...,c;) € RFTL siilyok esetén lesz minimalis az m(c) =
2

k k 2
E [Z i X; — Y] atlagos négyzetes hiba. Tekintsiikk most az [ (c,y) = [Z CiYi — yk+1]
i=0 i=0
fiiggvényt! A minimalizaldshoz szarmaztatnunk kell az [ (¢,y) fliggvény ¢ vektor szerinti gra-

diensvektorat:

fleyy) = grgdl (c,y) =

k k k T
=2 ((Z Cz’?Ji) Y0, (Z Cz’?Ji) Yo (Z Cz’?Ji) ?Jk) — 2 (Y1905 Yk41Y1s - - > Y 1¥k) | =
=0 =0 =0

Yoyo - Yok
—Bc—b, ahol B=2| : ..
YkYo ° YkYk
és

b = 2 (k4 190, Ykt 1U1 - - - Yot 1Yk)

Maésrészt a m négyzetes hiba gradiensére:

k 2 E ok k
gradm (c) = grad B | Y ¢ X; Y| =gradB |> > ci;X;X; -2 XY —Y?| =
¢ ¢ i=0 ¢ i=0 j=0 i=0
E ok k

= grad Z Z CiCjEXin —2 Z CZEXlY — EY2
¢ |i=0 j=0 i=0
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Innen, tekintettel arra, hogy

k k k
0
F Z Z CiCjEXin =2 Z CZ'EXin
% o §=0 i=0
és

9 k

50 O GEXiY =EX;Y
€ izo

éppen az addédik, hogy

k k k r
radm (c) = 2 aEX; Xy, GEX; X4,..., GEX; X —
gc ( ) (Z ) <20 Z ) 121 Z ) 7 k:)

1=0 1=0 1=0

—2(EXoY,EX}Y,...,EX,Y) = Ac — m,

ahol
EX()XO s EXOXk
A= : : és m=2(EX,Y,EX,Y,...,.EX,Y)T.
EX,Xo - EXpXp
Végiil, ha
XoXo -+ XoXp
2=xX"=2 SRRV és B = (XY, X1Y,..., X, V)T,
XkXO cee Xka

akkor a Z = (;,B) és f (c,Z) = Ec—pB jelolésekkel, r (c) = Ef (c,Z) = E E] c—EB = Ac—m
a regresszios fliggvény. Keresendd az r (c¢) = 0 egyenlet gyoke, ahol a m (¢) négyzetes hiba
minimalis lesz.

4.3.3. tétel: Tegyiik fel, hogy A~' létezik és E [X}] < oo, i=0,1,...,k, EY*<oo.
Ha {Zn},_1 5. Z-vel azonos eloszldst valdszintiségi vektorvaltozé sorozat (Z; = (;Z, ,Bi>),
akkor a

Cot1 = Co = (E,,,Cn = Burr), n=0,1,2,...,
Co = ¢p € RFH!

rekurziv képlettel definidlt valészintiségi vektorvaltozé sorozatra lim ch — A‘lmH =0 1
n—oo -

oo oo
valészintiséggel, feltéve, hogy > v, = 00, és Y. 72 < oo teljesiil.

Bizonyitds: A definici6jabol lathatéan szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, hiszen tet-
sz6leges t ERF1re tTAt = E (tTEt) = E (t7XX"t) = E (XTt)2 > 0. Megmutatjuk, hogy

k
IM;, My > 0, amivel E [XZ?X]?] < M és E|B|> = S EX2Y? < M,. A Cauchy-Schwarz-
=0

egyenl6tlenséget felhasznilva ez azonnal adddik, hiszen

E[x2x?] <\ [B[X})B[X}] <o
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és
k k
Y EX}Y? <) \E[XE[YY < oc.
Tehat teljestilnek a 4.3.2. tétel feltételei, akkor az &llitds is igaz lesz.

Megjegyzés: A sztochasztikus approximécié médszerével targyalhatd a nemlinearis regresz-
szi6 feladatdnak gradiens vektoros megolddsi médja is, amikor az [ (c,Z) = ||f (¢, X) — Y||?
alaki és f (¢, x) nemlinedris x-ben.



5. fejezet

Eloszlasbecslés

Nemparaméteres statisztika esetén nem &ll rendelkezésre semmilyen el6zetes informécié a vald-
szintiségi valtozd eloszlasarodl, igy nem hasznalhatjuk azt a tuddst — mint paraméteres esetben
—, hogy az eloszlds egy paraméteres osztily eleme lenne. Igy a szabalyok alapveté tulajdon-
sagainak is eloszlasfiiggetlennek kell lennitik.

5.1. Eloszlasfiiggvény becslése

Legyen X valds értékii valsziniiségi valtozo. A feladat az X valdsziniiségi valtozé F(x)
eloszlasfiggvényének becslése fiiggetlen, azonos eloszldsi X, Xo,..., X, mintdkbdl. Mint
n

kordbban lattuk, az F,(z) = % > Iix,<zy empirikus eloszlasfiiggvény konstrudldsa egyrészt

i=1
eloszlasfiiggetlen, masrészt egyenletes a konvergenciaja minden F'(z)-re (Glivenko-Cantelli-té-
tel):

limsup |F(z) — Fp(z)] =0

n—o0o T€ER
1 valészintiséggel. A konvergencia sebességérol a Glivenko—Cantelli-tétel nem ad felvilagosi-
tast. A kovetkezd tételek azt mondjdk, hogy n minta korulbeliil ﬁ nagysagrendii kozelitéshez
elegendo:

5.1.1. tétel: (Szmirnov)
Ha az F(z) eloszlasfiiggvény folytonos, akkor

l—e*2y2, hay >0

limP (\/Esup (Fn(2) = F(x)) < y) - { 0

2€R kiilonben.
5.1.2. tétel: (Kolmogorov)
Ha F(x) folytonos, akkor
. _ | K(y), hay>0
am P <*/ﬁi‘;§|F n(z) = F(z)] < y) - { 0 kiilonben,
ahol
> 2,2
Ky)= Y (~1fe v
k=—00
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Vegyiik észre, hogy az el6bbi tételekben a hatareloszlis nem fiigg az elméleti eloszlasfiigg-
vénytol.

Most adunk egy alternativ bizonyitdst az empirikus eloszldsfliggvény egyenletes konver-
gencijjara, amely sok hasznos oteletet tartalmaz és segit a kovetkez6 fejezet fontos tételének,
a Vapnik—Chervonenkis-egyenlGtlenségnek a bizonyitdsiban.

5.1.3. tétel: (Glivenko—Cantelli)
Legyen Xi,...,X, fiiggetlen, azonos eloszldsi valds értékii valésziniiségi valtozé F(z) =
P(X; < z) eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor

P <sup |Fr(z) — F(x)] > 6) < 8(n+ 1)67”'52/32
z€R

és igy a Borel-Cantelli-lemma miatt

lim sup|F,(z) — F(x)| =0

n=0 zeR
1 valdszintiséggel.
A tétel bizonyitisdhoz szitkséglink lesz a Hoeffding-egyenlGtlenségre.
5.1.4. tétel: (Hoeffding)

Legyenek Xi,...,X, fliggetlen korlitos valésziniiségi viltozék gy, hogy X; € [a;, b;] egy
n

valészintiséggel. Jelolje az Osszegiiket Sy, vagyis S, = > X;. Ekkor minden £ > 0-ra
i=1

—2¢2 3 b;—a;)?
P{S,—ES,>¢} <e /i;( )

és

~2:2/ 3" (bi—a;)?
P{S, —ES, < —¢} <e E/i;( a).

Az egyenlStlenség bizonyitdsahoz haszndlunk egy segédegyenlStlenséget:

5.1.1. lemma: Legyen X olyan valésziniiségi véaltozo, amelyre EX = 0, a < X < b.
Ekkor minden s > O-ra,
E {esX} < es2(b—a)2/8.

Bizonyitds: Az exponencidlis fiiggvény konvexitasabol kovetkezik, hogy

T —a b—=x
e”ﬁb eSb—i—b e’ haa<z<hb
—a —a

Legyen p = —a/(b — a), ekkor kihaszndlva, hogy EX =0

EesX

IA

D
W
e
|
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ahol u = s(b—a), és ¢(u) = —pu + log(1l — p + pe*). Mivel ¢ derivéltja

___pr
p+ (1 —pe v’

ezért ¢(0) = ¢'(0) = 0. A mésodik derivalt, pedig

¢'(u) = —p+

—u

¢//(u) _ p(1 —p)e

P+ —p)e) =

A~ =

fgy a Taylor-sorfejtés szerint valamely 6 € [0, u]-ra,

u? u?  s%(b—a)?
() = $(0) +ug/(0) + 5 ¢"(0) < & = ——7—

Az 5.1.] tétel bizonyitdsa:
A bizonyitds az ugynevezett Chernoff-technikdn alapul. A Markov-egyenl6tlenségbol tudjuk,
hogy minden X nemnegativ valészintliségi valtozora és € > O-ra,

EX

Ezért, ha s tetszOleges pozitiv szdm, akkor minden X valdsziniiségi valtozéra

EesX

_ X
P{X > e} =P{e’* > e} < et

A Chernoff-technika lényege, hogy keresiink egy olyan s > 0-t, amely minimalizalja, vagy
kellGen kicsivé teszi a fels6 korlatot.

P{S, —ES, > ¢}

S e E {exp (S i(XZ — EXZ)> }

i=1

n
= e % H E {es(Xi*EXi)} (X;-k fliggetlensége miatt)
i=1

n
< eS¢ HGSQ(bi—ai)2/8 (5.1.1 lemma miatt)
=1

— e*SEeSQ lgl(blial)Q/S
—2¢2 i (bi—ai)2 n
= e i=1 (s =4e > (b — ai)2—t vélasztva).

1=1

A mésodik egyenlGtlenség hasonléan bizonyithato.

Az 5.1.4 tétel két egyenl6tlenségét Osszekombindlva kaphatjuk, hogy

—2¢2 i (b;—a;)?
P{|S, —ES,| >¢} <2 =1 .
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Az 5.1.3 tétel bizonyitdsa:
n
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: pu(A) = P(X € A) és pn(A) = 230 I¢x,c4y minden
i=1

A C R mérhet6 halmazra. Legyen A a (—oo,z]; = € R alaki halmazok csalidja. Ezekkel a
jelolésekkel

sup | (z) — F(z)| = sup |un(A) — p(A)]
z€R AeA

Feltehetjiik, hogy ne? > 2, hiszen kiilonben a felsd korlat trividlis (> 1).

1. LEPES: Szimmetrizalas szellemmintaval

Legyenek X1, ..., X € R valésziniiségi valtozok gy, hogy X1,..., Xpn, X],..., X}, mind
fiiggetlen és azonos eloszldsi. Jelolje p!, az j mintdk szerinti empirikus mértéket:

1 n
i (A) = " Z I{XgEA}
i=1
Ekkor megmutatjuk, hogy ne? > 2-re
£
P (s lin) — u(4) > <) <2 (sup [ma(4) = ()] > 5
€

AcA 2

Ehhez legyen A* € A egy olyan halmaz, amelyre |u,(A*) — u(A*)| > €, ha ilyen halmaz
létezik, kiilonben legyen A* egy rogzitett A-beli halmaz. Ekkor

€ . . €

5) 2 P (Inna") — s (47)] > 5) >

P (sup [1n(4) ~ 4 (4)] > :

AcA 2

> P (In(A%) = (A)] > & i (A7) — w(A%)| < £) =

=E (I{mn(A*)—u(A*)|>a}P (\M%(A*) — (A9 < %‘ X1, ,Xn))

A feltételes valdsziniiséget becsiilhetjiik a Csebisev-egyenlGtlenség segitségével a kovet-
kezéképpen, ha ne? > 2:

P (| (4 = p(a9)] < 5| X1, X0) 2

A —pA) 1

>1
- ne2/4 - ne?

1
>
-2
Osszefoglalva tehdt

P (sup 1n(4) =, (4) > 5

1 . )
AeA 2) 2§P(|Mn(14 ) — u(A%)| >¢e) >

1
> 1p (31613|un(A> RS )

2. LEPES: Szimmetrizalds véletlen el8jelekkel

Legyenek o71,...,0, fluggetlen, azonos eloszlisi Xi,...,Xp, X],..., X -t6]l fiiggetlen
{—1,1} értékii valészintiségi véltozck, P(o; = —1) = P(0; = 1) = & valészinfiségek-
kel. Mivel X1, X{,...,X,, X/ mind figgetlen és azonos eloszlas,

2”: (I{XiEA} - f{x;eA})‘

=1

sup
AeA
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és

sup o; (I ; — Iy )
AeA; i ({{xieay — I{xlea}

) ‘
azonos eloszlasu. fgy az 1. 1épés miatt

P (st 1 (4) )] > <) <

AeA

n

> Upxieay = Ixteay)| >

=1

N ™

AcA T

>:
>;>

1
<2P (sup —

n

> oilIix,eay — Iixreay)

1
=2P | sup —
AeA N

i=1
Az uniokorldtot hasznédlva megszabadulhatunk az X7,..., X] segéd valésziniiségi vélto-
z0kt6l
€
P | sup — oi(Iix.cay — Iy <
(AeAn ; ilx,eay — Iixieay)| > )
€
<P — I P — Iy =
(s 2[Stesen| > ) + ( > iien| > 5
=2P sup— ZUzI{XeA} c
AeA M |1
3. LEPES:
AP <sup Z oil{x;eay —> =P (sup T x, <z} 5) valdszintiség becslé-
AeA  li=1 zER
séhez nézziik el6szor a feltételes valdsziniiséget felteve X1,..., Xp-et. Vegyiik észre, hogy
rogzitett =1, ..., z, € Rre, ahogy z végigfut R-en a kiil('jnbéz('ﬂ Lz <ays Lzo<ays > Lwn <))
vektorok szdma legfeljebb n 4+ 1. Ezért rogzitett Xi,..., X,-re a szuprémum a fenti
valdszintiségben legfeljebb n 4 1 valdsziniiségi valtozé maximuma. Igy, alkalmazva az
uniokorlatot
€
P — I -1 X, X, ] <
<21€137’L ZUZ {Xi€A} 4 1s ) n) >
€
1) P I -1 Xq,...,X
> (n + jlglfpl ( ZUZ {X,€A} > 4 15 ) n)

fgy mivel a szuprémum kiviilre keriilt, elég a

feltételes valdszinliségre taldlni egy exponencialis felsd korlatot.
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4. LEPES:
Rogzitett z1,...,x,-re Z 0il{z;c4y n darab figgetlen, 0 varhato értéki, —1 és 1 kozotti

valészintiségi valtozo ( osszege ezért alkalmazhatjuk a Hoeffding-egyenl6tlenséget:

1]
P (E ZUiI{XiEA} >
=1

P — I
(i S

Mindkét oldal varhatd értékét véve
P — I
(s Bt

(")sszefoglalva tehdt azt kapjuk, hogy

£
4

X1Xn> < 2e"e/32,

fgy

> £
1

Xi,... ,Xn> < 2(n+ 1)e"<’/32,

) < 2n+1)e /32,
i (SUP |tn (A) — p(4)] > 8) < 8(n+1)e "/
AcA

5.2. Vapnik—Chervonenkis-elmélet

Ebben a fejezetben a Glivenko—Cantelli-tétel egy altalanositdsit bizonyitjuk. Legyen most
X d-dimenzids valésziniiségi valtozod, és legyenek X1q,..., X, az X eloszlasabol vett fiiggetlen

n
mintdk. Hasznaljuk a kovetkezd jeloléseket: pu(A) = P(X € A) és pn(A) = 250 Iixie
i=1

minden mérheté A C R? halmazra.

5.2.1. definicié: Legyen z1,...,z, n darab R%-beli rogzitett pont, A pedig az R?-beli
halmazok egy csalddja. Ekkor legyen Ny (z1,...,z,) az

{z1,...,2x} NA

alakd halmazok szdma, ha A € A. Vagyis Ny(z1,...,z,) azt mutatja, hogy az A-beli halma-
zokkal az z1,...,x, pontoknak hanyféle kiilonb6z6 részhalmazat lehet kimetszeni.
Az A halmazcsaldd n-edik shatter egyiitthatdja

def
s(A,n) = i mfxERdNA(xl,...,mn).
1yeesln

Nyilvédnvaléan s(A,n) < 2", hiszen egy n ponti halmaznak Osszesen 2" részhalmaza van.
Ha s(A,n) = 2", vagyis valamely n pontra Ng(z1,...,z,) = 2", akkor azt mondjuk, hogy A
darabokra tori (vagy shattereli) {xi,...,z,}-t. Ha ez nem teljesiil, akkor barmely n pontnak
van olyan részhalmaza, amelyet nem tudunk kivalasztani A-beli halmazzal. Az is nyilvanvald,
hogy ha valamely ng-ra s(A,ng) < 2™, akkor mar minden n > ng-ra s(A,n) < 2".
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5.2.2. definicié: A legnagyobb ng szamot, amelyre még van olyan ngy pont, amelyet A
darabokra tor, vagyis
s(A,ng) = 2"

az A csaldd Vapnik—Chervonenkis-dimenzidjanak (vagy VC-dimenzidjanak) nevezziik, és V-
val jeloljiikk. Ha minden n-re s(A,n) = 2", akkor definicié szerint V4 = oo.

Azokat az A halmazcsalddokat, amelyekre V4 < oo, Vapnik—Chervonenkis- (vagy VC-)
csalddoknak hivjuk.

5.2.1. tétel: (Vapnik—Chervonenkis)
Minden p valdsziniiségi mértékre és A halmazosztdlyra, minden n-re és € > O-ra

i (S“p 1a(A) = p(A)] > ) < 85(A, n)e "</
AcA

Bizonyitas: Kovetjiikk a Glivenko—Cantelli-tétel bizonyitdsanak menetét. Most is feltehet-
jiik, hogy ne? > 2, hiszen kiilonben a korlat trividlis (> 1).
Az elsé két 1épésben teljesen ugyanigy bebizonyitjuk, hogy
6)

P (sup n(4) — ()] > ¢) < 4P (sup— > ol
S

AcA T

Az egyetlen kiilonbség a 3. 1épésben van.

3. LEPES:
Vegyiik észre, hogy rogzitett z1,...,x, € Rl-re ahogy A végigfut A-n a kiilonboz
(Iiz;ea}s- - > I{z,ca}) vektorok szima nem mas, mint az {X1,..., X} kiilonbéz6 olyan
részhalmazainak a szdma, amelyeket gy kaphatunk, hogy A-beli halmazokkal elmetsz-
sziik, ami definicio szerint legfeljebb s(A,n). Ezért rogzitett X, ..., X,-re a szuprémum
a
€
P — I
(s 5 (St > )
valésziniiségben legfeljebb Ny (X7, . .. ,Xn) < s5(A,n) valésziniiségi valtozé maximuma.
Az uniokorlattal kapjuk, hogy
€
P — I - X1,..., X | <
(j‘égn ZUZ {X;€A} 4 1, ) n) >
€
A, P I — | X1,..., X
< s(A,n) jlelg ( ZUZ {Xied}| = 7 | Al n)

fgy, mivel a szuprémum kivilre keriilt, elég a

1 n
P(z:§3WQX£M > th”xh>
=1
feltételes valészintiségre taldlni egy exponencidlis felsé korldtot. Ezt a Glivenko—Can-

telli-tétel bizonyitdsanak 4. lépésével teljesen azonos moédon tehetjiik meg, és igy végiil
kapjuk, hogy

€
4

F (Suplun(A)-u(AJ|>>5> < 8s(A,n)e "/,
AcA
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Ha a valdsziniiségi viltozdink valésak és az A halmazcsalad a (—oo, z] alakd halmazokbdl
all, ahol z € R, akkor
sup |un(A) — p(A)| = sup [Fy(z) — F ()|
A€A z€R
és s(A,n) = n+ 1, hiszen (—oo, z] félegyenesekkel n pontnak n + 1 kiilonb6z6 részhalmazat
tudjuk kivalasztani: 0, {z1}, {z1,22}, ..., {z1,79,..., 2}, ha z) <2y < -+ < zp.
Ekkor tehat a fenti tétel azt mondja, hogy

P (Sup |Fn(z) — F(z)| > 6) < 8(n+ l)e_n52/32.
T€R
Tehat a fenti tétel valéban dltalanositja az empirikus eloszlisfliiggvény konvergencidjira vo-
natkozdé kordbbi eredményt.
A kovetkezb tétel megmutatja a kapcsolatot egy halmazcsaldd VC-dimenzidja és shatter
egyutthatdja kozott.

5.2.2. tétel: Ha az A halmazcsalad VC-dimenzidja Vy, akkor minden n-re

s(A,n) < é <7;>

Alkalmazva a binomidlis tételt, ebbdl mindjart az is kovetkezik, hogy s(A,n) < (n+1)"2. Sét
az is bebizonyithat6, hogy V4 > 2-re s(A,n) < n"4 és minden Vy-ra s(A,n) < n'4 + 1.

Ez azt jelenti, hogy a shatter egyiitthatéra vagy az igaz, hogy s(A,n) = 2" minden n-re,
vagy pedig az, hogy s(A,n) < n"4 4 1, ami akkor teljesiil, ha A Vapnik-Chervonenkis-csald,
vagyis a VC-dimenzidja véges. Erdekes, hogy s(A,n) nem eshet a két nagysdgrend kozé, azaz
nem lehet példaul n'®™ vagy 2V™ nagységrendii. Ha Vy < oo, akkor a Vapnik—Chervonenkis-
egyenl6tlenség fels6 korlatja exponencidlis sebességgel csokken, ahogy n nd.

A fenti tétel fels6 korlatja éles.

5.2.3. tétel: 1. Ha A a félegyenesek csalddja, azaz A = {(—oo,z]; = € R}, akkor
Va=16ss(A,n)=n+1=(y) + (]).

2. Ha A az intervallumok csalddja: A = {[z1,z2]; z1,22 € R}, akkor V4 =2 és s(A,n) =
+1
M 1= () + (1) + ()

Bizonyitds:
1. -et mar lattuk.

2. -ben V4 = 2 abbdl latszik, hogy ha lerdgzitiink 3 pontot az egyenesen, akkor nincs
olyan intervallum, amelyik tartalmazza a két széls6t, de a kozépsOt nem. A shatter
egyitthatét megkapjuk, ha észrevessziik, hogy legfeljebb n — k + 1 halmaz van {A N
{X1,..., Xy }; A€ A}-ban amelyre |[AN{Xy,...,Xp}| =Fk; k=1,...,n és egy amelyre
|[AN{X1,...,X,}| =0. Ebbél

nin+1)

1.
5 +

s(A,n)zl—i—i(n—k—)—l):
k=1
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Altaldnositsuk a fenti eredményt d dimenzidra.

5.2.4. tétel: 1. Ha A = {(—o0, 1] X -+ x (—00,z4]}, akkor V4 = d.

2. Ha A az osszes Ré-beli téglalap csalidja, akkor Vy = 2d.

Ezek utan megkaphatjuk az 5.1.3 tétel dltaldnositasit d-dimenzids valésziniiségi valtozdk-
ra.

5.2.5. tétel: Legyen X,..., X, € R? fiiggetlen, azonos eloszldsi valés értékii valészinii-
ségi véltozd F(z) = P(X; < x) eloszldsfiiggvénnyel. Ekkor

P | sup |F,(z) — F(z)] >¢ | < 8nde ne’/32
zeR?

és igy a Borel-Cantelli-lemma miatt

lim sup |F,(z) — F(z)| =0

n—o0 CEERd
1 valésziniiséggel.
Talan az egyik legfontosabb halmazcsaldd az R%-beli félterek csalddja.

5.2.6. tétel: Legyen A az Re-beli félterek, azaz az {z : a2 > b, a € R4, b € R} alaki
részhalmazok csalddja. Ekkor V4 =d + 1.

Nézziink meg egy negativ példat:
5.2.7. tétel: Ha A az 6sszes R%-beli konvex sokszog csaladja, akkor V) = oo.
Bizonyitds: Legyenek zi,...,z, € R? az egységkor kiilonbozé pontjai, ekkor konnyii 14t-

ni, hogy barmely részhalmazukhoz létezik olyan konvex sokszog, amelyik pontosan azokat a
pontokat tartalmazza.
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6. fejezet

Suriségfiiggvény becslése

6.1. Az L, hiba

Az egyenletes konvergencia ellenére az empirikus eloszldsfliggvény sokszor nem bizonyul elég
jé eloszlasbecslésnek. A mértékelméletbdl tudjuk, hogy az F(x) eloszlasfiiggvény egyértel-
miien meghatdrozza a pu(A) eloszldst. A Glivenko-Cantelli-tétel azt mondja, hogy az F,(z)
empirikus eloszldsfiiggvény egyenletesen konvergdl az F(x) eloszldsfiiggvényhez. Ugy tiinik,
hogy ezzel megoldottuk a p(A) eloszlasbecslésének probléméjat. Sajnos a statisztikdban sok
probléma esetén a p,(A) empirikus eloszldsbecslés haszndlhatatlan. Erdsebb hibakritériumot
kell keresniink.

6.1.1. definicié: Két valdszintiségi mérték, p és v varidcids tavolsaga
Vip,v) = Sup u(A) —v(A)],
ahol a szuprémumot az 6sszes Borel-halmaz felett vessziik.

6.1.1. tétel: (Scheffé)
Ha a p és v valdszin{iségi mérték abszolut folytonos f, illetve g siirtiségfiiggvénnyel, akkor

Vi) =g / f (@) - g(a)] d.

Bizonyitds: Jelolje A* = {z: f(z) > g(z)}. Ekkor egyrészt

V() = suplu() ~v(4) = sup | [ f(z)do— [ g(o)da| >
A A

> | [ 1@~ [ g@)ds| = [ (70) ~ g(w)) do =

A* A*



88 6. FEJEZET SURUSEGFUGGVENY BECSLESE

Maésrészt

[t@ao= [gras| =| [ (G@) -g@) dar [ (1)~ gla)) o] <
A A

nA* AN(A*)e

< mex /(f(ac)—g(x))dx, / (9(z) — f()) dz | <

ANA* Aﬂ(A* )c

<max | [ (7(2) = glo) o [ (g() = f(@) do | =
A* (A*)e
—5 [ 11@) = g(o)] da.

Tehat 1
Viny) = / () - g()] da.

Ebbdl a tételbdl az kovetkezik, hogy ha taladlunk egy Li-ben konzisztens stiriiségfiiggvény-
becslét, akkor abbél kaphatunk egy varidciés tavolsdgban konzisztens eloszlasbecslét.

6.1.2. definici6é: Az f, stirliségfiiggvénybecsld z-nek és az f siiriiségfiiggvénybdl vett fiig-
getlen, azonos eloszldsi X7, ..., X, mintdknak Borel-mérhet6 fiiggvénye:

fn(,’L') = fn(ZE,Xl,. .. aXn)

Ha f, egy Li-ben konzisztens slirtiségfiiggvénybecslo, azaz
Jim [1f = full = i [ 1f@) = Ja(a)] do =0
(sztochasztikusan) 1 valdésziniiséggel, akkor a

fin(A) = / fulz) dz
A

eloszlasbecslore
lim V' (u, fin) =0

n—o0

(sztochasztikusan) 1 valdszintiséggel.

6.2. A hisztogram

Ha f a p valészinfiségi mérték siirtiségfiiggvénye, akkor [ f = u(A) minden Borel-mérhetd
A

halmazra, f majdnem mindenhol egyenl6 a % Radon-Nikodym-derivalttal, ahol A a Lebes-

gue-mértéket jeloli. A legtobb siirtiségfiiggvény-becsld ezt a derivédltat probalja kozeliteni. Két

standard Li-ben konzisztens siiriiségbecsld a hisztogram és a magfiiggvényes becslo.
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Legyen P, = {Apn1, Apa, ...} az RY egy particidja pozitiv és véges Lebesgue-mértékii cel-
ldkra. Ekkor a hisztogram becsl6 az

pin (An())

P = Nt

fiiggvény, ahol p, az empirikus mérték, és A,(x) = A,j, ha z € A,;. A cellak gyakran h,
élhossziisdgi d dimenzids kockék, ebben az esetben

Ap(z
n
6.2.1. tétel: Tegyiik fel, hogy u-nek 1étezik f siiriiségfiiggvénye. Ha a hisztogram becsl6-
nél minden origd kozépponti S gémbre

lim sup diam(A4,;) =0
n_)ooj:AnjﬂS;é@
és
Ay
lim 1{j naﬂS#@)}l

n—00 n

=0,

akkor
tim [ 1f(@)  fa(a)| Ade) =0

Bizonyitds:

/|fn — f(z)| Mdx) /|fn —Ef,(z)| Mdx) + /|Efn ) — f(z)| A(dz),

varidcios tag torzitas

ahol Ef,(z) a mintdk szerinti varhaté értéket jeloli.
Variacids tag:

[ 1520) = Efa@Ade) = 3 [ 1£2(0) = Bful)] Alda) = 3 ) = )|
jAnj

hiszen f,(z) konstans minden celldn.
Jelolje M, = [{j : An; NS # 0} és szdmozzuk &t a cellékat gy, hogy An1, An2, ..., Annr,

legyen az az M, cella, amelyre A,; NS # 0. Legyen S,, = U Apj.
Ji

[ 150(0) = BAa@)] < 37 in(Ang = (40| + n(5) + (55) <

< Z |1 (Anj) (Anj)| + [0 (S5) — 1(SR)[ +20(S7) <

<D in(Ang) = p(Ang)] + |1 (S5) — w(S5)| + 24(5°)
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Legyen A azon halmazok csalddja, amelyek az Ay, Apo,..., Apn,, Sy véges egyesitései.
Ekkor a Scheffé-tétel miatt

Zlun nj) = W(Anj)| + |un (S7) — (SS)IZQZIGIEIM(A)—M(A)I,

tehdt 2u(S¢) < € esetén a Vapnik—Chervonenkis-egyenl6tlenség miatt

P ([ 15u(0) ~ B Ao) > ) <P (2500 a(4) = )] +20(57) > ) =
_p (sup 1n(4) — ()] > = - u<50>) <
AcA
< 85(A, n)e(5H(59) /32 <
<8 2Mn+lefn(%fu(sc))2/32

A tétel méasodik feltétele miatt

tehdt elegendden nagy n-re a jobb oldal kisebb, mint
o n(5-1(59)" /64

amely Osszegezhetd, tehat a Borel-Cantelli-lemma miatt a varidciés tag tart 0-hoz 1 valdszi-
niiséggel.

Torzitas:

 w(An(z) 1
B4 = S0 = xtagy | SO0 = [ 10K N,

I z n(x
ahol K, (z,z) = 7f\(ji(;);}.
Ha f folytonos, és egy kompakt halmazon kiviil 0, akkor egyenletesen folytonos, ezért a
tétel elso feltétele miatt a torzitds 0-hoz tart. Legyen most f tetszOleges, ekkor £ > 0-hoz

1étezik olyan f, amely folytonos, egy kompakt halmazon kiviil 0, és

[17@) = F@)lxda) <

Ekkor
[ 1@ = Bl @) = [ |70 / F2) Kn(,2) Md2) | A(da) <
/|f )| A(dz) /‘f Ko (2, 2) M(dz)| A(da)+
/‘/f (z,2) A\(dz) /f YA(d2)| M(dz) <

A(dz)+

§5+/

- [ F@Kale2) M)
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/ (/ 7(2) = F(@)NEn(w,2) A(dx)> Adz) =

:5+/‘f~(x)—/f~( (@, 2) A(d2)| A(dz) /|f FINdZ) — 2

Itt igazabdl elmondtuk a Banach—Steinhaus-tétel bizonyitdsat, amely szerint ha egy opera-
torsorozat pontonként konvergil egy siirti halmazon, és az operdtornormék sorozata korlatos,

akkor minden pontban konvergal.
|

6.2.2. tétel: Ha f egy origd kozepii S kockan kiviil 0, Lipschitz-folytonos, azaz
[f(z) = f(2)] < Cllz — 2],

akkor h, oldalhosszisdgi d-dimenziés kockdkbdl 4ll6 particié esetén a hisztogramra

/|f fn >~ +C2hna

tehat .

h, = c3n~ a2

valasztasra

B [1f = fol < can” 72,
Bizonyitds:
B [ 1f(@) ~ fulo)] A2 / £(0) = Blo@)| A(de) + B [ Ifa(s) ~ Bfa(w)] Ao
tor;?tés var;gcié

Variacio:
Legyen S olyan, hogy p(S€) = 0. Jeldlje M,, azon celldk szamdt a particiéban, amelyek metszik
S-et, My, = [{j : Anj NS # 0} < YU > Akkor

/|fn CEfu(s)] Ada) <

< X B[ 1) - @A) + [ 2B70) Mds) -

Jr AnjNS#0D Anj ge
= Z E [un(Anj) — p(Anj)| <
j:AnjﬂS;é@
2
< S VElm(An) - (AP =
j:An]ﬂS;é@
_ Z 1(Anj) (1 — p(Anj)) <
o =

J: ApjNS#D
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- @N(Anj)(l _:U(Anj))
S J: 17.jﬁs76 Mn S
n

(a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség miatt)

Vol(S)

d
nhd

Torzitas:

[ir-msi=[ ‘f(w)— [ K2 Aa2) | Agar <

< / / (@) = F(2)|Kn (2, 2) A(d2) A(de) <
< //C||$ — 2||Kn(z, z) A(dz) A(dz) <

< / / ChypKn (2, 2) M(d2) A(dz) = Ch,,
m

A magfiiggvényes becslét a nemnegativ, mérheté K (x) magfiiggvény és a pozitiv h,, sorozat

hatarozza meg:
1 - r — XZ
= — K

6.2.3. tétel: Tegyiik fel, hogy p-nek létezik f siirtiségfiiggvénye. Ha a magfiggvényes
becslonél

/K(x) Adz) =1, lim h, =0  és lim nhd = oo,

n—o0 n—o0

akkor

n—oo

tim [ 1f(@)  fa(a)| Mde) =0
1 valészintiséggel, vagyis a magfiiggvényes becsld is er6sen konzisztens.
Példik magfiiggvényre:

e Naiv magfiiggvény
K($) = I{IESO,T}

ahol Sy, origd kozepll r sugart gomb.

o Gauss magfiiggvény

e Cauchy magfiiggvény
1
Kiz)=———
@ = T

e Epanechnikov magfiiggvény

K(z) = (1= [|&]]*) T {2 <1}
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6.2.4. tétel: Ha f egy origd kozepli S gobmbon kiviil 0, f differencidlhaté és a gradiens
Lipschitz-folytonos, azaz

1f'(z) = f() < Cllz = 2],

akkor a magfiiggvényes becslésre

C1 2
B (1 - ful <~ + et
nhd
tehat .
h, = c3n d+1
valasztasra

E/If—fnl < e T,

A paraméteres statisztikdban a konzisztencia tisztizdsa utdn az a legfontosabb kérdés,
hogy adott pontossdghoz mekkora mintanagysag kell, azaz mekkora az illeté becslés konver-
genciasebessége. Strliségfliggvény-becslés esetében, ha nem teszink fel semmit az f striiség-
fuggvényrél, akkor nem tudunk semmit mondani a konvergenciasebességrol, stiriiségbecslék
minden {f,} sorozatira igaz az, hogy a vdrhaté L;-hiba konvergenciasebessége tetszilegesen
kicsi lehet.

6.2.5. tétel: Stiriiségbecslék minden {f,} sorozatdhoz és pozitiv szamok minden mono-
ton, 0-hoz tart6 a, < 3% sorozatdhoz létezik f siirtiségfiiggvény tgy, hogy

E[|f = fall > an

minden n-re.
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7. fejezet

Regresszidobecslés

7.1. A regresszios probléma

Legyen Y valos értékili valészintiségi valtozd és legyen X d-dimenzids véletlen vektor (meg-
figyelés). X koordinatai kiilonboz6 eloszldstiak lehetnek, lehet némelyik diszkrét (példaul
bindris), mésok lehetnek abszolit folytonosak. fgy nem teszunk fel semmit X eloszlasardl.
A regresszidanalizis célja Y becslése, ha X adott, azaz olyan f fiiggvényt keresiink, amely X
értékkészletén van definidlva, és amelyre f(X) ,kozel” van Y-hoz. Tegyiik fel, hogy az analizis
6 célja a négyzeteskozép-hiba minimalizdlasa:

min B((f(X) = Y)?).

Jél ismert, hogy a minimumot az
m(z) =EY | X =x)
regresszidfiiggvény éri el, ugyanis minden f mérheto fliggvényre

E((f(X) - Y)?) = B((m(X) - Y)?) + B((m(X) - f(X))?) =

_ B ((m(X / im(z u(dz),

ahol p az X eloszldsat jeloli. A jobb oldal méasodik tagjat a f fiiggvény integrilt négyzetes
hibdjanak nevezik, és J(f)-fel jelolik
n=[im p(da).

A négyzetes kozép hiba nyilvan pontosan akkor lesz kozel a minimumhoz, ha a J(f) kozel
van a 0-hoz. A siirtiségbecsléssel szemben, ahol az L;-hiba volt a legalkalmasabb hibakritéri-
um, itt az Lo-hiba a legfontosabb. Rdadasul a stirtiségbecslésnél az Li-teret a Lebesgue-mér-
tékkel definidltuk, mig a regresszidébecslésnél az Lo-teret u-vel definialjuk.

A regresszidbecslés feladatandl legyenek (X1,Y7),...,(X,,Y,) fliiggetlen, azonos eloszla-
si példanyai (X,Y)-nak. Az m, regresszi6becslé z-nek és az (X;,Y;) mintdknak mérhetd
fuggvénye:

my = mp(z, (X1,Y1),...,(Xn, Yn)).

Az m,, regressziébecslés m-hez valé Lo(u) konvergencigjat vizsgaljuk.

95
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7.1.1. definicié: Az m,, becsl6 gyengén univerzdlisan konzisztens, ha
J(my) — 0 sztochasztikusan
(X,Y) minden olyan eloszldsira, amelyre E|Y|? < oo.
7.1.2. definicié: Az m,, becsl6 erésen univerzalisan konzisztens, ha
J(myp) — 0 1 valdsziniiséggel

(X,Y) minden olyan eloszldsira, amelyre E|Y |2 < oo.

7.2. Lokalis atlagolason alapul6 becslok

A lokélis dtlagold regresszidbecslék az

n

mn(x) = Z Wni(a:aXla s 7Xn)Y;
=1

alaku becslok, ahol a W,,; silyok jellegzetesen nemnegativak, Osszegiik 1, tovabba Wy,; nagy,
ha x kozel van X;-hez, killonben kicsi. Ilyen tipusi regresszidébecsld a hisztogram, a magfiigg-
vényes és a legkozelebbi szomszéd becslé.

Legyen P, = {An1, Ano,...} az R? egy particiéja, és minden z € R?-re jeldlje A,(z) az
z-et tartalmazd celldt. Ekkor a hisztogrambecsld

( n
ZYiI{XieAn(x)} n
) = , ha Y Tixcan@y >0
mn () = 4 i=1
Y Iixiean@)
=1
L 0 kiilonben.

A celldk gyakran h,, élhossziisdgi d-dimenzids kockak.

7.2.1. tétel: Ha minden origé kozepli S gombre

lim  sup diam(4,;) =0
00 5: A,;NS#D

és

n—00 n

0,

akkor a hisztogram regressziébecsls er6sen konzisztens, ha |Y| < L valamely L < oo-re 1
valdsziniiséggel.

Megjegyzés: Ha a celldk h, élhosszisdgi kockak, akkor a tétel feltételei: h,, — 0 és
nhl — oo.

Miel6tt ratérnénk a tétel bizonyitdsara, kimondjuk és bebizonyitjuk a Hoeffding-egyen-
16tlenség egy, McDiarmidtdl szarmazoé altaldnositasat, amelyre a 7.2.1 tétel bizonyitdsandl
szitkséglink lesz. Ehhez el0szor vezessiik be a martingdl fogalmét.
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7.2.1. definicié: Valdsziniiségi valtozok egy Z1, Zs, ... sorozatdt martingdlnak nevezziik,
ha
E{Z;1|Z1,...,Z;} = Z; 1 valdsziniiséggel

minden ¢ > 0-ra.

Legyen X1, Xo, ... valésziniiségi valtozdk egy tetszéleges sorozata. 21, Zs,...-t az X1, Xo, ...
sorozat szerinti martingdlnak nevezzik, ha minden ¢ > O-ra Z; az Xi,...,X; egy figgvénye
és

E{Z;1|X1,...,X;} = Z; 1 val6sziniiséggel.

Nyilvanvald, hogy ha Z1, Zs,... az X1, Xa, ... sorozat szerinti martingal, akkor 7, Zs, ...
martingal, hiszen

E{Zi1|Z,...,Zi} = BA{E{Zin|Xy,..., Xi} |2, ..., Zi}
= E{Zj|Z,...,Z;}
- 7.

A legfontosabb példa martingdlra a fiiggetlen, nulla varhaté értékii valészintiségi valtozdok
Osszege. Legyen Uy, Us, ... fiiggetlen valdsziniiségi valtozé nulla varhaté értékkel. Ekkor az

3
S; = Z Uj, 1> 0,
j=1

martingal.

7.2.2. definicié: Valésziniiségi valtozok egy Vi, Va, ... sorozatdt martingdl differencia so-
rozatnak nevezziik, ha

E{Vi1|Vi,...,Vi} =0 1 valdsziniiséggel

minden 7 > 0-ra.
Vi,Va,...-t az X1, Xo, ... sorozat szerinti martingdl differencia sorozatnak nevezziik, ha
minden ¢ > 0-ra V; az X1,...,X; egy fiiggvénye és

E{Vi1|X1,...,X;} =0 1 valészintiséggel.
Minden Zy, Zs, ... martingdl természetes mdédon vezet egy martingal differencidhoz:
Vi="2i— Zi—1.

7.2.2. tétel: (Azuma—Hoeffding)

Legyen X1, Xo,... val6szintiségi valtozok egy sorozata és Vi, Va,... az X1, Xa,... sorozat
szerinti martingal differencia sorozat. Tegyiik fel, hogy létezik valdésziniiségi valtozdk egy
Z1,Zs,... sorozata és nemnegativ ci,ca,... konstansok dgy, hogy minden 7 > 0-ra Z; az
Xi,...,X; 1 egy fiiggvénye és

Z; <V; < Z;i + ¢ 1 valdsziniiséggel.

Ekkor minden € > 0-ra és n-re

=1
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és
n
—2e2 3 ¢?

n
P{ZVig—s}Se i=1
i=1

A bizonyitids a Hoeffding-egyenl6tlenség bizonyitisanak kiterjesztése. Sziikségiink lesz az
5.1.1 lemma analdgjéra:

7.2.1. lemma: Tegyiik fel, hogy a V és Z valdsziniiségi valtozdkra 1 valésziniiséggel igaz,
hogy E{V'|Z} = 0 és, hogy valamely f fiiggvényre és ¢ > 0 konstansra

f(Z) SV < f(Z) +e

Ekkor minden s > 0-ra
1D {esV|Z} < 68202/8.

A 7.2.2 tétel bizonyitdisa:
A Hoeffding-egyenl6tlenség bizonyitasahoz hasonléan most is a Chernoff-technikat hasznaljuk.
k

Legyen Si = Y V;. Ekkor minden s > 0-ra
i=1
P{S, >¢c} < e *E{e*"}
e “E{e"E{e’""|X,..., X1 }}

< e *E {eSS”—1 } e cn/8 (7.2.1 lemma miatt)
52 i c2/8 .
< e e =l (ismételve az el6z6 1épéseket)
—2¢2 i cf

n
= e =l (ha s =4e/ > c?).
i=1

A miésodik egyenlGtlenség hasonléan bizonyithatd.

7.2.3. tétel: (McDiarmid)
Legyenek Xi,...,X, fluggetlen valésziniiségi valtozok, amelyek értékiiket egy A halmazbdl
veszik, és tegyiik fel, hogy f : A™ — R fiiggvényre teljesil, hogy

sup |f(z1,...,2n) — f(T1, o, i1, T, a1,y 2n)| <y, 1<i< n.
T1yeesTmy
zieA

Ekkor minden € > O-ra
P{f(X1,....X,) —Ef(X1,...,X,) > e} <e =
és

P{Ef(Xy,....X,n) — f(X1,...,Xp) > e} <e i=1
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Bizonyitds: Legyen V = f(X1,...,Xp) —Ef(X1,...,Xpn), Vi = E{V|X 1} —EV,és k > 1-
re,

Ve =B{V|X,..., X} —E{V|X1,..., Xp_1}.

, n

Igy V.= > Vi. Vildgos, hogy Vi,...,V, az X1,..., X, szerinti martingdl differencia sorozatot
k=1

alkot. Definidljuk a kovetkezd valdsziniiségi véltozdkat

Hi(Xq,...,Xk) =E{f(X1,..., Xp)|X1,..., Xk},

ekkor
Vo= HylXroo X0 = [ QX0 X, 0) i (d),

ahol F}, az X}, eloszlasfuggvénye. Vezessik be a

Wy = sup (Hk(Xla s 7Xk—17u) - /Hk(Xla .- 7Xk—17$)Fk(dx)> ’
u

és a
Zy, = inf (Hk(Xl,---,thU) - /Hk(Xla e ,Xklaﬁﬁ)Fk(diU)> :

valdszintiségi valtozdkat. Vildgos, hogy Z < Vi, < Wy 1 valésziniiséggel. Mivel minden k-ra
n

Zy az X1,..., X1 egy fuggvénye, alkalmazhatjuk a 7.2.1 lemmét V = ) Vj-ra, ha meg
k=1
tudjuk mutatni, hogy Wy — Z; < ¢i. De ez kovetkezik a tétel feltételei miatt

Wy — Zj, = supsup (Hk(Xh s 7Xk:—17u) - Hk(Xla s 7Xk—lav)) < ey,
u v

n
Megjegyzés: Ha az X;-k korlatosak, akkor az f(z1,...,z,) = ). x; vélasztdssal a Hoeff-
i=1
ding-egyenlétlenséghez jutunk.
A 7.2.1 tétel bizonyitdsa:
A tételt arra az esetre bizonyitjuk, amikor m(z) folytonos.
A célunk azt bebizonyitani, hogy

lim [ (mn(z) —m(z))? p(dz) =0

n— 00

1 valdszintiséggel.
Legyen

ekkor

=2J1 +2Jy
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Jo 1 valészinliségii konvergencidjahoz megmutatjuk, hogy

(/'m (z)] p(dz) > ) < o /(3207

Jo = [ (@) = m(@)* u(da) < 2L [ (@) = m(a)]| p(do)

és a Borel-Cantelli-lemma miatt kovetkezik Jy 1 valdsziniiségii konvergencidja.

[ 5w) = mis)| () = B [ (o) — m(a)| o)+
+( / iy () — ()| () / i) — (o) ) )

A hiromszog egyenlGtlenségbdl

amibdl

B [ (o) - m(o)] u(de) <

g/|Em:;(m> ()Iu(dI+E/|m — Bm}(«)| p(de)

ahol az els6 tag a torzitds, a masodik a varidcié. A kozépértéktétel miatt

) . mataz)
{z€An(2)} n (T
Brmp (@) = /( A,(1))

muldz) = = @)

= m(an(z))

valamely ap(z) € A, (z)-re

Torzitas:
Mivel m(z) folytonos, egyenletesen is folytonos az origd kozepii S gombon: Vo > 0-hoz 35 > 0:
|z — z|| < 8 esetén |m(x) — m(z)| < 6.

[ 1B @) — )] utas) =
- / Bt () — m()] p(dz) + / (B () — ()] p(da) =
S Se

=/|m(an($)) —m(z)| p(dz) +/|Em§2(fﬂ) —m(z)| p(dzr) <
s se
<6+ 2Lu(S°) < Z
hiszen ha |Y| < L 1 valdszintiséggel, akkor |m(-)| < L. Tehét a torzitds 0-hoz tart.
Variacio:
Jelolje M,, azon celldk szimét a particiéban, amelyek metszik S-et, M, = [{j : A,; NS # 0}].

B [ g (a) — B (o) las) =

—E/|m — Em (@) pldo) +E/|m — Emj(@)| plds) <
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< ¥ / s () — Bl ()] () + 2Lp(S%) <
J: AnjNS#D Anj
< ¥ [ VEmie) - B aldo) + 22u(s") <
]An]ﬂS¢0A

< ¥ / RL) () +200(5%) <

VE An]ﬂS;é@
Z A
VE An]ﬂS;é@
MLH AZ @M(Anj)
it ApiNS
< LM\ — 2207 +2Lpu(S°) <
n

(Jensen-egyenl6tlenség)

<y 2e poru(se) <
n

hiszen a tétel masodik feltétele szerint % — 0, és 1u(S°) tetszblegesen kicsivé tehetd.

N

fgy tehét elég nagy n-re

tehat (*) miatt

<P ( [ mste) — i) @) - B [ i) — ) o) > 5 )

A jobb oldalon all6 valdsziniiségre a McDiarmid-egyenlGtlenséggel kaphatunk exponencialis
fels6 korlatot.

Rogzitsiik le az (z1,91),- -, (Zn,Yn) € R? x [~L, L] mintdinkat és cseréljiik ki (z;,;)-t
(z},yi)-re. Jeloljik m? -vel az igy kapott becslét. Ekkor m(z) és m},(z) maximum két
cellan, A, (z;)-n és A, (x})-n, kilonbozik, igy

[ @) —m(@)] ) = [ i) = )| plao) <

< / jmi (@) — mi(2)] p(d) <

2L o AL

))M(An(mz)) + mN(An(mz)) <

< == -
— np(An(@ n

Tehat a McDiarmid-egyenl6tlenség feltétele ¢; = %—nel teljesul, igy

</|m z)| p(dx) /|m ()| p(dz) > %) < e me/(3217)
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Tehét elég nagy n -re

P ([ o) = mlo)] () > 2} < ol

amibdl kovetkezik, hogy Jo — 0 1 valdsziniiséggel.
Ji 1 valésziniiségli konvergencidjanak beldtdsahoz vegyiik észre, hogy ha p,(Ay(x)) # 0,
akkor

; Yilix,ca,(2)} ; Yilix;ean(2)}

A, 3
" 1 !
SLZI{X‘EA (@)} - )
. A n An 3
— nﬂ’( (.’,U)) Z; I{X,EAn(x)}
> Iixie, @)
—|= — 1 =L|M;(z) - 1],

ahol M (x) az m} (z) specidlis alakja, ha Y = 1.
Ha pn(An(z)) = 0, akkor

My (2) = ma(z)| =0 < LMy (z) — 1.

fgy tehat

D= [ (o) = mi @) plds) < 27 [ O3(0) = 1 ude) -0

1 valdszintiiséggel Jo 1 valésziniiségii konvergencidja miatt.
Tehét a tételt bebizonyitottuk.

A magfiiggvényes regresszidébecslét, a stirtiségbecsléhoz hasonléan, az abszolit integralhatd
K (z) magfliggvény és a pozitiv h, simitétényezd hatarozza meg

7.2.3. definicié: A K (x) magfiiggvény regularis, ha nemnegativ és létezik Sy, origéd ko-
zéppontld, r > 0 sugart gomb és b > 0 konstans dgy, hogy

K(z) > bl(zes,,3
és

/ sup K(u)dz < oco.
u€x+So,r



7.3 EMPIRIKUS HIBAMINIMALIZALAS 103

7.2.4. tétel: Ha a K(x) magfiiggvény reguldris, h, — 0, nhl — oo és [Y| < L valamely
L < oco-re 1 valdsziniiséggel, akkor a magfiggvényes regressziébecslo erésen konzisztens.

A k,-legkozelebbi szomszéd becsl6 az x-hez legkozelebbi k, darab X; mintdhoz tartozd
Yi-ket atlagolja. Legyen (X(i,)(%), Y(10)(2)), s (X(nn)(®), Yinm)(®)) az X;-k 2-t6] vett t4-
volsdga szerint novekedden rendezett minta. X(; ,)(z) az r i-edik legkozelebbi szomszédja. Ha
|| X; — z|| = || X; — z||, akkor X; kozelebbi, ha i < j. Ekkor

k
1 n
" =1

7.2.5. tétel: Ha az || X — z|| valdszintiségi valtozé abszolit folytonos minden z-re, k, —
00, kp/n — 0 és |Y| < L valamely L < oco-re 1 valésziniiséggel, akkor a kj-legkozelebbi
szomszéd regresszidbecsl6 er6sen konzisztens.

Tehat léteznek univerzilisan konzisztens regresszidébecslék, de a konvergenciasebesség, a
striiségfiggvény-becsléshez hasonldan, itt is tetszdlegesen kicsi lehet.

7.2.6. tétel: Regresszidbecsl6k minden {my} sorozatdhoz és pozitiv szdmok minden mo-
noton 0-hoz tart6 a, < 1/64 sorozatdhoz létezik (X, Y )-nak olyan eloszldsa, amelyre X egyen-
letes eloszlast [0, 1]-en, Y = m(X) és

EJ(m,) =E / (i (z) — m(z))? p(dz) > ap

minden n-re.

7.3. Empirikus hibaminimalizalas

Az eddig ismertetett regressziébecslési mddszerek a lokdlis dtlagolds elvén alapulnak. Léte-
zik egy masik, hasonléan természetes alapelv, az empirikus hibaminimalizdlas, amely szintén
elvezethet univerzilisan konzisztens becslésekhez.

Vilasztunk egy F,, fliggvénycsalddot, és a regresszidbecslés ebbdl a csalddbdl vehet fiiggvé-
nyeket. Az F, kivilasztasakor vagy az m(z) regressziéfiiggvényrdl szerzett ismereteink jatsz-
hatnak szerepet, vagy F, olyan figgvényekbdl all, amelyek szidmitégéppel bizonyos szdmitasi
bonyolultsaggal realizalhatok.

Kordbban mér lattuk, hogy az m(z) regressziéfiiggvény minimalizdlja az Lo-hibat. Tehét
mondhatndnk azt, hogy minimalizéljuk E(f(X) —Y)2-t az F,, csalddon. Ez azonban nyilvan-
valéan lehetetlen, mert a minimalizdlandé fliiggvény fiigg az (X,Y") ismeretlen eloszlasatol.

7.3.1. definicié: Az empirikus Lo-hiba a mintdkon elkdvetett hibdk négyzeteinek dtlaga:
1 n
~ > (F(X) —Y)?
i=1

Az empirikus hibaminimalizdlds soran azt a fliggvényt valasztjuk ki F,-bol, amelynek az
empirikus hib4ja minimélis:

m, = argmin (% Z (f(X;) — Yé)2>

fE€Fn i=1
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A kérdés, hogy mekkora az igy vélasztott my, (x) becslé Ly hibdja.

/ min(2) — m()|? p(da) =

= E (jmn(X) = V" | Do) = E (Im(X) = Y]’) =
= (B(jmalx) - VP D) - int B (1503) - VP) ) +
+ (fiensfn E (|f(X) - Y|2> ~E (|m(X) - Y|2)>

A jobb oldalon szerepld elsé tag a becslési hiba, a masodik tag pedig az approximdciés hiba.
A becslési hiba azt méri, hogy a becslé Lo-hibdja mennyire tér el a fliggvénycsaladbeli legjobb
fuggvény Ls-hibajatol, az approximécids hiba pedig azt, hogy mennyire j6l lehet a regresszi-
ofiiggvényt F,-beli fliggvényekkel kozeliteni Lo értelemben. Ha az ), csaldd nagy, akkor az
approximéciés hiba ugyan lehet nagyon kozel 0-hoz, de lehet, hogy nincs elég mintdnk ahhoz,
hogy F,-b6l j6 becslot vdlasszunk, azaz a becslési hiba nagy lehet. Ha JF), kicsi, akkor pe-
dig az approximéciés hiba lehet nagyon nagy. Ahhoz, hogy univerzilisan konzisztens becsl6t
kapjunk, azt kell megmutatni, hogy mindkét tag 0-hoz tart.
Az approximdciés hibdra ez gyakran elég egyszerii. ElGszor is konnyen lathatd, hogy

inf E|f(X)-Y|"—E|m(X = inf / d
jnf BIf(X) =Y~ Blm(X) =Y = inf [ |f(s) = m(o)] u(c).
Ha példéul &F,, C F,, 11 minden n-re, akkor az, hogy minden p mértékre és m € Ly-re

lim inf /|f p(dz) =0

n—o0o feF,
o0
egyszerlien azt jelenti, hogy |J JF, sliri Lo(p)-ben minden p mértékre. Ez igaz példaul, ha
n=1
o0
U F, stirii C5°(R?)-ben a szuprémum norma szerint, mivel C$°(R?) siirti Ly(u)-ben minden

n=1
1 eloszlasra és

[ 17@) = mia) pldo) < 17 = mi
Most nézziik tehat a becslési hibat.

7.3.1. lemma:

E (jma(X) Y[’ | Dy ) — inf BIf(X) -V’ <

1 n
<2sup |- Y |f(X;) = YiP = B|f(X) - Y]
fE€Fn T

Bizonyitds:
B (jma(X) = Y[’ | Dy ) — inf BIf(X) - Y[’ =

— sup (E (ma(X) = Y)21 D) = =3 fma(X0) ~ ViP'+
=1

fE€ETn
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+— Zlmn ~ v ——Z|f ~ Y%+
1
+EZ|f(Xi) ~ VP - B|f(X) —Y|2> <
i=1
1 n
< sup (E ((mn(X) _y)? |Dn) — =3 Ima(Xs) - YilP+
ni=
1 n
""EZU(Xi) ~ Vi’ —B|f(X) —Y|2> <
i=1

1” 2 2
<2sup |- Y |f(X)—-YiP —E|f(X)-Y
fE%HEI( ) — Y| |f(X) Y]

Az elsé egyenlétlenség m,, vilasztisibdl adddik, m,, minimalizdlja az empirikus Lo-hibat JF,-
ben, igy Vf € F-re

LS fma(Xe) ~ Vif ——Z|f <0
=1

Tehéat ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a becslési hiba 0-hoz tart, a lemma jobb oldalan
allé kifejezést kell vizsgdlnunk.

Legyen Z = (X,Y), Z; = (X;,Y3), i =1,...,n, gr(z,y) = |f(z) — y|> minden f € F,-re
és G, = {gr: f € F,}. Ekkor a fenti kifejezés a kovetkezé alakban irhaté

Zg (Z)|.

Tehat egy atlag és a varhaté értéke kozotti kulonbséget akarjuk felilrdl becsiilni egyenletesen
egy fiiggvénycsalad felett.
Ha g korlatos, azaz g : RY x R — [0, M], akkor a Hoeffding-egyenlStlenségbél kapjuk, hogy

1n
P<_
n_

> 9(2;) —Eg(2)
i=1

sup
gESn

> 8) < 9 2ne”/M?
7.3.2. lemma:

sup | = > g(%i) — Eg(Z)
9€Sn n i=1

< M sup
g€9n

ZI{g ziy>ty — P (9(2) > 1)

Bizonyitds: Hasznaljuk a nemnegativ valdsziniiségi valtozdkra érvényes

o0

/P(X>t)dt:EX
0
azonossagot.
1 n
sup |— > 9(Z;) —Eg(Z)| =
9€Sn i=1
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= sup /( Zf{g Z)>t) — ((Z)>t)> dt| <

g€S
"0

< M sup

gESn
t>0

Zf{g ziy>ty —P(9(2) > 1)

Legyen )
Sn={{z: g(z) >t}: g€ G,, t€[0,M]}.

Bebizonyithaté a Vapnik—Chervonenkis-egyenlétlenség altalinositasa, amibol kovetkezik, hogy
sup 9(Z (Z)
<g€9n Z

> 6) < 83(§n,n)e_"5/(32M2).
(")sszefoglalva az eddigieket, a kovetkez6t kapjuk:

7.3.1. tétel: Tegyiik fel, hogy |Y| < L valamely L < oco-re 1 valésziniiséggel. Legyen F,
olyan f fiiggvények csalddja, amelyekre |f(z)| < (3, minden z-re. Ekkor elég nagy n-re

p <E (|mn(X) —- Y| Dn) - 1En3'f E(f(X)-Y)*> 5> < 8n"6n e~/ 128(457)°

Ahol a fels6 korldt exponencidlisan tart 0-hoz, ha G Vapnik—Chervonenkis dimenzidja véges
2+ — 00. Ebben az esetben tehat a becslési hiba 1 valdszintiséggel 0-hoz tart. Ahhoz, hogy
az approximaciés hiba 0-hoz tartson viszont kell az, hogy 5, — oo.

Legyen példaul I, a
Kn
Zaj\I/j(x) D G1,...,0K, € R
j=1

alaki linedris kombinaciok csalddja, ahol a W;-k R2-bsl R-be képez6 korlitos fiiggvények. Ha
ezen a csalddon minimalizdljuk az empirikus négyzetes hibat, akkor konzisztens becslét ka-
punk, ha K, — oo, B, — oo és ﬁ%% n[fé‘;
akkor a becslé er6sen univerzdlisan konzisztens.

A korabban latott hisztogram becsl6 is egy emipirikus hibaminimalizil6 becslé. Legyen
P = {An1, Apa, ...} az R? egy particiéja, és legyen F, azon fiiggvények csalddja, amelyek
minden cellan konstansok. Ekkor a legkisebb empirikus négyzetes hibaju becslot ugy kapjuk,
ha cellainként minimalizdlunk. Egy celldn pedig a minimumot az odaes6 Y;-k atlaga adja, ami
nem mas, mint a hisztogrambecsl6 értéke az adott cellan.




8. fejezet

Alakfelismerés

8.1. A Bayes-dontés és kozelitése

Az alakfelismerésben Y két értéket vehet fel, 0-t vagy 1-et (példaul, hogy egy paciens szenved-e
egy adott betegségben vagy nem). Az Y cimke értékére szeretnénk kovetkeztetni adott X € R?
megfigyelésvektor alapjan (ami tartalmazhatja pl. a paciens hémérsékletét, vérnyomdsat stb.).
A dontés vagy osztilyozdsi szabily egy

g: RY = {0,1}
fuggvény, amelynek a minéségét az
L(g) =P (9(X) #Y)
hibaval6sziniiség méri. A cél L(g) minimalizildsa.
8.1.1. definicié: Bayes-dontés:

() = I, haP(Y =1|X =2) >
9 =9 0 kiilonben.

1
2

L* = L(g*) az Gn. Bayes-hiba.
A Bayes-dontés optimalis.
8.1.1. tétel: Minden g: R? — {0,1} déntésfiiggvényre
P(g"(X) #Y) <P(g(X) #Y).
Bizonyitds: Igazak az aldbbi egyszerii dtalakitasok:
PX)#Y|X =2)=1-P (Y =g(X)|X =2) =
=1-PY=1L9X)=1|X=2)+P(Y =0,9(X)=0|X =2x)) =
=1— (Ify)=1yP (Y = 1| X = 2) + I{ ()=} P (Y = 0| X = 1))
fgy tehat minden x € R%-re
P(g(X)#Y|X =2)-P(g"(X) #Y[X =2) =
=P =11X =) (i @)=1} ~ Igo)=1}) +
P (Y =0[X =) (Tg-@)=0p ~ Tig(w)=0}) =
= QP =11X =2) = 1) (l{g@=1) ~ Igw)=1}) 2 0
g* definicigja alapjan. Mindkét oldalt i szerint integralva kapjuk a tétel allitasat.

107



108 8. FEJEZET ALAKFELISMERES

APY =1|X=x)é P(Y =0|X ==z) valésziniiségek az tin. a posteriori valésziniisé-
gek. Vegyiik észre, hogy

PY=1|X=2)=E(Y|X =z)=m(z).
Tehét a Bayes-dontés a kovetkezOképpen irhatd

. [ 1, ham(z)> %
9 () _{ 0 kiilsnben.

A Bayes-dontéshez ismerniink kellene a regressziéfiiggvényt, ami tipikusan ismeretlen,
ezért most is a D,, = {(X1,Y1),...,(Xy,Y,)} figgetlen, azonos eloszldsi mintdkat haszndl-
hatjuk. Olyan g¢,(z) = gn (X1,Y1),...,(Xn,Ys), z) osztilyozdsi szabdlyt szeretnénk taldlni,
amelynek az

L(gn) =P (gn(X) 75 Y | (Xla Yl)a T (Xna Yn))

hibavaldsziniisége kozel van L*-hoz.

8.1.2. definicié: A g, osztilyozdsi szabdly gyengén univerzélisan konzisztens, ha (X,Y)
minden eloszlasara
EL(gn) = P(gn(X) # Y) — L*

ha n — 00, és erdsen univerzilisan konzisztens, ha
lim L(g,) =L"

n—oo

1 valdszintiséggel.

Természetes gondolat, hogy a mintdk segitségével becsuljiik az m regresszidfiiggvényt az
my, regresszidbecslovel, és vegylik a Bayes-dontés mintdjara az tn. ,plug-in” dontésfiiggvényt.

[ 1, hampy(z)> % X
9n (@) _{ 0 kiilsnben. )

A kovetkezd tétel azt allitja, hogy ha az m, kozel van a valédi m regressziéfiiggvényhez,
akkor a g, hibavalésziniisége kozel lesz az optimadlis g* hibavaldsziniiséghez.

8.1.2. tétel: A fent definidlt g,, dontésfiiggvényre

0 <P (gu(X) £Y[D,) =P lg"(X) £¥) <2 [ fals) ~ m(a)| u(ds) <

1
2

<2 ([ 1mato) ~ mlo) (i)
Bizonyitds: Tetszbleges © € R-re
P (gu(X) #Y | Dy, X =) — P (¢"(X) £V | X =) =

= Iige(o)=1y(2) + Ige @)=y (1 = m(z)) — (I1g, (0)=1ym(2) + I{g, (0)=0y (1 — m(x))) =
= Ity (@)=1ymU(x) + I(ge ()03 (1 = m(2)) = (I{g (2)=130(2) + L= ()=0} (1 — mn())) +
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< Ity (o)=13 (m(x) — mp(z
+ g ()=1} (M (7) — m()

ahol az utolsé el6tti egyenlétlenségnél azt hasznaltuk, hogy g, definiciéja miatt
g, ()=} (z) + Iig, (2)=0} (1 — mn(z)) = max{mn(z),1 — mn(z)}
amibdl
g @)=1ymn (2) + Lge (=0} (1 = mn(2)) = Ig, 0)=1ymn () + (g, ()0} < O-

fey
OSP(QTL(X) #Y|Dn) —P(g*(X) #Y) =

=/(P (0n(X) £ Y | Dy X = ) — P (" (X) £Y | X = 2)) pu(dz) <

<2 [ @) - ) (@) <2 ([ (o) i) utan))

a Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség miatt.

fgy egy Lo-ben konzisztens regressziébecslébol automatikusan kaphatunk konzisztens don-
tésfiiggvényt. De ahhoz, hogy (*) a Bayes-dontést jol kozelitse egyéltaldn nem fontos, hogy
mn(z) kozel legyen m(z)-hez. Csak az a lényeges hogy a dé’)ntési hatar ugyanazon oldalan le-
gyenek, azaz hogy my(z) > % legyen, ha m(x) > 2 és legyen < 5, ham(z) < % Mégis gyakran
haszndljik a plug-in déntéseket az B <|mn( ) — Y[ |Dn> LQ-hlba minimaliz4ldséval kapott

regresszidbecslovel, mert az Lo-hiba minimalizaldsa hatékonyan szamithaté becslékhoz vezet.

8.2. Lokalis tobbségen alapul6é dontések

A regresszidbecsléshez hasonldan itt is definidlhatjuk a harom lok&lis atlagolason alapuld osz-
talyozasi szabalyt a hisztogram, a magfiiggvényes és a legkozelebbi szomszéd dontést.

Legyen P, = {Apn1, Apa, ...} az R? egy particidja, és minden z € Ri-re jellje A,(z) az
z-et tartalmazé celldt. Ekkor a hisztogram szabdaly

n

1, ha ZI{Y plixean@y 2 2 Ivico xiean@)
1=

0 kulonben

gn(z) =

Azaz tobbségi dontést hoz az A, (x)-be esé mintdk cimkéi alapjan. Lathatd, hogy ha m,(x) a
hisztogram regressziébecsld, azaz

( n
Y Yilixea, ()
=1
n
> Iixienn @)
=1

Lo Kiilsnben,

, ha ZI{XGA }>0
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akkor a hisztogram szabaly nem més, mint egy plug-in osztalyozdsi szabaly, amelyben az m(z)
regressziofiiggvényt az m,, (x) becslével becsiiljitk. Tehdt a hisztogram szabdly konzisztencidja
a korabbiak miatt kovetkezik a hisztogram regresszidébecslo konzisztencidjabol.

8.2.1. tétel: Ha minden origd kozepi S gombre

lim  sup diam(A4,;) =0
00 5: A,;NS#D

o Wi An S 20}

n—00 n

0

akkor a hisztogram osztalyozasi szabdly erdsen univerzilisan konzisztens.

A magfliggvényes osztilyozasi szabilyt a

L ha 3 Iy=nK (52) > 2 Ty K (55

dn ((L‘) = i
0 kulonben.

fiiggvény adja meg, ahol a K(z): RY — R egy nemnegativ, integralhaté magfiiggvény és hy,
pedig egy n-t6l fiiggd simitd tényezd.

Ez a szabdly is egy plug-in szabdly, ahol az m,,(x) regressziébecslé most a magfiiggvényes
becsld, tehat a konzisztencia itt is a regresszidébecsld konzisztencidjabol kovetkezik.

8.2.2. tétel: Ha a K (r) magfiiggvény reguldris, h,, — 0 és nh? — oo, akkor a magfiigg-
vényes osztdlyozasi szabaly erésen univerzalisan konzisztens.

A k,,-legkozelebbi szomszéd szabdly az xz-hez legkozelebbi k,, darab X; cimkéi alapjin hoz
tobbségi dontést. Legyen (X(1,n) (), Y(1,n) (z)) ,...,(X(n,n) (), Yin,n) (7)) az X;-k 2-t6l vett
tavolsiga alapjan rendezett minta. Ekkor

kn kn
1, ha Zlf{y(i,n)(x):l} > Zlf{m,m(x):()}
1= 1=

gn(z) = =
0 kulonben.

Konnyen lathatd, hogy ez is egy plug-in szabdly, ahol most m,(z) a ky-legkézelebbi szomszéd
regresszidbecsld, tehat a konzisztencia itt is a regresszidbecsl6 konzisztencidjabdl kovetkezik.

8.2.3. tétel: Ha az || X —z|| valdsziniiségi viltozd abszolit folytonos minden z-re, k,, — 0o
és %” — 0, akkor a k,-legktzelebbi szomszéd osztalyozdsi szabdly erdsen univerzilisan kon-
zisztens.

A siirliségfiiggvény-becsléshez és a regresszidbecsléshez hasonléan itt sem lehet dltalaban
semmit mondani a konvergenciasebességrol, a konvergencia tetszolegesen lassi lehet.

8.2.4. tétel: Osztilyozdsi szabalyok minden {g,} sorozatihoz és pozitiv szdmok minden
monoton, 0-hoz tarté a, < 4 sorozatdhoz létezik (X,Y)-nak olyan eloszlisa, amelyre X
egyenletes eloszlasu [0, 1]-en, L* = 0 és

P (gn(X) 75 Y) > ap

minden n-re.
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8.3. Empirikus hibaminimalizalas

Hasonlbéan a regressziébecsléshez, vilaszthatunk dontésfiggvényt az empirikus hibaminimali-
zalas modszerével.

8.3.1. definici6é: A g szabély empirikus hibavaldsziniiségén a mintdkon elkovetett dtlagos
hibat értjiik, azaz

1 n
Lnlg) = = > Tigxiery
1=1

Az empirikus hibavaldszinliség nyilvan torzitatlan becslése a valédi hibavaldszintiségnek,
azaz EL,(g) = L(g).

Legyen Ca g: R? — {0, 1} dontésfiiggvények egy csaladja. A feladat az, hogy valasszunk
ki C-bdl egy olyan dontésfiiggvényt, amelynek hibavaldszintisége kozel van a C-beli legjobb
dontés hibavalészintliségéhez. A C csaldd megdllapitasaban sokféle szempont jatszhat szere-
pet, példaul az osztilyozandd adat eloszlasardl rendelkezésre all6 el6zetes informécid, szamitasi
megfontolasok.

Vilasszuk a € csaladbdl azt a dontést, amelynek az empirikus hibavalésziniisége minimélis,
azaz legyen

gn = argmin Ly (g)
g€l
Azt varjuk, hogy g, hibaval6szintisége kozel lesz a csalddbeli optimumhoz, azaz L(g,) —
iggL(g) becslési hiba kicsi.
9

Lion) = 2" = (L) - 1 20)) + (1 20) - 1)

get

ahol L(g,) — infgf L(g) a becslési hiba és ing L(g) — L* az approximdcids hiba. El6fordulhat
9€ g€

azonban, hogy a becslési hiba kicsi, de L(g,) mégis tdvol van az L* Bayes-hibatél. Tehéat
lehet, hogy az im(f‘3 L(g) — L* approximéciés hiba nagy.
g€

A C csaldd tehdt elég nagy kell, hogy legyen ahhoz, hogy jé kozelitést adjon az optimaélis
megoldasra, de nem lehet tdl nagy sem, mert akkor az adatok mennyisége nem elegend6 arra,
hogy jé dontést véalasszunk ki beldle.

A tovabbiakban a becslési hibat vizsgaljuk. (Az approximécios hiba a csaldd kivélaszta-
satdl fugg csak, és attél nem, hogy a csalddbdl hogyan vélasztunk dontést.)

8.3.1. lemma:

L(gn) — inf L(g) < 2sup|L,(g) — L(g)|
gee gee

Bizonyitds:

L(gn) - infL(g) = sup (L(gn) - Ln(gn) + Ln(gn) - Ln(g) + Ln(g) - L(g)) <

geet gee
< sup (L(gn) - Ln(gn) + Ln(g) - L(g)) < 2sup |Ln(g) - L(g)|
geC gee

Az els egyenldtlenség g, valasztasabol adédik, Ly (gn) < Ly(g).
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Tehét sup |Ly(g) — L(g)|-re kell felsé korlatot taldlnunk.
gee

8.3.1. tétel: Tegyiik fel, hogy € véges sok dontésfiiggvényt tartalmaz, ekkor

P (sup |Ln(9) — L(g)| > 6) < 2lele 2
gel

Bizonyitds:

P (sup |Ln(g9) — L(g)] > 6) <Y P (Lalg) — Llg)| > ) < 2-[€e™™"
gee g€t

a Hoeffding-egyenl6tlenség miatt, hiszen nL,(g) binomialis eloszlasi valdsziniiségi valtozo n
és L(g) paraméterekkel.

Meégjobb fels6 korlatot kaphatunk, ha feltessziik, hogy a C-beli dontések kozott van olyan,
amelyik hibavalésziniisége nulla.

8.3.2. tétel: Tegyiik fel, hogy |C| < oo és migL(g) = 0. Ekkor minden n-re és € > 0-ra
g€

P (L(gn) > ¢) < [Cle™™,

. 1+ log €|
+ lo

E (L(ga)) € — .

Bizonyitds:

P (L(gn <P L =
(L) >2) <P (| wax  Llo) > <)

= pr— — <
E <I{gee:rgi>(<g):0L(g)>8}> B <f;lgg< I{Ln@)—oﬂ{ug)»}) <
< Y P(Lu(g) =0) <[€|(1—¢)",
g€eC: L(g)>e

mivel annak a valdsziniisége, hogy egy (X;,Y;) sem esik az {(z,y) : g¢(z) # y} halmazba,
kevesebb, mint (1 —¢)™, ha a halmaz valésziniisége nagyobb, mint €. Innen a tétel els6 allitdsa
kovetkezik, ha haszniljuk az 1 — z < e™% egyenlGtlenséget.

A vérhat6 hibavalésziniiség becsléshez vegyik észre, hogy minden u > O-ra

o0
E (L(gn)) = /P (L(gn) > t) dt <
0
(o0} 00 e
<ut [P > ar<uriel [ertar=us Eem.
n
u u

Mivel u tetszbleges, valaszthatjuk tgy, hogy minimalizalja a fels6 korldtot. Az optimélis vé-
lasztds u = logn|e , amivel a felsé korlat
ut Be_m‘ _ log IC] N 1€ o-nlelel log |G| +1
n n n n
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Most térjiink vissza az dltaldnos esethez, azaz felejtsiik el a feltételezéseinket, hogy |C| < oo

és min L(g) = 0.
geel

Legyen u (X,Y) valészintiségi mértéke RY x {0, 1}-en, és legyen p,, a mintdinkon alapulé
empirikus mérték. Tehat egy A C R? x {0,1} mérheté halmazra pu(A) = P ((X,Y) € A) és

n
,un(A) = % ;I{(Xi,Yi)GA}' Ekkor

L(g) = n({(z,y) : 9(z) #y}),

azaz L(g) a p-mértéke az

{{z: g(z) =1} x {0} U{{z: g(z) =0} x {1}}
halmaznak. Hasonléan
Ln(g) = pn ({(z,y) : g(z) #y}),
igy _ _
sup|Ln(g) — L(g)| = sup |ua(4) — p(4)],
gel AcA

ahol A az 0sszes

{{z: g(x) =1} x {0}y U{{z: g(x) =0} x{1}}, ge€C

alaki halmaz csalddja.
Emlékezziink vissza, hogy a

sup | (A) — u(A4)|

AcA
kifejezésre a Vapnik—Chervonenkis-egyenlGtlenség ad felsé korlatot. Most vezessiik be dontések
csaladjainak Vapnik—Chervonenkis-dimenziéjat is.

8.3.2. definicié: Legyen € a g : R? — {0,1} dontésfiiggvények egy csaladja, és tartal-
mazza A az 0sszes

{{z: g(z) =1} x {0} U{{z: g(z) =0} x{1}}, geC

alaki halmazt. A C csaldd shatter egyiitthatéja és VC-dimenzidja egyezzen meg az A halmaz-
csalad shatter egyutthatéjaval és VC-dimenzidjaval.

S(€,n) = s(A,n)
Ve="V;

Ekkor tehdt a Vapnik—Chervonenkis-egyenl6tlenség és a 8.3.1. lemma miatt igaz a kovet-
kez6:

8.3.3. tétel:

P | sup|L.(g) — L(g)| > ¢ | <85(€,n)e ""/3?
gee
és

i (L(gn) ~ inf L(g) > 6) < 85(€,n)e " /128,
g€e

ahol g, az empirikus hibat minimalizalé dontés.
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Ebbdl a 8.3.2 tétel bizonyitasiban latott médon kaphatunk felsé korlatot a varhatd hiba-
valésziniiségre

EL(g,) — inf L(g) < 16/ 25825(E:n)),
g€l om

illetve mivel Ve > 2-re S(C,n) < n'e

. Velogn +4
EL(g,) — inf L(g) < 16y/ ———=——.
(gn) Inf (9) <164/ o)

Ha feltessziik, hogy ingL(g) = 0, azaz, hogy a Bayes-dontés benne van C-ben és L* = 0,
g€
akkor egy gyorsabban 0-hoz tarté fels6 korlatot kapunk.

8.3.4. tétel: A fenti esetben
P (L(g,) > ¢) < 25(C, 2n)27 /2,

A dontéscsalddok Vapnik—Chervonenkis-dimenzidjanak vizsgdlatit konnyiti meg az aldbbi
tétel.

8.3.5. tétel: Ha A = {A x {0} U A° x {1}; A € A}, akkor s(A,n) = s(A,n) minden n-re
és ezért Vi = Vjy.

A dontéscsalddok shatter egytitthatdjanak definicidjaban az A halmazok {z : g(z) = 1}
alakiiak, mig A olyan (z,y) parok halmaza, amelyekre g(z) # y. A fenti tétel azt jelenti,
hogy S(€,n) = s(A,n), tehat elég az A tulajdonsigait vizsgilni, ami egyszeriibb, hiszen RY
részhalmazainak a csalddja.

Ha példdul z € R és C a
(z) = 1, haz<a
FE = 0 kiilsnben

alaki dontések csalddja, akkor az {zr : ¢(z) = 1} halmazok a félegyenesek, tehat ekkor

Ve = V{félegyenesek} =L
Lehet € példaul a linedris dontések csalddja, azaz a

(z) = 1, haa’z>b
9= 0 killonben

alakid dontésfiiggvényeket tartalmazé csaldd. Ekkor az {z : g¢(z) = 1} halmazok pont az
Re-beli {z : a’z > b} félterek, amelyek csaladjarél korabban littuk, hogy a VC-dimenziéja
d+1.
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