° Regresszioanalizis

Informatikai Tudomanyok Doktori Iskola

° A'regresszioszamitds alapproblemdja

Regressziészdmitaskor egy vdltozét egy (vagy tébb)
mdsik véltozéval becsliink.

Y  fiiggévaltozo

X, Xy o X,

, [liggetlen valtozok

Y=f(X;; X, ... X,) becslés feF

E(Y- (X, Xy, ... X, )= min E(Y- (X, X, ... X, )2
feF

Q Példik

1. A Duna vizdlldsdnak elérejelzése Budapesten
. A paradicsom beérési idejének becslése

. Miiholdkép alapjén a biza terméshozamdnak becslése
. Miiholdkép alapjan a Mars vastartalmdnak becslése

. Predikciok, trendek iddsorokndl

o G A W N

. Linedris kézgazdasdgi modellek

° A regresszioszamitas alapproblémaja

Ha ismerjik az ¥ és az X,,X,, ... X, egyiittes
eloszldsat, akkor a probléma elméletileg
megoldott:

FXpXp X, ) =E(Y | X X5 X, ).

Gyakorlatban azonban ,csak” egy adatmdtrix adott:

Y, X, X, X,
Y, X, X, X,
Yn Xln XZn Xpn

° Feltételes varhato érték, folytonos'eset I.

Legyenek X és Y folytonos valésziniiségi véltozék!
Fxy(z,y) és fxyy(:l:,y) az egylittes eloszlds illetve egyiittes sfirfiségtiiggvény!

P(X <z y§Y<y+Ay):%:

_ Fxy(eyt+dy)-Fxy(zy) _
Fy(y+2y)-Fv (y)

Fx v (o,u+Au)—Fy y(x,y) OFy viz.u)

5y
fr (@)

— (Ay — 0).

A
Py (y+ayl-Fy(y)
3y

°Feltételes varhato érték, folytonos eset II.

OF x y(=¥)

FX\Y (33|y) = fj(y)

X nek az Y -ra vonatkozé feltételes eloszldsfiigguénye

ﬂZFX vi(z,y)
o OFxv(zly) _ —ayer — _ fxv(zy)
Ixy @) = =g = — G = AW

X -nek az Y -ra vonatkozé feltételes sturitségfligguénye




° Feltételes varhaté érték, folytonos eset III.

+oo TCw'fx,Y(w:y) dw
rly)= [ @ fxp(ly) do =" 15— a regresszios gérbe

E(X|Y)=r()

X -nek Y -ra vonatkozé feltételes varhato értéke

° A'regresszio tulajdonsagai

a.) E(E(X|Y)) = EX.

b') E Ul(yl) ' %( Y Az 6sszes fiiggvény koziil a :

c.) Ha X és Y regressziés gorbével lehet X.

d‘) E (a c Xy 4 e legpontosabban kézeliteni! E (X2 \Y)
Legyen d : R etszoleges fiiggvény.

Ekkor

E(X —»(Y))? <E(X —d(Y))? ahol E(X |Y) = »(Y).

° Régresszi6 normalis eloszlas esetén
Ixy (@ly) = Ixy(zy)

- A

1 z.,,zll_ z o, ’
ely)=— L el %oy -p,
frw (1) 2z0,41-p* ) [x (M+0'z plr-s ))]

+o00
EX|Y=y) = [ 2 fx,(=ly) de =

=+ oy — p)

Normdlis komponensek
esetén a regressziés
osszefiiggés linedris!

Elmeéleti linearis regresszio

a* X +b*

Y -nak a X -re vonatkozé linedris regresszidja, ha

E(Y —a'X — ") = min E(Y —aX —b))°.
h ) Ta bR :

*

" =R(X,Y)Z, b* = FBY - R(X,Y)ZEX.

Elmeéleti linearis regresszio

Legyen h(a,b) = B(Y — aX — b)% A linedris regresszié meghatiro

ltozos fiiggvényt kell minime
on

dhoz ezt
i A minimumhely k k s
h

ges feltétele,
gyt 2= 2B[(Y ~ aX ~0)X] =0, %% = 2E[Y - aX ~ b = 0. lnen: «EX? + IEX =
XY, aEX +b=EY — b=EY — «EX — «EX?+(EY —«EX)EX — EXY
— ¢=R(X,Y)Z b= BY - R(X.YV)ZLEX, ( EX? BX pozitiv definit, tehdt
oX oX EX 1
a*, b* valdban minimumbely .

Liattuk, hogyha X,Y egyiittes eloszldsa normadlis, akkor a regresszié
linedris lesz!

° A regresszioszamitas alapproblémaja

F = {f(x;.x,,...x

X, abc,.. | a b, c, .. valés par'améter'ek}

A fiiggvényhalmazbél azt az elemet fogjuk kivdlasztani,
amelynél:

h(ab.c,...) = g (Y- £(X 5 Xy oy X @5hC,nn ))> = MU

Ez a legkisebb négyzetek médszere!




° A regresszidanalizis fajtai

« Linearis regresszio  f(X) =B, + B, X
* Tobbvaltozés linearis regresszié
X, X, e X, ) = By + B X + B, Xp+...+ B, X,
 Polinomialis regresszio
fX;, X; 50X, ) = By + B; X + B, X?+...+ B XP
X=X, X,=X? .., X,=Xr

* Kétparaméteres (linedrisra visszavezethetd) regresszio
pl. Y=f(X)=B,€ »X = InY= B, X+InB,

° A regresszioanalizis fajtai

» Nemlinearis regressziok két valtozo kozott I.
f(X) = B; + B, exp(B; X)
f(xX)=8,-8B, - (B; )

aszimptotikus L.
aszimptotikus IL
f(X)= (B, + B, X)83 siiriiség

f(X)=B; - (1- B; - exp(B, X?) Gauss

f(X) = By - exp( - B, exp( - B; X 2)))Gompertz

f(X)=B; - exp( - B,/(X+B3)) Johnson-Schumacher

° A regresszioanalizis fajtai

» Nemlinearis regressziok két valtozo kozott I1.
f(X) = (B, + B3 X)%

f(X) = B; - In(1 + B,exp( - B; X)
f(X) = B, + Byexp( - B; X)
f(X) =B, - X/ (X+B,) Michaelis Menten
f(X) = (B, B, +B; X8)/(B, + XB+) Morgan-Merczer-Florin

log-médositott
log-logisztikus

Metcherlich

f(X) = B, /(1+B, exp( - B; X +B, X2 + B;X® )) Peal-Reed

° A regresszioanalizis fajtai
* Nemlinearis regressziok két valtozo kozott ITI.
f(X) = (B, + B, X +B; X% + B,X®)/ B, X® kébék ardnya

f(X) = (B, + B, X +B ;X2 )/ B, X2 négyzetek ardnya

f(X) = B,/((1+B; - exp(B, X))1/84 Richards

f(X) = B,/((1+B; - exp(B, X)) Verhulst

f(X) = (B, -89 - B, exp( - B; X))/-849Von Bertalanffy
f(X) = B, - B, exp( -B; X B4) Weibull

) = 1/(B, + B, X +B, X2 ) Yield siirtiség

° A’ regresszioanalizis fajtai

* Szakaszonkénti linearis regresszio

AX+B  Xel.t)

AX+B,  Xelnt)
fx)= : :

AX+B,  Xelt,)

° A’ regresszioanalizis fajtai

* Poligonialis regresszio

AX+B X el[nn) S

AX+B, Xelht)
Fry=1"% o

AX+B Xelir,)

A,

i1

+ B =A kB

i+1%+1




° A’ regresszioanalizis fajtai

* Tobbvaltozés linedris regresszio kategoria-valtozéval

By + B X hae K=c,
(B,+B,)+(B+B )X  ha K=l
SO =3 (B, +B,)+ (B, +B.,)X  ha K=2,

(By+B,)+(B +B, )X ha K=c-1

enice Welgnt (105

° A’ regresszioanalizis fajtai

* Logisztikus regresszié

1, ha az A esemény bekovetkezik
Y dichotéom Y= {

0, ha az A esemény nem kovetkezik be
* A vilaszté fog szavazni

* A paciensnek szivinfarktusa lesz
Az iizletet meg fogjak kotni

A esemény

D CRP. CRT. &8 ordinalis szintii fiiggetlen valtozék

* eddig hanyszor ment el, kor, iskola, jovedelem
* napi cigi, napi pohdr, kor, stressz
* dr, mennyiség, piaci forgalom, raktarkészlet

° A’ regresszioanalizis fajtai
* Logisztikus regresszié

P(Y=1)=P(A) =
1-eZ

Z=B,+B,X;+B, X,+..+ B, X,

P(A)
ODDS=——— ~eZ =
1-PA)

log (ODDS) = Z =B, +B, X, + B, X;+..+ B, X,

° A’ regresszioanalizis fajtai
* Logisztikus regresszié

A legnagyobb valésziniiség elve

L(el’ez,---,en) = P(Y1= € Y2= €5y ee s Yn= en) =
=P(Y,=¢)P(Y,=¢,) ---P(Y,=¢) =
_r 1 _r

l-eZ  1-e% 1-e%

In L(€,,&,,...,€,) =Z ln( 1 )

1-exp (B) + B, X, +B, Xy+..+ B, X))

° Linedris regresszio

A linearis kapcsolat Kitiintetett:

(1) a legegyszeriibb és leggyakoribb,
konnyii a két paramétert értelmezni

(2) két dimenziés normalis eloszlas esetén
a kapcsolat nem is lehet mas
(vagy linedris vagy egyaltalan nincs)

Linedris regresszid

° Linearis regresszio

Az empirikus linedris regresszié egyiitthatdit a legkisebb
négyzetek médszerével kaphatjuk meg:

.
hla,b) = 320V — aX, — b)? — min
i—1 ah

Az empirikus linedris regresszi6 egyiitthatéi az elméleti
regresszids egyenes egyiitthat6itdl annyiban kiilonboznek, hogy
a képletekben az elméleti momentumok helyett a mintabdl
szamolt megfeleld empirikus momentumok allnak:




° Linearis regresszio
A teljes négyzetosszeg

2

ss70 =0 =3(¥ - F)

A maradékosszeg

n i — 2 n
SE=0, =S =30 F) =X b-ax)
i=1 i=1 i=1
A regresszios Osszeg
s g a2
SSR=0,, = 2 -¥)

i=1

° A linearis regresszio

0=0.,+0,

(xy ;)

A linearis regresszio
A teljes négyzetosszeg felbontdsa:

[ szabadségi foka
mindossze 1, mert az

Jreq szabadsdgi foka n-2, mert n
tagl az Osszeg, de ezek kozott két
Osszefiiggés van.

atlag konstans

Ha nincs linedris 0 reg
regresszio, a 2

gressaio, s, e Qe (1—2)
variancidk hdnyadosa  pp _ “res _ L reg _ =reg

f
(I’ n-2) SZ Qres Qrex
szabadsagi fokd F f
eloszlast kovet. res

° A linearis regresszio

A legkisebb négyzetek modszere alapelve:

y

(xp, y
€

(X3 ¥2)

° A linearis regresszio
Megjegyzések:
1.

Ha X és Y egyiittes closzlisa normadlis, akkor az elinéleti regres
gére koufidenciaintervallum szerkeszthetd, mivel ilyenkor az

n — 2 szabadsigfokn Student-eloszlist kivet.
2.

A normalis esetben a korrellalatlansdg ¢s a figgetle
ha X ¢s Y korreldcios egyiitthataja 0, akkor a = 0, &

. J— ) P —
,"77\/7! 2= —2 —Vn - 2ct, o
Sy 72 2
A V1

A fiiggetlenstget megfogalmazd nullhipotézisrdl tehidt ilvenkor t-probival donthetimk.

° A linearis regresszio
Tervezett (determinisztikus) megfigyelés

Féleg miszaki alkalmazasokban gyakori, hogy a
méréseket Y -ra eldirt x bealltasoknal végzik el, és igy
keresik az ismeretlen Y~f(x) figgvénykapcsolatot. A
modell ilyenkor az, hogy

Y = f(x) +¢& ahol £a mérési hibat jelentd valoszinliségi

ValtnzA malira E e— N de ~2e vdnoe )
Tegyitk fol, Rogy adottak az @1y, . an & E beallitasok mellott elvégzett Y, Ya,..., Y,

eredméuyek. Mivel a mérések a véletlentdl is figgtek, ik, hogy Y = arn; + b+
.n), ahol ; t iggetlenck és Ee; = ( D? < 0o, A keresett a, b
ryiitthatikat a legkisebb négyzetek mad

n n

h{a,b) = lz(); (aw;+ b)) ==Y "¢
n <=

i=1 i1

négyzetes eltérés atlaginak minimalizalasival oldjuk meg.




Gauss-Markov-tétel

Ha YV, = an; +b+e (i = 1,2 .n), £ te E valtozok,
Lote; = o°

ebb e
i torzitatlanok, és az Os i s beeslés 1 minimal

Orissal rendelkezmek.

A legkisebb négyzetek mdds:
golul: best linear unbaised estimation = BLU

> a legjobb torzitatlan beeslést adja, ami an-

ax;+b+¢e; (i =1,2,...,n), ahol az =; € N(0,0%)
gi viltozik (== Yi € N(aw; +b.o) és te

fiiggetlen
figgetlenck),
allithatd, hogy a” és b™ az @, b paramétercknek

akkor az eldbbick mellett még a

maximum-likelihood beeslé

Linearisra visszavezethetd kétparaméteres regresszio

S={f(x:a.p)} EX-f(X:a' b))’ = mig E(Y - f(X;a.b))

Amennyiben taldlhaték olyan alkalmas 1k, fiiggvények, amivel

a probléma linearizdlhaté: y = f(x; () =k(a,b)-h(x)+k,(a,b)

A triikkel nem az eredeti
minimalizaldsi feladat megolddsat
kapjuk meg, csak attél nem til messze
es6 kozelitéseket!

Linearisra visszavezetheto kétparaméteres regresszio

exponencidlis fiiggvénykapcsolat: y=a-e”

y*:lny:b-x+1na=k,-x+k2

y=exp(0.25%)

.growth” fiiggvény:  =exp(a +bx) y =Iny=ax+b

.compoud” fiiggvény: y=a-b* y =lny=Ina+x-Inb

Linearisra visszavezetheto kétparaméteres regresszio

y=x+5

b

hatvanyfiiggvény: y=a-x i

y=lhy=b-hx+lha=k-x" +k, =

-
|
=b=k, a=e".
x
b
e =a-e”*
Arrhenius: y=a-e y=exp(-51%)
: ———
1 : -
y =lny=-b-—+lna=k x" +k, 1
x !
b=—k, a=e" ———

Linearisra visszavezetheto kétparaméteres regresszio

1 y=1/(14+5%x)
reciprok: LA T \
y=—=ax+b . — ]
y=x/(14+5%x)
% ————
raciondlis: y="2* e -
1+b-x . /
/
1
« 11 k,
y =—=——+—=k x +ky=a=—, b=,
y ax

Linearisra visszavezetheto kétparaméteres regresszio

homogén kvadratikus: y_q.x24p.x o

moran

Ly .

y =—=a-x+b
x

. . b logaritmikus:
hiperbolikus: y=a+— y=a-ln(b-x)=a-Inb+a-Inx
y=145/x . y=In(5*x)
H, " _
; \\ ‘ -




° Linearizalas, pl.

8.0
7.2 Weight versus

o length in the beetle
6.0 S 1.04 Scorpaenichthys
. = (2] marmoratus
Das 2
z » 0.1
5 36 2
(7} =
= =3
24 © 0.01+
12 ¥ =
o
et 0.001 :
0 200 400 600 10 100 1000

Length (mm) Length (mm; log scale)

° Polinomialis regresszio

Y= {pulwr) = ap + @y + -+ apa™ ) fiiggvinyosztaly alegfeliebb m-edrendi
o ..;;;IA E(Y — f(X))?

Amikor a
inimumfeladat megoldisit polinomidlis regresszios

polinomo

illesztésnek nevezziik.

Az elméleti polinomialis regresszios {6it az

A polinomidlis regressziés feladatot
tobbvaltozos linedris regresszidval

oldhatjuk meg, a prediktor véltozok
ilyenkor az X valtoz6 hatvanyai: X=X '!

linedris egyenletrendszer megoldasaval Kaphaguk meg. Ennek mindig van megolddsa, hiszen

az egyiitthatomdtrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit.

° Polinomialis regresszio

Bizonyitds: A feladatot a

hag.ay,.... am) =E(Y — (ap + a1 X + -+ + ap X™))?

m -+ 1 viltoos fiigavény helyének megker 1 oldhatjuk meg:

Oh(ag.ay,. ... m . . . .
"(“”“)‘7”J7 (Y — (ag+ a1 X + -+ ap X™) X)) =0 (i=0,1,2,...,m) =
da;

m
= Y ¢;EX"Y = BY X' = kévetkezik az dllitds.

=0

° Polinomialis regresszio

piitthat inak meghatirozasat az

A tapasztalati polinomidlis girbe eg

(X0 Y7 (X Yo) ' (X, Vi) statisztikai minta so cvel az
n
1 1 - 1 ,
1 v 7 X w2 Y
i=1 =1 =1
n n
1 1 2 1 it L ag 1 -
n \] n \/ 0 Z x./ n Z )/\l
i=1 =1 = ay -
. n Lo ' " L& ' . ”' = L& ’
1S~ yi LSS yi LS yitm i 1 - i
PRSI PR Y EPIRY _ w L Yi
i = J= B i
: : : s :
L& & . L& L
o -1 -2 - ym
PR P IRY w2 X w 21X
J= J= J= J=

linedris egyenletrendszer megoldasabol kapjulk.

°A regresszio kozelitéese:Nadaraja modszerével
Az X és Y valtozok kozott a ,,tokéletes” fiiggvénykapcesolatot
az r(x)=E(Y| X=x) regresszios gorbe adja meg.

Nadaraja nemparaméteres modszere a stirliségfiiggvény
Parzen-Rosenblatt becslését haszndlja.

A siiriségfiiggvény becslését felhaszndlva a

R TIC))
EY|X =x) = = |y ———d
( x) =r(x) :I;Y I

regresszids gorbét , kozvetleniil” becsli.

‘ regresszio kozelitése Nadaraja modszerével

Tétel: Legyen az (X,, 1)), (X, Y,), ..., (X,, ¥,) minta egyiittes
stiriiségfliggvénye f(x,y). Legyen tovabba k(x) olyan pdros siiriség-
fliggvény, amelyre igazak a kovetkezok:
(i) k(x) korlatos fiiggvény
(i) |xk(o)|—0ha x| =5
(iii) k(x) masodik momentuma véges
Legyen a h,>0 szdmsorozat olyan, hogy
(iv) h, nullsorozat
(v) n-h,—o
Akkor az f k[ Y- X J

PL k(x)=@(x) és h,=n"""?
j6 vélasztds,

Ve >0:P(r,(x) - r(x)| > € — 0 (n— e, Yxe IR

>,

="

i=1 n

n

az r(x) regressios gorbe konzisztens becslése.




°A regresszio.kozelitése Nadarajamodszerével

Mivel minden esetben bar nagy, de mégiscsak véges mintdval
végezziik a becslést, a h, sorozat megaddsa helyett a

()=

kifejezésben a h paraméterrel minimalizalunk.

Egy példa.az alkalmazasra

Egy meteorol6giai mérdballon segitségével kiilonb6zd magas-
sagokban megmérték a levegd napi 6zon szintjét.
Az 6sszesen n=330 napon mértek:

vh | ozon | ibh | dpg | vis | temp| doy |

571000 300 269300 25,00 250,00 40,00 3,00

1

2 570000 500 590,00 2400 100,00 4500 4,00
3 576000 500 145000 2500 60005400 500
4 £72000 600 156800 1500 60003500 6,00
5 579000 400 263100 33,00 100,00 45,00 7,00
6 579000 400 55400 2800 25000 55,00 8,00
7 570000 600 208300 23,00 12000 41,00 9,00
570000 700 265400 2,00 120,00 44,00 10,00
577000 400 5000,00 19,00 120,00 54,00 11,00
572000 600 11100 900 150,00 51,00 12,00
500 49200 -4400 40005100 1300
4,00 500000 -44,00 200,00 5400 14,00
4,00 1249,00 63,00 250,00 58,00 15,00
7,00 500000 67,00 200,00 61,00 16,00
5,00 500000 -40,00 200,00 64,00 17,00
9,00 63900 1,00 15000 67,00 18,00
4,00 39300 EB00 10005200 19,00
3,00 500000 66,00 140,00 5400 20,00
4,00 500000 58,00 250,00 5400 21,00
4,00 5000,00 26,00 200,00 58,00 22,00

° Egy példa.az alkalmazasra

A két valtozd szoérdddsabraja:
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Egy példa.az alkalmazasra

Gaussi magfiiggvényt haszndlva:
Boroporties
Chart Size | Lines | Fit Line | Variables

([ Display Spikes [ Sppre
Fit Method-

- o meanarv © Quadratc

O Linear B O Cubic

®Loess

% of points to fit: [

Kemel: |Gaussian -d
Confidence Intervals
®[None|
© Mean
© Individual

k]

° Egy példa.az alkalmazasra

A regresszi6 Nadaraja becslése:

4000

3000

2000

Daily ozone level

1000+

540000 560000 530000 600000

° A'tobbvaltozoés linearis regresszio

A fiiggetlen vdltozdk azon linedris kombindciéjat keressiik,
amelynél a fiiggdvdltozét legkisebb négyzetes hibdval tudjuk
kozeliteni:

Y=Y +&=by+b-X +b,-X +..+b X, +¢

n
> (=7 ) =lel? =Y =l - xef - x0)-
i=1 i=1
=y'y-p"X"y-y" Xb+b" X" Xb=




° A'tobbvaltozoés linearis regresszio

Az egyiitthaték meghatdrozdsa a legkisebb négyzetek
médszerével:

° A'tobbvaltozoés linearis regresszio

° Actobbvaltozos linearis regresszio

Szordsanalizis (ANOVA) a modell érvényességének eldontésére

Hy: pi=p=.=p=0
SSR

A nullhipotézis az, hogy a
fiiggetlen vdltozdk
mindegyike O, vagyis egyik
prediktor vdltozé sem
magyardzza a célvéltozét!

F-prébaval
donthetiink a
nullhipotézisrél.

° Actobbvaltozos linearis regresszio

Béta-egyiitthatok

BETA, =b, -

A béta-egyiitthaték egyfajta
szempontbd| mindsitik a vdltozdk
fontossdgdt a linedris
dsszefiiggésben. Ha egy vdltozénak
nagy az egyiitthatéja abszolit
értékben, akkor fontos, ha kicsi,
kevésbé fontos .

S a célvdltozé stanaara
y

b. az /-edik reg

1

S. az /-edik vélta

i

° Actobbvaltozos linearis regresszio

R? (coefficient of determination) meghatdrozottsdgi egyiitthaté

Ha csak egy
magyardzé véltozd
van, akkor R2 éppen a
korreldcids

egyiitthaté négyzete!

Megmutat ja, hogy a linedris
regressziéval a célvdltozd
variancidjdnak mekkora
hdnyaddt lehet magyardzni

i —
R=x SR & T icg=l
SSTO v

° Actobbvaltozos linearis regresszio

Az R? érték megmutatja a linedris kapcsolat mértékét

= 1.000 ' =0.991 =0.904

2-o0s2 2= 0493 - 200526




° Adtobbvaltozos linearis regresszio

Korrigdlt (adjusztdlt) meghatdrozottsdgi mutato

_ _SSE/(n—p—l)
SSTO /(n—1)

A korrekcié azért sziikséges, mert
(jabb vdltozék bevondsdval R?
automatikusan n, és til optimista képet
mutat a modell illeszkedésérsl. Az
adjusztdlt vdltozatban ,biintetjik" a tdl
sok vdltozé bevondsdt a modellbe. p=1
esetben nem korrigdlunk.

p a fiiggetlen
vdltozék szdma

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

@

1
5
: s rgressziés problémandl
o X, X, X,

: 2t gdetekor azt sem

o w% nik bekeriilnek, és

u = pjd be a modellbe.

e == ki akarndnk prébalni,

Modell-épitési technik

Egy tipikus tdbbvdl
adott az Y célvdlte
magyarazé véltozé
tudjuk, melyek
melyek azok,
Ha minden |

Mdr 4 vdltozé
esetén 15 modellt
kellene illeszteniink!

modellillesztést k 27| 1317727 ink!

(I 100 1 de7s5E430

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

Modell-épitési technikak

Nyilvén sziikiteniink kell kell az illesztendd modellek
szdmat!

Alkalmazhatjuk az ENTER eljdrdst, amelyben
azokat a magyardzé véltozékat vessziik be a
véltozélistdbél a modellbe, amely véltozékat
szeretnénk, hogy benne legyenek. Ezeket a
modelleket wvtdlag értékelni kell a
meghatdrozottsdgi egyiitthaté nagysdga, és a
regresszids egyiitthatok szignifikancia szintje
alapjan. A médositasokkal dGjra el kell végezni az
illesztést.

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

Modell-épitési technikak
Automatikus modellépitési technikdk:

+ STEPWISE

+ FOREWARD
+ BACKWARD
+ REMOVE

A felhaszndlénak csak az induldsi magyardzd
véltozé listat kell specifikdlnia, az SPSS program

ebbdl vélasztva dllit elé ,jé" modelleket, amik kéziil

vélaszthatunk ,végsd” megoldast.

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

A parcidlis F-préoba

Tegyiik fel, hogy bevontuk a p-edik magyardzé

véltozét a modellbe. Ha az Gj véltozé magyardzé

ereje elhanyagolhaté, akkor az aldbbi statisztika

1, n-p-1 szabadsdgfoki Fisher-eloszldst kévet:
R’ - RS

F,= _&k° (n-p-1)

R* az Uj p véltozés modell meghatdrozottsdgi egyiitthatdja,

R; a régi p-1 vdltozés modell meghatdrozottsdgi
egyiitthatdja,

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

A parcialis F-préba

A p-edik vdltozét akkor vonjuk be a modellbe, ha

K AR o g
(n-p-1)
ahol

K, olyan kritikus érték, hogy: P(F,,,, <K.)=1-¢

€
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° Adtobbvaltozos linearis regresszio

FOREWARD modell-épités

Alulrél épitkezd modellépitési eljards.

Minden modellépitési |épésben a listdbél azt a
véltozét vonjuk be, amely F-tesztjéhez a
legkisebb € szint tartozik.

A bevondsi folyamat addig tart, amig ez a
legkisebb ¢ szint egy bedllitott PIN korlat alatt
marad.

Eldnye, hogy viszonylag kevés magyardzé véltozé
lesz a modellben, igy kénnyebb a modellt
értelmezni.

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

BACKWARD modell-épités

Feliilrgl lebonté eljdrds. Kezdetben az ésszes
véltozét berakjuk a modellbe. Minden lépésben
azt a véltozét hagyjuk el a modellbél, amelynél
parcidlis F-prébéndl a legnagyobb & érték
tartozik. Akkor dllunk meg, ha az elére bedllitott
POUT kiiszébérték ald megy ez az e.

A BACKWARD modellépitéssel viszonylag sok
magyardzé valtozé marad benn a modellben.

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

STEPWISE modell-épités

A FOREWARD eljardst tigy médositjuk, hogy minden
Iépésben ellendrizziik a modellbe kordbban mar
bevont véltozékhoz tartozé & szignifikancia-szintet,
és azt elhagyjuk, ahol ez a szint nagyobb mint
POUT. Nem keriilink végtelen ciklusba, ha
PIN<POUT. (Szokasos bedllitds: PIN=0,05 és
POUT=0,10.

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

REMOYVE modell-épités

A REMOVE eljards az ENTER beadllitdsabél indul
ki, egyszerre hagy el vdltozékat a modellbél,
Gsszehasonlitdsként csak a konstans tagot
tartalmazé modell eredményeit kozli.

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

Multikollinearitdas

Multikollinearitdson a magyardzé véltozok kézétt
fellépé linedris kapcsolat meglétét értjik. A
multkollinearitds jelenléte rontja a modell

értékelhetdségét.
A multikollinearitdas mérdszamai:

+ tolerancia

+ variancia infldlé faktor (VIF)
+ kondiciés index (CI)

- variancia hdnyad

° Adtobbvaltozos linearis regresszio

A multikollinearitds mérdszamai 1.

tolerancia azt méri, hogy az /-edik magyardzé vdltozét az dsszes
t6bbi milyen szorosan hatdrozza meg. A nulldhoz kézeli tolerancia
jelenti azt, hogy kézel fiiggvényszerii kapcsolat van a magyardzé
védltozék kozott. Ertéke 1-R2, ahol R; az i-edik véltozénak a
tébbivel vett linedris regressziéjdnak a korreldciés egyiitthatéja, a
t6bbszérds korreldciés egyiitthaté.

A variancia infldlé faktor (VIF) a tolerancia reciproka:
VIF=1/(1-R?). Ezért, ha a magyardzé véltozék kézétt szoros a
kapcsolat, VIF végtelen nagy is lehet. Ha a magyardzé vdltozék
korreldlatlanok, a VIF értéke 1.
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° Aitobbvaltozos linearis regresszio

A multikollinearitds mérdszamai 2.

A kondiciés index (CT) a magyardzé véltozék korreldciés matrixdnak
sajatértékeibdl szdmolt statisztika. A legnagyobb és legkisebb
sajatértékek hdnyadosdnak négyzetgyske. A CI>15 esetében
megdllapithaté az erds kollinearitds.

i

Variancia hdnyad is utalhat multikollinearitdsra. Ha egy-egy nagy
kondiciés index sordban 1t3bb regressziés egyiitthaténak van
magas variancia hdnyada. A regressziés egyiitthaték variancidit a
sajatértékek kézétt szétosztjuk.

cI=

° Aitobbvaltozoés linearis regresszio

A becslést befolydsolo pontok feltardsa

A line "™ ntos
lépése ° tardsa.
Mol . o s
elye w0 e
. g o .~ .
Osszel 3 .| ° LS és
H o] )
melyel ool T
legkev ¢ .| BA
osszel B
$25 000 )
) W e ww

Beginning Salary

° Aitobbvaltozos linearis regresszio

A becslést befolydsolo pontok feltardsa

A Y célvéltozé és a linedris becslés kozétti kapcsolat:
Poxp=x (x'x)'x"v-py  m-x(x'x'x’

A becslés hibavektora, maradékésszeg,
regresszids &sszeg:

e=Y-V=(E-HY ssp-y" (E-HY SSR=Y'H.Y-n(5,)

° Aitobbvaltozos linearis regresszio

A becslést befolydsolo pontok feltardsa

H=X -(i’ X )72 " a leverage (hatalom) vagy hat matrix

A mdtrix szimmetrikus, A; diagondlis elemei azt
mutatjdk, hogy az /-edik eset mekkora hatdst fejt ki
a regressziés becslésre.

h=x"(x"-X)'x, , ahol x, az i-edik esetvektor

ihﬁ =p+l
i1

° Aitobbvaltozos linearis regresszio
A becslést befolydsolo pontok feltardsa

Az /j-edik eset befolydsa Gtlagos, ezek a tipikus esetek!

Az /-edik eset befolydsa :
Ha &, ~1.02 az i-edik eset bevonhaté az elemzésbe
n

1 , . " ,
Ha 02<h, *;<0,5 kockdzatos az /~edik eset bevonasa

1
hy—~ 205 az j-edik esetet ki kell hagyni, ,outlier” pont

° Aitobbvaltozos linearis regresszio

A maradéktagok (rezidudlisok) elemzése

A linedris becslés
elkészitésekor nem
szdmolunk az redik
esettel, ,toroljik".

Kozénséges rezidudlis: €; =Y; -Y,
Térélt rezidudlis:

e.; =Y, -Y

Standardizélt rezidudlis:

12



° Adtobbvaltozos linearis regresszio ° Példa Kkétvaltozos linearis regressziora
A maradéktagok (rezidudlisok) elemzése
Heteroszkedaszticitds: lferes; tink linedris o2 eijgg?sf az emp /a.y e da,fa
dllomdanyban a kezddfizetés és a jelenlegi fizetés
. kézott!
A maradéktagok nulla szint = . . b
kériili széréddsdnak lehetséges or
tipusai —
a.) a szérédds megfelel a [
linedris modellnek, o
b.) nem a linedris modellhez = 5.
tartoznak a maradéktagok, = f °
¢.) a széréddsok nem azonosak, ) [ —— h S
d.) a hibatagok nem fiiggetlenek - . - j q
egymdstdl. = -
. - T s

L de | PR v NN . L de | PR v NN .
Példa kétvaltozos linearis regressziora Példa kétvaltozos linearis regressziora
Model Summary
Dependent: _ Model Adjusted R Std. El f
B oe Py ] === | | R ‘RSquare Lavare ‘ the Estimate
il e o — | [ [ e | 5] 778 | 9611535 |
g‘? bl e a. Predictors: (Constant), salbegin Beginning Salary
.
il Jobest Independent (s ANOVA®
& e Model Sum of
ol minority Squares df Mean Square. F Sig.
g prevexp 1 Regression 1,068E11 1 1,068E11 1622,118 ,000°
salbegin Residual 3,109E10 412 6.586E7
etnort Total 1.379E 1 473
Selection Yariable: a. Predictors: (Constant), salbegin Beginning Salary
hd s b. Dependent Variable: salary Current Salary
Case Labels:
] Coetficionts”
Model St i
- RISHRELR N Unstandardized Goeficients | Coufitions.
B Std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 928,206 888,680 2470 031
salbegin Beginning 1309 o047 880 | 40276 | 000
Salary
a. Dependent Variable: salary Current Salary
Pél stvaltozos lineari i6 élda Kétparaméteres nemlinedris regressziora
élda kétvaltozos linearis regressziora
)
a maradéktagok L o Lo
. Keresstink nemlinedris kapcsolatot Cars dllomdnyban a léerd és a

fogyasztds kozétt!

Heteroszkedaszticitds jelensége
megfigyelheté: nagyobb X-hez

nagyobb szérds tartozikl L

\
N,

Horsepower
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[« [pisplay ANOVA table 1

(Lo (oot ) (st ] [comce) o |

M SPSS Stalstios Pracessor s ready

Name | Type Width | Decimals | Label Values | Missing | Columns Align | Measure

1 |mpg Numeric 4 0 Miles per Gallon None None 8 = Right & Scale N
LTI - e o @ 4

orse Nurn cale
4 weight Nurn Dependert(s) & Scale N
(6 accel Numd [ & Engine Dispacement (. & Mies per Gallon [mpg] & Scale N
5 m & veticle et (o) [ A ovdinal N

year US| & Timeto acoserate o rdinal
7 rigin Nume | o el vear (oo 10.. | ndependent il Ordinal AL
8 cylinder Nurng | ol Courtry of Orign forginl | | @ yeriane: oll Ordinal N
9 fiter_§ Nurnd | ol Number o Cytinders [ = ol Ordinal N

oill cyrec =1 fcyvec =2 & Horsepower [horse]
OTne

— Case Lobels:

élda kétparaméteres nemlinedris regressziora

Model Summary and Parameter Estimates

Dependent Variable: Mies per Gallon
el Summ: Parameter Estimates
|quaton [Rsquare |+ oft o2 sig.__| Constant
Tnear 595 | 572708 7 E 000 [ 39,85 757

Logarithmic 658 | 751882 1 390 000 | 108452 | -18.5%
Inverse 659 | 754263 1 3% 000 | 3963 | 1808017
Power 705 | 933576 1 390 000 | 1023,877 836
Exponential 1669 | 788,834 1 390 000 | 47300 1007
Logistic 669 | 788,834 1 3%0 000 021 1,007
The independent variable is

Miles por Gallon

O Obsarmd
= g

Horsepousr

Case Losts T
[ Counry ot orgnforign) | (¥ Pict moceis
4| Fluneer [ uodrati ] compoundt [F] Growtn
] [ Logertpmic Flawie~ Fls B panectal
Clierse fpower. 7 Logstc

[ Display ANOVA tatie.

(Lo (oot ) (st ] [comce) o |

M SPSS Stalstios Pracessor s ready

.20

S-EE

13

™ Agu 13
el
Edt  View Data Transform Analyze DirectMarketing Graphs Uiies Addons Window Help 9
y — EENER Y ) dlda Ké g linedri i6
5 A
5 E e~ BLAE H BE BL2E 1909 % élda kétparaméteres nemlinedris regressziora
| Name [ Type Width | Decimals | Label Values | Missing | Columns Align | Measure
1 mpg Numeric 4 0 Miles per Gallon None. None 8 Right & Scale N
2 engine UM (3] & Scale L
3 Nurn LG Eematon o & Scale N Model Summary and Parameter Estimates
4 Num Dependert(s) & Scale N Dependent Variable: Mies per Gallon
E o ey = — RN e
& Veice e o)1 Equation el a1 | T Sg_ | consant
UG | 9 Tineto Acoskrate ro all Ordinal N1 Power 705 | 9357 T N I
7 Numg | ol Mode! Year (moduio 10... | Independert: ol Ordinal L ‘The independent variable is Horsepower.
8 cylinder Nume | ol Number of Cyinders [c... | | @ variabie: ol Ordinal N
9 fiter_§ Numd | ol evrec=11eyrec=2(. e ol Ordinal N
& Horsepower lnarse]
O Tine

Wiles per Gallon

O ovserme.

Horsepower

° Példa tobbyaltozos linedris regressziora

Végezziink linedris elemzést az employee data
dlloményon! A jelenlegi fizetés legyen a célvdltozé, a
magyarazé véltozék a kezddfizetés, alkalmazds
ideje (jobtime) és a dolgozé kora legyen!

&

Dependent:

7o Sy e —

ot Black 1 011

& gender Preyious

1111

& sabegin

Selecton Variabie:

Case Labels:

(ceren) (e )

Példa tobbyaltozos linearis regressziora

Model Summary
Model Adjusted R Std. Error of
R R Square Square the Estimate
1 8972 805 804 $7,572.325

a. Predictors: (Constant), jobtime Months since Hire,
salbegin Beginning Salary, age

A konstans szerepe

ANOVA® <
elhanyagolhaté a
Model Sum of
Sauares o |meansquare | ¢ (modellben.
1 Regression 1.110E11 3 3,701E10 | 645410 000"
Residual zemot0 | aee | sradEr
Total 1,379E11 472

a. Predictors: (Constan), jobtime Months since Hire, salbegin Beginning Salary. age.
b. Dependent Variable: salary Current Salary

Coefficients®
‘Model ‘Standardized
Unstandardized Coefficients | Coefclents
B St Error Beta t sig
T Constan) 6061460 | 3071462 EEE 049
salbegin Beginning 1911 044 81 | 43182 000
Salary
age 205,586 20818 142 | 64t 000
gbtme Montrs since 183,596 34741 a08 | 5285 000

a. Dependent Variable: salary Current Salary
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