° Statisztika feladatok

Informatikai Tudomanyok Doktori Iskola

Qe Fedrir i

Legyen az X valdszind

viltozd adott. Legyen tovibba X, X, .. statisztikail

ninta, amelynck elos:
[Ekkor X eloszlastiigg
rmpirikus elos:

ye X-6vel azonos. Rig
x poutban a paramcéter: ¢ = 0(P) = Fp(x)
ény értéke a 0 eloszls

Akkor az F, (x)
tes kizépbeny

asfiigg vény-éredk torzitatlan, né

onzisztens becslése.

Bizonyitandé, hogy: Ep(F,(x)) =9 op(Fu(z)) =0

° Megoldds
0<nF,(x)<n
P(nk,(z) =Fk) =

P(k db i indexre X; <z, (n — k) db j indexre j #i X; > x)

= (}) e oo

azaz  nF,(z) € B(n,vY) = Ep (nty,(z)) =nd

2 2 9 (1—9
ob(nFy(x)) = nd(l —9) = TB(F(x)) = '“710% 0




Qe Fedrir i

Legyen az X valdsziniiségi valtozd adott. Tegyiik fel, hogy X egyenletes
eloszlisn valoszinfiségi valtozd a [0, 9] intervallimon, ahol 9 > 0
ismeretlen paraméter.

Most VP € P-re Fy p(x) = 5, (”'tizr’(r" = fxolz) = % ze (0,9),

_ 2y _ °
E)X =1 o%x =2

Tekintsiik az alabbi statisztikdkat:
poontlo . o ontlo “ 0%
Ty= =X Ty = X XL Ty = (X - X)) T = 2K,

Igazoljuk, hogy torzitatlan statisztikdk! Melyik a leghatdsosabb kozottiik?

/
° Megoldads
_ - i
EyTy = Ep2X, = 2EyX,, = 2EyX — 2% = = T torzitatlan.

0'5 X 2

ol = 403X, =4 " o

P * oloszlasfiicovénve:
Az X, closzlastiiggvénye:

P (X <) = [Fyy(z)]" = (%) » € [0,9)]

== slirfiségfiiggvénye
g1
fow(x) =n g TE€ (0,9).

° Megoldds

] 9 :
L

9
o 1
— = L_ﬁ
n+l], n+l

* ' 3 L
EyX; = /:1:,7,,.17(1:)(1"1/' = /“ =g
a 0

= Byl =1, torzitatlan.

o U
n+1\% [,
o1 = ByTE — (ByT1)” = (T) /1

0

92

(n+1)? 1 [ant? v 92 (n? +2n+1-n? - 2n)? S0
_ = 9 — _
I I n+2], n(n+2) n(n +2)

== T1j is négyzetes kozépben konzisztens.




Megoldds

A, * o w lisfiioe vénve:
Az X[ closzlastiiggvénye:

= fuale) =n——gp0

W

P(X/<ax)=1-[1—Fyylx)]" =1~ (

(O

LH + / z fig(z)de =
) n

V-

) z € [0,9]

1
e (0,9).

b
; _ .
(9 — )" da

n 9 + mn
PR
0

EyTh = EgX, + EyX| = Tl
0
n n ’ n n y" v Tt v
= = — [ —y)y" " dy = ——v = ——|- =4,
71+1' yn /(‘ vy i 71+1l + yn—l [71](] gn [‘n+1]“ !
]
azaz Th is torzitatlan.
on+l . ooon+l( n 1 ) 3
Eyls = ] (EpX, —EyX[) = W1 \nT 17 - mﬁ) =1 = torzitatlan.

Megoldds

ol = a3 X + a3 X +2covy(X), XT).

X[ és X} nem fiiggetlenck, gy ki kell szimolnunk a kovariancidjukat:
1 n 58 8Y il

P(X[ <2, X, <y)=P(X, <y) - P(X{ 22X, <y) =
r< X, <y)=

=[Fxa)]" -Plr <X <yr<Xy<y

"
[Fxo)" = [[Plr < X <y)
i=1

= [Fxa)]" — [Fxaly) = Fxa@)]", x,ye0,9], =<y

(Ez az egyiittes eloszlasfiiggvényiik.)

Megoldds

vénye igy:

X7 és X egyiittes

oo
88

PP(X] <x, X <y)

Jdxdy
\ . o, (y—a)"*
n(n=1) [Fxa(y) = Fxol)]" ™ fxo)fxo@) = n(n—1) o
vy y—x n=2 4
covy(X, . X{) = / /;1:;/71(71 -1) ( 1,)' ) v(l,r(l;/f Ey X, EyX| =
00
vy
i " =2 1 w
' / (> —yu)yn(n—1) (%)” 7_,11:1 dy — ﬁ 0?2
0 0
v 1
YT n_
Y I W L .
/ o Y (n+ l)'—"
0
S 92— LN ! 92
n+2 (n+1)? (n+2)(n+1)?




° Megoldds

20

E(X{)2 =% — 92 4 g2 —
n+ 1 n+2
(n?+3n+2-2n2—dn+n’+n) , 2 2
_ 9?2 — 92
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
= 2 92 1 2 _ n 2

5

2
oy

! 7(71+1)(1)+2)O 7(7:+1) (71+1)1(71+2)[j'

n-9\? n_g n? 92
— S L L -
n+1 n+2 (n+1)?

- (n+1)%2(n+2)

° Megoldads

o3y = 63X+ o2 X[ + 2covy(X), X]) =

n > n p
— 92
(n,+l)2(w+2)' +

5 2 y
e 92 —
(7%‘#1)"’(7!4»2)[ + (n+1)2(n+2)

2

- 9?50, T, is négyzetes kozépbe: zisztens
(n+ ) +2) = 15 is négyzetes kozépben konzisztens.

2

ntl PN B S

oy = (71 — 1) (02X, +o3X] —2covy(X,, X])) =
n

= mw — 0, == Ty is négyzetes kozépben konzisztens.

4 eredmeénvt Gsszeeezve: o2 2 2 2m
Az eredményt Gsszegezve: a1y < oply < ajly < ajTy.

° Jeladat

Igazoljuk az aldbbi 4llitast!

2, ha

A linedris statisztikik kozott a X, statisztika a leghatasosabb, as
n n

tetszéleges ¢p, co, ..., ¢y o ¢ = 1 valos siilyokkal tekintjik a f, = > ¢; - X;
i=1 i=1

linedris becslést, akkor ¢, torzitatlan, és Gf,l\;,, < G‘f,f,l_

v is megjegyezziik, hogy a ¢; = ﬁ (i = 1,2,...,n) silyvilas:

E

itlag; ikdt kapjuk, tchit az dtlagstatisztika is linedris beeslés




° Megoldds
Legyen ¢; = ¢; — % (i =1,2,....n). Ekkor i: & = i(‘, —1=0.
n n 1\2
oh <Z(,X> Zr?a’fu\’, —opX - Z(f = opX - Z (:, + ;) =
i=1 i=1 b

= opX Z T+ " z > UPX = opX,

AN

° Jeladat

Legven Xy, Xs,..., X, egy statisztikai minta. Adjuk meg az eloszlas is-
meretlen paraméterének (paramétereinek) maximum likelihood becslését
és momentumos becslését, ha a minta eloszlasa

) B(N.9),9 € (0,1), N adott természetes szdm
b.) Po(d).9 >0,
) G).0e(0.1),
d) E(3).2>0,
e.) N (d.a9),09 > 0 adott, ¥ ismeretlen,
f.) N (91.92) .92 > 0,9 ismeretlenek.

a.) A maximum likelihood statisztika szdmolasa:
noa

L (21,29, n.0) = [| (z ) ST (1 — )N

i=1 \7"

n

(@1, 29,00y @ 0 zln( )+1nz7 zz,-f—]n (1-v z N —a;)
=1

i=1 i=1

n n

. N-n— z,
a 5 DR
a0 1-v
n
Swi—v-Y wi—0n-N+9-Y a;=0
i=1
0= T
N’
Tehét. a maximum likelihood statisztika: =
A becslés szamitdsa a momentumok maédszerével:
Tn

EX;=N- 11~x,l=.'1]~7.

Tehédt a momentumok médszerével ugyanazt a becslést kapjuk.




Megoldds

b.) A maximum likelihood statisztika szamoldsa:

n o
L (21,29, ... Iyp])):H?.e"?
=1

—n=0=V=7,

Tehét, a maximum likelihood statisztika az atlag: X
A becslés szamitasa a momentumok maédszerével:

EX1 =V~ X, =0~

e

A momentumok médszerével ugyanazt a statisztikat kaptuk.

Megoldds

c.) A maximum likelihood statisztika szdamoldsa:

L(a1. 2. nnn.9) = [[(1=0)" 7" -0,

i=1

o) =1In(1—0)- <Ezﬁn> +n-Inv,
=1

Lz, 20

a_
a

n
ﬂ-n—0»211+71—0-n:0:>1):
i=1

Tn

Tehat, a maximum likelihood statisztika az dtlag reciproka:

A becslés szamitdsa a momentumok maédszerével:

= 1

EXi=—-®mX,=V~

S| =

Xn

A momentumok mdédszerével ugyanazt a statisztikat kaptuk.

Megoldds

d.) A maximum likelihood statisztika szdmolasa:

n
1
L(z1.29. 0020, V) = H 56’%"”’.

i=1

-
(@1, 29, ey 2, ¥) = =0+ In0 — E'Zt

i=1

i=

Tehat, a maximum likelihood statisztika az atlag: X,,.
A becslés szamitdsa a momentumok maédszerével:

EX =0~ X, =9~ X,

A momentumok médszerével ugyanazt a statisztikat kaptuk.




Megoldds

e.) A maximum likelihood statisztika szamoldsa:

L(x1.22, ... Tpo

1
Lz, 2900 p.¥) =n-1In (f) e

a1 _
%:E-Zu,fﬂ):oéu:zn.
=1

Tehat. a maximum likelihood statisztika az &tl
A becslés szamitdsa a momentumok maédszerével:

EX1 =V~ X, =0~ X,

A momentumok médszerével ugyanazt a statisztikét kaptuk.

Megoldds

f) A il likelihood

L (@1, @20 e V1, D)

- 1
:gm_ﬂ?.e

al no 1 2 o 1o L
Z - 2 =012 =0= 03 == (2, —9;)* = 5%
i APl IS
Tehat. a maximum likelihood statisztikék az atlag és az empirikus széras:
X Su

A becslések itdsa a

A momentumok médszerével ugyanazokat a statisztikskat kaptuk.

feladat

Mutassuk meg, hogy az atlagstatisztika normélis esetben nem csak
torzitatlan, erdsen konzisztens becslés, hanem hatésos is!

Feltételek:

ikai min-

Legyen az X valo 5 adott. Legyen tovdbba X, X, .. .
ta, amelynek eloszlasfiiggvénye ‘vel azonos valamilyen m, Dy paramétert normalis
hoz tartozik, ahol Dy > 0 ismert, m ismerctlen. Ennél a feladatndl az ismerctlen paraméter
¥d=m=EpX.

eloszlis-

tehit a normalis eloszlas varhatd értéke:

Bizonyitandd, hogy a vérhat6 értékre nincs kisebb szérasu
torzitatlan becslés a mintadtlagnal!




° Megoldds

Ha @}t = .5 akkor 7 biztosan hatdsos statisztika!

o ; ALy(x)  Bln Ly(x) g g
Ez teljesiil, ha 3 ¢(¥) i 77" o) (= By () (#(x) — g(0))
. 5 (dIn Ly(X) . S L., .

L) =ay | —5— a Fisher-féle informédcié mennyiség

A minta egyiittes stirliségfiiggvénye, a likelihood fiiggvény most:

n n 1y

1 37 2

Ly(x) = H&‘?m.n., (i) = (ﬁ) e i
Dy

=1

° Megoldads

T T
1 .
In Ly, (x) = Zln Do (i) = —nIn(V2xDy) — EZ(:}?; —m)?,

i=1 i=1
'l Ly, (x) "0 i no_
. = Z ——1In (rsm.f)u(f):v) - 77 Z(J"r —m) = — (T —m)

dm dm 5
i=1 i=1

Mivel teljesiilt a feltétel, az atlagstatisztika tényleg hatdsos!

° Jeladat

Mutassuk meg, hogy az atlagstatisztika exponencidlis esetben is
nem csak torzitatlan, er@sen konzisztens becslés, hanem hatdsos is!

Feltételek:

Bizonyitandd, hogy a vérhat6 értékre nincs kisebb szérasu
torzitatlan becslés a mintadtlagnal! A bizonyitast az el6z6 példanal
megmutatott médon végezziik.




Megoldds

U= j\— = EpX. A minta egytittes siiriséghiggvénye most:

L n n
dnLy(x) 0 LosEm) 9 Sl ) n 1 o
90 oo (W —gg |-G m | =G e

[
i=1

feladat

Mutassuk meg, hogy az atlagstatisztika Poisson esetben is nem csak
torzitatlan, erdsen konzisztens becslés, hanem hatésos is! Ebben a
példdban az alapsokasdg eloszldsa diszkrét!

Feltételek:

Itozd. Legyen tovibbd X, Xy, ..., ] X, stati
1zonos valamilyen ismeretlen A > 0 paramétertd

tikai minta,
>

(ULE

virhatd értcke: 0 = A = EpX

Ly(x) most a minta egyiitte

nogm
A

Lolx) = PG = 0 Xy =z X =) = [P0 =) = [T e

n i=1 i=1

Megoldds

A log-likelihood fiiggvény most:

In Ly(X) = (lnd) z r; — In (H(.r,)!) -

i=1

szerinti derivilds utdan:

Ol Ly(x)
e

n = —(7, — 1) = T, hatasos bec
i




feladat

isa 17(0,9), ahol @ > 0 ismerctlen paraméter.
55 volt g(d) = d-ra,
55 alsé hatdrt!

Legyen most az
Littuk a3 . pé

ahol 27, = — -. Szdmoljuk ki ebben az e
itz '

oy X, minta
iban, hogy a T =

nt

n

setben az 7 3

azaz
1 1 9
L(0)  ni(9) o

Az a megleph ¢

»dményt kaptuk, hogy a T torzitatlan beeslés szdrasnégyzete kisebb, mint a
en az informdcios

Cramer-Rao- alsd hatdar!

Mi lehet ennek az oka???

Megoldds

Az ellentmondis abbdl adadik, hogy az egyenle
mer-Rao-tétel ¢) regularitasi feltételei. Most

stilnck a Cra-

Ly(x) = (%) . Ve (0,9),

és
a [
W/ Ly(x) dx =0,
mig
X i
o i 1 n
/ mL,/(x)dx:‘/ // H-de: ¥
00 0

Tehat a Cramer-Rao-egyenldtlenséggel nem igazolhatd
most, hogy T, hatdsos lenne! (Nem biztos, hogy
hatasos!)

feladat

Mutassuk meg, hogy az dtlagstatisztika elégséges normalis esetben!

X, statis al minta, amelynek
‘vel azonos valamilyen m, Dy paramcterii normalis eloszlashos
>, ahol Dy > 0 ismert, m ismeretlen. Az ismeretlen paramdéter a norms
clméleti varhatd értcke: ¢ = m = Ep X.

=

tartozik

s closzlis

10



Megoldds

Az dtlagstat

viltozdk konvolni-
Xy, Xo, ..., 2 X,, minta

. A\u(% %) eloszldsii vald
Ly paraméterckkel. Igy
N

riscgtiiggvénye:

IX) XX (L)

cidja, tehdt maga is normal

egyiittes X,, = y-ra vett feltételes

Fxy Xoxy %, (1,12, Tl y) =

[ egyéhként

Mivel
— —-L L[. —u)?
fxixeex (@ e, tn) = (\/ nre Tt

és -~

N

< (y) = 2 ¢
[z, (W) NeEnY

Megoldds

ezért
Fxixs ... tn | y) =
. L, oF -0 &
—TC a1y r;
= Vi(VIT Do) e}
Lo egydbként

Mivel 3 (a; — 0)2 — nly —0)2 = 3 a2~ ny? ha 3 2 = ny — a feltételes stirfiscafiigs-

i=1 i= i=1
vény nem fiigg a paramétertdl. amibdl méar kovetkezik az allitds.

feladat

Mutassuk meg, hogy az atlagstatisztika elégséges exponencidlis esetben!

Legyen ¢
amcly
tartc

iltozd adott. Legyen toviabba statisztikal minta,
zonos valamilyen o = £

o tehidt az exponen

1 exponencialis
s virhatd &

sfiiggv
ismeretlen paramds

ATl

11



Megoldds

Az dtlagstatisztika teljesen fiiggetlen, £ (%) eloszlisi val
oszlisa n, % paramétert gamma eloszlds, melynek sitriisé

niiségi valtozok konvolicioja, el-

liggvinye:

A minta egyiittes stiriiscgfiiggvénye most

FxiXowx, (T, Tn) =
Az
‘ AN ST SCIE P L P Z .
I ot @122, | ) Txn @) B
0 egyébként

képletbe behelyettesitve:

hany =3
&

ébként

0 og

Megoldds

Egyszeriisitések utan:

T ohany=Y o =
=1

Xt XX £, (10
cgyébként

n—1)! . o
e hany =Y @
0 cayébként
athato, hogy a fiiggvény nem fiigg a paramétertél, azaz az dtlagstatisatika chben az

esetben is elégséges beeslést ad.

feladat

Mutassuk meg, hogy az atlagstatisztika elégséges Poisson esetben!

Legyen az X diszkrét vald valtozd adott. Legyen tovibba 2 . X, statisztikai
minta, amelynek eloszlasfiiggvénye X-ével azonos valamilyen o > 0 paraméterii Poisson-closz-

lishoz tartozik. Az ismeretlen paraméter tehat a Poisson-closzlds virhato értéke: o = EpX.

12



Megoldds

Az dtlagstatisztika eloszldsa most:

" "
PnX, =y =P (Z X, = u) e R

y!

A minta egyiittes closzlisa:

P(X, =2, Xo = 1,...

w) = [[ P(Xs = 22)

fay a mintdnak az dtlagra vonatkozo feltételes eloszldsa:

y!

[Ipxi =)
Yo e
=1

P(X, =x. Xy =1y,..., X, =z, | nX, =y) =
Xy =1, Xy = (5

ami nem fiigg a paramétertdl, azaz az dtlagstatisztika a Poisson-closzlds esctén

feladat

Mutassuk meg, hogy az elsé mintaelem 6nmagaban nem elégséges!

aljuk meg a = X, | statisatikit”!

Megoldds

[ TTescs—s
Xo=aa|Xi=y) = o=y hazmi=y =

0, haax #y

TIPoXi =), haw =y
0. hax #y

ami lithatd, hogy tartalinazza a paramétert.

13



feladat

Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen
szérasra normalis eloszlas esetében.

Legyen Xy, Xo,..., X, N(m, D) eloszlisbol szarmazo statisztikai minta, ahol D > 0 is és
m € R is ismeretlen. Szerkessziink D-re adott 0 < & < 1 mellett (1 — ¢)-szint{i konfidenciain-
tervallumot!

Megoldds

A Lukécs-tételre hivatkozva megint: ("—7’;)}‘; ex?_,.

Az n — 1 szabadségfoki  x*-eloszlis tablizatbol megadhaték olyan 0 < ¢; < ¢ szémok, hogy

1 —1) 557

teljesiiljon. (A c1, cp értékek nyilvan kielégitik a P(x2_; > ¢1) =1
feltételeket.) Egyszerii dtrendezéssel kapjuk, hogy

[n—1 - 1
175:}’( LD pe ("—s,”,>‘
o o

azaz a Ty = [P lsy | Ty = /2 Ds; statisatikapér (1 — )-szintii konfidenciaintervallum

lesz D-re.

feladat

Szerkessziink 1-£ megbizhatdsagi szintii konfidencia-intervallumot
az exponencidlis eloszlds A paraméterére!

Hasznaljuk fel az alabbi segédtételt:

Segédictel: Legyen X, Xo, ..., 2 X, E(A) eloszlasbol szarmazo statisstikal minta.
Ekkor

a) AX; € E(1),

n
b) > AX; = nX, €. (n. 1), azaz n, 1 paramétert gamma eloszldsn,
=1

siirtiség fiiggvénnyel.

Az eloszlds neve: n, 1 paraméterii Gamma-eloszlas (Jelolés: I'(n,1))

14



Megoldds

A segédidtel bizonyitisa:

a) POAX;<z)=P(X;<%)=1-c T =1-¢" = AX; € E(1).

s

b) oax, (1) = BN = [eferdy = |
o

orr () = [[ons, ) = ()" = fuus,(0) = 2255 mert o karakterisatikos

filggvonye:

2

St (LY
-3 \it—1

Megoldds

Ezek alapjan a konfidencia-intervallum szerkesztése:

Az n, 1 paramdéterii gamma-eloszlishoz tartozo tablazathol kiolvashatok olyan 0 <y < 5
szdmok, amelyekkel
1 Y2
<A< s
nX, n _\,,)

1-e=P(p<AnX, <v)=P

azazn o T) = 1, T) = - statisztika par lesz (1 szintlt konfidenciaintervallum A-ra.
Ay, zémokat figy kell meghatirozni, hogy P(0 <7'(n.1) < v) = P("(n, 1) > ) = 5
legyen.

feladat

Egy szévogyarban a fonalak szakitészilardsdgat meérik kp-ban. Egy 12 ele-
mil mérés-sorozathan az atlagra T1» = 3,25 kp adédott. A meérés szérdsa
ismert, og = 0,3 kp.

a.) :—‘Lllapl’tsuk meg a fonal szakitészilardsdg konfidencia intervallumat
95%-0s szinten.

b.) Legaldbb hany mérést kellene elvégezni ahhoz, hogy 95%-0os meg-
bizhatésdgi szint esetén a konfidencia intervallum hossza ne legyen 0,2
kp-nél nagyobb?

c.) Hogyan médosul a konfidencia intervallum, ha a mérés szérasat nem
ismer]jik, a standard empirikus szérdsra s15 = 0,3 kp adédik?

d.) Ebben az esetben legaldbb hdny mérés kell a legteljebb 0.2 kp szé-
lességii, 95%-0s megbizhatésagi konfidencia intervallumhoz?

15



° Megoldds

a.) Jelolje U a fonalak szakitészildrdsdganak varhaté értéket! A feltételek
miatt T = X%_ﬂ - /12 standard normalis eloszldst kovet. [gy

P (|T| < uo,05) = 2P (ug,05) — 1 = 0.95 = ® (ug,05) = 0,975 = wo,05

= 1,96, Tehdt P (|Z2=2 . 72| < 1,96) —

1,96-.0.3 1.96-0.3
=P(323-—" " o932+ ") =
( vz =TT )

=P (3.08 < ¥ < 3,42) =0.95.
Tehat a 12 elem mintdbél szamolhaté 85%-os konfidencia intervallum

[3.08,3.42], az intervallum hossza: 0,34 (kp).

° Megoldads

b.) Ha a mintaelemszam n lenne, amibél az dtlag 7,, = 3.25 kp lenne,
akkor a 95%-os konfidencia intervallum hossza:

2 - ug,05 - To _ 1,176
N T Un
Vi > 5,88 = n > 35.

Azaz legalabb 35 elemi minta kellene.

< 0,2

° Megoldds

c.) Ha nem ismerjiik a szérast, akkor a T = %-\/1 2 Student eloszlasi,
11 szabadsagifokkal.
P(|T| < tgos) = 0,95

A Student (t-) eloszlds tdbldzathdl kiolvashaté, hogy to.a5 = 2,201. Ezzel
J-ra a [3.06,3.44] konfidencia intervallum adédik, aminek hossza 0, 38 kp.
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° Megoldds

d.) Ha az statisztikdk n elemli mintabél szarmaztak volna, akkor a konfi-
dencia intervallum hossza:

2-toos 512 1,3206
Vi Ve
V> 6,653 = n > 45

Azaz legaldbb 45 elem(i minta kellene.

Qe Fedrir i

Egy gépsoron gyartott termék atmeérdje az /1/-es beallitas mellett N (10, 1)
a [/2/-es bedllitds mellett pedig N (10.23,1) eloszlast kovet. Adva van a
termékek egy halmaza, amelyrél nem tudjuk, hogy az /1/ vagy a /2/
beallitdas mellett gyartottak. A technolégus az alabbi dontési metédust al-
kalmazza: ha egy 25 elemli minta &tlaga 10.1 alatt marad, akkor az /1/-es
bedllitds, killonben a /2/-es bedllitas mellett szavaz. Keérdések

a.) Mennyi ekkor az /1/ és a /2/ melletti helytelen dontés valésziniisége?
b.) Hény elemii mintdta kellene venni ahhoz, hogy a helytelenul /2/-est
tippelunk” esemény valésziniisége legteljebb 0,01 legyen?

c.) Az el6zd pontban kiszémolt mintaelemszam mellett mennyl annak az
eseménynek a valésziniisége, hogy _tévesen /1/-es mellett tippelunk”?
d.) 100 elemli minta esetén mi legyen az elvdlasztdsi érték (10,1 helyett),
hogy annak a valészintisége, hogy ,helytelenill /1/-es beallitasra szava-
zunk” 0,02 legyen?

° Megoldds

a.) Az /1/ bedllitds mellett helytelen dontés esetén a /2/-es bedllitds a
helytalls, tehat X; € N (10.23,1) és Xp5 € N (10.25, %) Meégis az tortént,
hogy teljestlt az X o5 < 10.1 reldcié, hiszen /1/ mellett dontottunk. Ennek
valoszinlisége:
] 10.1-10 25 L
P (X5 <101) =& (T) =®(-0,75) =1—®(0,73)

= 0,2266. Tehdt az /1/ melletti hibas dontés valésziniisége: 0, 2266.
Az /1] igazsdga esetén X; € N (10,1) és Xo5 € N (10, %) .
fey
. - . 10,110 )
P(X5>10,1)=1-P (X35 <10,1) =1 —53 ) —1-2(0.,5)

= 0,3085. Ez adja a /2/ bedllitas melletti hibas déntés valdsziniiségét.
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° Megoldds

b.) Egy &ltaldnos n elemti mintdval szdmolva: X.eN (10: \17;)
P(XN,.>101)=1-P (X, <10.1) =1—-@(0,1-/n) < 0,01,
0.99 <¢>(0,1-\/a,

Mivel ¢ (2,34) =0,9904, igy 0,1-/n > 2,34 = n > 548,
Tehat legalabb 548 megfigvelés kellene.

° Megoldads

c.) Ha n =548, akkor Nsys € N (10.25, 5557)

23.41
110,
P (Vo < 10,1) = @ (%) _®(_3,5115) =
23.41

—1—®(3,5115) = 0,0003.

° Megoldds

d.) Milyen nagysdagu I legyen a luszab? N €N (10,?5, ﬁ) 5

K —10.25

K=7:P (ij < K) =0 ( 01

)gooz

0,98 /= & (2,06) < ® (10- (10,25 — K))

Tehat 0,206 = 10,25 — K’ = K = 10,044 Ha a vdgdsi hatdr ' = 10,044
lenne, teljesiilne a hibas déntésre tett 0,02-es korldatozas: feltétel.
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Qe Fedrir i

Egy automata darabolénak 1200 mm hosszusdgu acélszalagokat kell le-
vagnia. Elézetes adatfelvételbdl ellenériztik, hogy a gép altal keszitett
darabok hossza normalis eloszlasu valésziniiségi valtozénak tekinthetd g =
3 mm szérassal. Ellenérizni akarjuk a gép bedllitdsdanak helyes voltat

Ezért a gyartmanyokbél 16 db szalagot véletlenszeriien kivdlasztunk, és
lemérunk. Az adatok az aldbbiak voltak mm-ben:

11031196, 1198,1195. 1198, 1199, 1204, 1193,

1203.1201, 1196, 1200, 1191, 1196, 1198, 1191.

Vizsgdlja meg, hogy van-e szignifikdns eltérés az eléirt mérettsl!

° Megoldads

Mivel 1smerjik a minta szérdsat. egymintds u-prébaval dénthetiink a null-
hipotézisrél. Az atlagra: Tig = 1197, 875 adédik. Ha igaz a nullhipotézis,
az atlagstatisztika eloszldsa:

_ 3 T — 1200 _
X N (1200, — I'=——"—€N(0,1).
18 ( 4) - o <N
Déntsink = = 0,05 szignifikancia szinten a nullhipotézisrél. A kritikus

értéket a

2% (ug05) — 1 = 0,95 &= ® (ug05) = 0,975
Osszefuggéshdl szamoljuk: upps1,96. A T prébastatisztika szamitott ér-
téke:
~ 1197 875 — 1200
B 0,75 B
Mivel abszolut értékben ez nagyobb a kritikus értéknél, ezen a szignifikan-
cia szinten elvetjik a nullhipotézist, vagyis a szalagok hossza jelentésen
eltér a beallitasi értektsl, ujra kell kalibralni a vdagégépet.

T —2,83.

Qe Fedrir i

Bizonyos gydrtmany hosszméretére 1000 mm az eldirt érték. Tudjuk, hogy
a hosszmérték ingadozasa az eldirt érték koriil normalis eloszlasu. Tekint-
siik az aldbbi 10 elem{i mintat:

983, 1002, 998,996, 1002, 983,994 991, 1005, 986.

Elfogadhaté-e az a nullhipotézis, hogy a hosszmeéret varhatéértéke 10007
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° Megoldds

Nem ismert a minta szérdsa, ezért egymintds t-prébaval donthetunk a
nullhipotézisrél.

Tio — 994, 512 — 64.8, 57, — 8.055

A prébastatisztika szémitott értéke

994 — 1000 _
= S~ —2,356
Az = = 0,05 kritikus értékhez és f = 9 szabads&gi fokhoz tartozé kritikus
érték a Student-eloszlds tdblazatabol:

to0s = 2,262,

Mivel a szdmitott érték abszolut értéke nagyobb a kritikus értéknél, ezért
nem fogadjuk el a nullhipotézist, azaz a gyartott termékek hosszal szig-
nifikdnsan eltérnek a hipotetikus értéktél. (Alh‘tam kell a gydrtésoron,
mert nem az eléirt méret{i termékeket termelnek.)

Qe Fedrir i

A textiliparban mintségellenérzésnél fontos annak a vizsgalata, hogy ket,
minta alap)an mindsitett tétel azonos tulajdonsagunak tekintheté-e vagy
sem. Az elsé ny = 10 elemil mintatételben az egységnyi fonalhossz tome-
gének atlagara T,,, = 12,3 gr, a masodik no = 12 elemii mintatételben
ugyanalkkor az dtlagra T,,, = 11,6 gr adédott. Feltételezve, hogy a tomeg-
mérés pontossdga (a szérds) oo = 18 gr, dontsunk 99%-os szignifikancia
szinten arrol. hogy a két tétel fonaltomegei azonosaknak tekinthet&k-e!

° Megoldds

Kétmintds u-prébéaval donthetiink arrél a nullhipotézisrél, hogy a mintak
varhato értékel nem kiillonbéznek jelentésen. A prébastatisztika szamitott

értéke most
Fny Fny 12,3116

=2 5 2 0,696.
va+gd Ve
7 oma
Ha az = = 0,05 szignifikancia szinten déntink, akkor a kritikus érték
upgps = 1,65 lesz. Lathatd, hogy a szamitott érték abszolut értéke en-

nél lényegesen kisebb, azaz a nulllipotézis elfogadhaté, vagyis a ket tétel
fonalsulyainak kulénbsége nem szignifikdnsan tér el egymastol.
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Qe Fedrir i

Ki akarjuk mutatni, hogy egy kezelés amelyet allatokon végeztek. hatast
gyvakorol az dllat testsulyanak novekedésére. Anndl a n; = 10 allatnal,
ahol nem volt specidlis kezelés, az 1dbegység alatt mért sulynovekedés

61,5247, 51,38, 64,60, 55,49, 53

(kg) volt. (Ez volt, az un. kontrollesoport.) Az &llatok azon n, = 12
létszamu csoportjanal, ahol a kezelést elvégezték ugyanezen idé alatt a
sulygyarapodéasok értéker

53,59,63.67.60,57,73.65, 58 68,62, 71

kg) voltak. Igaz-e az a nullhipotézis, hogy a kezelés nem naével az allatok
g £ P! gy
testsulyat?

° Megoldads

Ezuttal kétmintas t-probat kell végrehajtanunk. hiszen a testsalymérés
pontossagst, azaz a mintdk szérdsait nem ismerjiik. Azonban. hogy a
probat alkalmazhassuk, elébb el kell végeznunk az F-prébat annak el-
lenérzésére, hogy a mintdk azonos szérdsiak-e. A mintdkbdl az aldbbi
statisztikakat kapjuk:

ny = 10,02 = 12,7, = 55, %y, = 63,57 = 31,111,572 = 36

Az F-statisztika szdmitott értéke:

36

=TT 1,15714

Az = = 0,05 szignifikancia-szinthez, az f; = 11, fo = 0 szabadsdgifokokhoz
tartozé kritikus érték az F tabldzathdl:
Frpie = 3,102485

Mivel ennél a szamitott érték jéval kisebb, ezen a szinten a szérdsok
kézétt nem tapasztaltunk lényeges kiilonbséget, azaz a kétmintds t-préba
elvégezhetd.

° Megoldds

A prébastatisztika szamitott értéke most:

— Ty 55 —
\/f) s'2+f~ 522 m +712 \/250 396

Fit+ia

Az = = 0,05 szignifikancia-szinthez és az f = f1+f» = 20 szabadsdgifokhoz
tartozo kritikus érték a Student-tablazathol:

trrse = 2. 086

Mivel a szémitott érték abszolut értéke nagyobb ennél, ezért ezen a szin-
ten nem fogadhatjuk el azt a nullhipotézist, hogy a kezelés nem ér el
silynovekedést az dllatoknal. Magyarul, a kezelés bevezetheto, mert az
allatok sulya novekedik téle.
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Qe Fedrir i

Egy konzervgydrban adagoléautomata tolti a dobozokat. Az egy dobozba
toltendd anyag tomegének varhaté értékére az elbirds ¥ = 500 gr. Mintavée-
tel sordn az aldbbi értékeket kaptdk grammokban:

483,502,498, 496, 502, 483, 494491505, 486

Déontson 95%-os szignifikancia szinten, hogy teljesiil-e a varhato értékre az
¥ = 500 gr eléiras!

° Megoldads

A kérdest egymintas t-prébaval tudjuk eldénteni. Az adatokbél szamolt
statisztikdk:

n = 10,710 — 404, 512 — 64,80, 57, — §.05536

A prébastatisztika szamitott értéke:

494 — 500
T:m‘vw:—libo

Az = = 0,05 szignifikancia-szinthez és az f = 9 szabadsagifokhoz tartozé
kritikus érték a Student-tablazatbol:

terse = 2,262,

Ezen a szignifikancia szinten nem fogadjuk el a nullhipotézist, a minta
atlaga szignifikdnsan eltér a bedllitds: értéktsl

Qe Fedrir i

Egy rovarirtészer hatdsdat vizsgdljdk két kulonbozé rovar (légy és dardzs)
esetében. A méreg hatdsfokdt az un. reakcididével mérik, azaz azt az
1dét jegyzik fel, ami alatt a méreggel reakciéba keriilt rovar lebénul, és a
hatara esik. Korabbi vizsgalatokban igazolték, hogy a reakcicidok loga-
ritmusa normalis eloszldst kovet. A legyek esetében egy n; = 14 elemt, a
darazsak esetében egy 1o = 15 elemii mintat kaptak. Az adatokat nagysag
szerint rendezve olvashatjuk az aldbbi tdbldzatban:

[Tegyek adata [ 0477 | 0699 [ 0.845 [ 0.054 [ 0951 [ 1 [ 1,070 | 1,301 | 138 | 1532 | 1634 | 1663 [ 1.763 | 2.146 ]
[[darazzsk adata | 0.501 | 0.699 | 0.699 | 0,595 | 0.003 | 0054 | 1,146 | 1295 | 1.35 | 1415 | 1415 | 1,532 | 1,568 | 1,623 | 1054 ]

Van-e szignifikans kiilonbség a két rovar esetében a hatds szempont)abael?

- aNE




Megoldds

A megoldast fuggetlen két-mintds t-prébéaval végezzuk el. Elbészor meg
kell gybzédni a minték szérasnégyzeteinek egyezésérél F-prébaval. A sta-
tisztikdk most:

T, = 1,245 7, — 1,18,5}2 = 02,572 =018

A prébastatisztika szémitott értéke:

532 0,2
F=2=_""=111
sz 0,18

Az = = 0,05 szignifikancia szinthez, az fi = 13, f» = 14 szabadsagfokokhoz
tartozo kritikus érték az F-eloszlas tabldzatabol: F.: = 2,51. Mivel F <
Fjrit, ezért a két minta variancidjdra tett nullhipotézist elfogadjulk.

A kétmintas t-péba statisztikdjanak szamitott értéke

[
Ty — Em, [ni-na-(n —92)
T= 1 EE— "J 1-n2-(m ~_04
(1 —1)-82+(na—1) 532 n1 +na
Az = = 0,05 szignifikancia szinthez és az ni + no — 2 = 27 szabad-

sagl fokhoz tartozé kritikus értéket a Student-téblazathdl olvashatjuk ki
terie = 2,052, Mivel |T| < tgpq , a nullhipotézist elfogadhatjuk, azaz a két
rovarra gyakorolt hatdsa a rovarirtészernek azonos

feladat

Egy klinikan két altatészer hatdsat hasonlitjak ossze. Osszesen n = 15
kisérleti személynek (k.sz.) beadjdk el8szor az A, majd néhdny hét miilva
a B altatét, és mérik hany perc alatt hat a gyégyszer, menny1 1dé alatt
kerul a ksz. a mélyalvas stadiumaba a beszedés utan. Az adatokat az
alabbi tablazatban lathatjuk:

k sz sorszdma 1 2 3 4 5 6 7
Ahatdsa (p) | 19.81 | 1548 [ 16,53 | 20,13 | 13,45 | 16,37 | 16,07
B hatasa (p) | 12,52 | 15,26 | 12,77 | 11,02 | 14,99 | 12,61 | 17,62

ksz. | 8 9 10 11 12 13 4 15
A [ 13,70 | 12,65 | 17,28 | 13,00 | 18,38 | 16,20 | 1542 | 13,15
B [ 1778 | 1453 | 17,86 | 18,74 | 17,30 | 16,08 | 16,79 | 13,06

Van-e szignifikdns kilonbség a két gydgyszer hatdsa kozott? A dontést
z = 0, 05 szignifikancia-szinten hozzuk meg!

Megoldds

A nullhipotézisrol parositott t-prébdval dontunk. Ha X jeloli az A gydgy-
szerhez tartozé adatokat, Y; pedig a B gyégyszerre vonatkozé adatokat
(z2=1,2,...,15), akkor a Z; = X; — ¥ mintara kell az mg = 0 hipotetikus
értékhez tartozd egymintds t-prébat elvégeznunk. Az adatokbol szdmol-
haté statisztikdk:

Az = = 0.05 szignifikancia szinthez és az f = 14 szabads&gi fokhoz tartozé
kritikus értéket a Student-tdblazatbdl olvashatjuk ki: £, = 2. 145 Mivel
T| < tgrie , a nullhipotézist elfogadhatjuk, azaz a két altatészer azonos
hatdsfokd. (Ezek alapjdn, ha felmerul, az olcsébbat fogja tdmogatni a
TB..)
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Qe Fedrir i

Valaki sokszor jatszik ne nevess koran tarsasjatékot és szorgalmasan fel-
jegyezte egy tdblazatba, hogy n = 1000 dobas alatt milyen gyakorisdgegal
kapott kiildnboézo értékeket. A gyakorisdg tablazat alapjan éllithatjuk-e
2 = 0.05 szignifikancia-szinten, hogy a dobdékocka szabalyos?

‘ dobott érték ‘ 1
| dobott gyakorisag | 182 | 154 | 162 [ 175 | 151 [ 176 |

° Megoldads

Tiszta illeszkedésvizsgalatot hajtunk végre y2-prébaval. A csoportok sza-
ma: r = 6. A hipotetikus eloszlas diszkrét egyenletes, ha a kocka tényleg
szabdlyos: p; = %z =1,2,3.4,5,6. A prébastatisztika szamitdsa:

_(182-166,7)° | (154—166,7)° , (162 —166,7)"

N 166,7 + 166,7 + 6.7
1mE  1pe 2 : 2 - e 2
(175 —166,7) (151 —166,7) (176 — 166, 7) _
t — — ~ 4,915.
166, 7 166, 7 166, 7
Az e = 0,05 szignifikancia-szinthez és az f = 5 szabadsdgifokhoz tartozé

kritikus érték a y2-tablazatbdl:
Crrie = 11,05,

Mivel T < cppir teljesiil, elfogadjuk, hogy a kocka szabalyos.

Qe Fedrir i

Egy textiliizemben kordbbi tapasztalatok azt mutattdk, hogy a fonalsza-
kadasok szdama egy bizonyos géptipus és fonal esetén Poisson eloszldsu
A = 8 paraméterrel. Vizsgiljuk meg djabb adatokkal, hogy fennéll-e a
Poisson eloszlas!

A fonalszakadasok szama | Gyakorisag | Az elméleti Poisson eo.ertek

0 - 0.00033
1 - 0.00268
2 - 001073
3 - 0.02863
4 1 005725
5 4 0.09160
6 9 012214
7 7 0.13959
8 8 0.13959
9 10 0.12408
10 E 0.09926
11 10 007219
12 5 0.04513
13 7 0.02062
14 2 0.01692
15 3 0.00003
16 1 0.00451
17 - 0.00212
18 - 0.00160
Osszesen 75 1
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° Megoldas. ..

Tiszta illeszkedésvizsgdlatot hajtunk végre a Po (8)-eloszldshoz X 2-préha-
val. A tablazat alapjan r = 5 kategériat allapitunk meg sszevondssal. Az
ssszevonasokat azért tessziik, hogy az egyes csoportokba esd mintaelem-
szamok meghaladhassdk a 10-et.

Osszevont értékek csoportgyakorisdg csoportvaldsziniiség n - P

0—-6 14 0,31336 23,502
7-8 15 0,27918 20,9385
9—-10 18 0,22334 16, 7505
11-12 15 0,12032 9,024
13— 13 0,0638 4,785

° Megoldads

EDbbél a tabldzatbdl szdmolhatd a prébastatisztika:

> (1/'711-;0)2
T=— e P R
Z_; n-p;

_ (14-23,502)° (15 —20,9385)" (18— 16.7505)"
T 23502 20,9385 16.7505

< o a2 .
(159,024 (13 . 785)° o3 6.
9,024 4,785

Az = = 0,05 szignifikancia-szinthez és az f = 4 szabadsagifokhoz tartozé

kritikus érték a )L?ftéblézatbc')l:
Cierit = 9,488,

Mivel a szamitott érték ennél jéval nagyobb, az a déntés hozhaté. hogy a
minta nem illeszkedik a Po (8)-eloszlashoz!

Qe Fedrir i

A megadott szazéves minta alapjan déntsiink arrél a nullhipotézisrol, hogy
Budapest levegéjének januari kézéphémeérséklete normalis eloszlast kévet
vagy sem! Az ellendrzést a Kolmogorov-Szmirnov prébédval végezze ell
A levegd januar havi kézepes hémérséklete, Budapest, 1861-1960 [°C |
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° Megoldas. ..

Az illeszkedés tesztjét Kolmogorov—Szmirnov-prébédval fogjuk végrehaj-
tani. Az adatokbdl az dtlagra és szérdsra kapott értékek:

Z100 = —1,028, s100 = 2, 789232,
Ebbol megadhaté a normalis eloszldas hipotetikus eloszlasfiiggvénye:

x+1,028
F“:‘D(WJ

A minta rendezése, az empirikus eloszlasfilggvény szamoldsa utén kapjuk
a probastatisztika szamitott értékét:

T =/ -sup|Fn(z) — F (z)| = 10 - 0,053772 = 0,53772.

° Megoldads

A Kolmogorov—Szmirnov-préba Kj,.;; kritikus értékeit az alabbi tablazat
tartalmazza:

T—c | Bt

0,9 [ 1,23
0.95 [ 1,36
0.99 [ 1,63
0,999 | 1,96

Az = = 0. 05 szignifikancia-szinthez tartozé kritikus érték: cperiz = 1,36. Ez
alapjdn igazolni tudtuk az homérsékleti adatsornak a normdlis eloszldshoz
vald illeszkedését.

Budapest evegd anuar naut Kozspes homarsekite (C) 19611960

b hbbon s

Qe Fedrir i

Az eléz6 adatsoron (budapesti janudri koézéphémérsékletek) ellenérizze a
normalitds teljesiilését xg—prébéval is.
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° Megoldds

A vérhato értéket és a szérdst a mitdbdl beesiiljiik, tehdt becsléses illesz-
kedésvizsgdlatrol lesz szé, a becsiilt paraméterek szama 2, amivel majd
cstkkenteni kell a szabadsagifokot. m ~ Tip0 = —1,02,0 = s7pg = 1.67.
A hipotetikus eloszlasfiiggvény:

Fo(x) = (r+1.02)

1.67

A csoportok szamét r = 3-ban megszabva, a csoportbaesés valdsziniiségeit
az aldbbi képlettel szamoljuk:

pi = Fo (C;) — Fo (Ci1).

° Megoldds

[Cio1,C5) v; i
az intervallum a gyakorisag a valésziniiség

1 [—10,—4) 13 0.1466
2 [—4,-3) 9 0,0966
3 [-3.,-2) 15 0,1243
4 [-2,-1) 14 0.1458
5 [-1,0) 9 0,1453
6 0.1) 16 0.1237
7 [1.2) 12 0,0948
8 [2.5) 12 0,1229

A prébastatisztikat ezekbdl az adatokbdl szamoljuk:

T*i(’/hnlpiFN?ua
ST
=

Az ¢ = 0,05 szignifikancia-szinthez és a f = r — 1 — 2 = 5 szabadségi
fokhoz tartozo kritikus érték: cy,.; = 11,07. Ez alapjan igazolni tudtuk az
hémérsékleti adatsornak a normélis eloszlashoz valé illeszkedését, hiszen
T < Crit

Qe Fedrir i

Vizsgalja meg a homogenitasvizsgalatra vonatkozé y2-prébaval, hogy a
budapesti januari kézéphémeérsékletek 1861-1910 és 1911-1960 kézott azo-
nos eloszldsunak tekintheték-e?
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° Megoldds

A mintanagysagok most egyformak: ny = no = 50. Az értékkészletet r = 4
esoportba osztva az adatok:

3 [Ci1.Cy) Vi ™
1 [~10.—3) 12 10
2 [-3.-1) 17 12
3 L4 15 10
4 [+15) 6 18

Ebbdl a tablazathdél szamolhaté ki a prébastatisztika:

()’

AT ™ A 8,045.
Vi+ [y

-
T=n1-ny E
i=1

Az = = 0,05 szignifikancia-szinthez és a f = r — 1 = 3 szabadsagi fokhoz
tartozé kritikus érték: epq; = 7.81. Ez alapjédn elvetjiik, hogy az adatsor
els6 B0 évének eloszldsa megegyezne a mdsodik 50 év eloszldsdval, hiszen
T > Cirit- (Ugy tiinik, 50 év alatt megvaltozott Budapest mikroklim4ja...)

Qe Fedrir i

Egy ujonnan kifejlesztett miizli 6tféle magot (A, B. C. D és E) tartalmaz.
melyek szézalékos megoszlasa a terméken 1évé téjékoztaté szerint 35%.
25%, 20%. 10%, illetve 10%. Egy véletleniil kivalasztott zacskéban az
aldbbi mennyiségi megoszlast talaltuk:

|Osszete\'6 ‘ A |B ‘ C ‘ D ‘E- ‘
| Szem (db) | 184 [ 145 | 100 | 68 | 63 |

Déntstink & = 0.1 szignifikancia-szinten arrél, hogy a minta &sszetétele
megfelel-e a csomagoléason feltiintetett eloszlasnak!

° Megoldds

A diszkrét eloszlasok illeszkedésére vonatkozé x2-prébaval dénthetiink
kérdésrél. Osszesen n = 560 szem volt a zacskéban, az elméleti eloszlds,
amihez az illeszkedést ellendrizziik:

pa=0,35.pp=0,25,pc=0,2,pp =0.1.pg = 0.1

A csoportok szdma most r = 5. A prébastatisztika szamitott értéke:

o (184560 0.35) L (1455600, 25)? . (100~ 5600, 2)?
T 560-0.35 560 - 0.25 560-0.2

(68 —560-0.1)° (63 —560-0.1)
560-0,1 56001
144 25 144 144 169
T196 T 140 T 1127 56 56
Az = = 0,1 szignifikancia-szinthez és az f = r — 1 = 4 szabadsagi fokhoz
tartizé kritikus érték: cppie = 7.779. Mivel T < ¢, elfogadjuk. hogy a
megvizsgalt zacské tartalma megfelel a meghirdetett eloszldsnak.

A2 5.6454.
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Qe Fedrir i

Egy kutatécsoport azt vizsgélta, van-e 8sszefiiggés egy bizonyos betegség
lefolyasanak silyossdaga és a betegek életkora kézdtt. A vizsgalat soran
n = 200 beteg adatait gyiijtétték &ssze, majd azokat csoportositottak
a betegség sulyossdgl foka és a paciens életkora szerint. Eredmeénytil az
aldbbi tablazatot kaptak:

Eletkor
40 alatti 40-60 60 folotti
enyhe 41 34 9
Lefolyds | kézepes 25 25 12
stlyos 6 33 15
A fiiggetlenségre vonatkozé y2-prébaval déntsiink = = 0,01 szignifikancia

szinten, hogy van-e Osszefiiggés a hetegek életkora és a betegség lefolydsa-
nak siulyossdga kozott!

° Megoldds

A kialakitott csoportok széma: r = 3,5 = 3. A prébastatisztikdhoz ki kell
szamolni a peremésszegeket.
Megfigyelt gyakorisagok (k.4 = 1.7 f = 1ou,s):

41 34 9 84
5 25 12| 62
6 33 1

&)

72 92 36 | 200

° Megoldds

Vart gyakorisagok (kf =

A wrj=1,..58):

30.24 38.64 15.12 | 84
22,32 2852 11.16 | 62
19.44 2484 9.72 | 54

72 92 36 | 200

A prébastatisztika ezekbél az adatokbdl szamolva:

T (kg — k2
T:ZE( JJ:;‘

i=1j=1
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Megoldds

Ha fiiggetlen a betegség foka a kortél, azaz igaz a fliggetlenségre tett null-
hipotézis, akkor T eloszldsa f = (r — 1)(s — 1) = 4 szabadsdgfoku X?'
eloszdst kell kévetnie. Az = = 0,01 szignifikancia-szinthez és az f = 4
szabadsagi fokhoz tartozé kritikus értéket a tablazatbdl olvashatjuk ki:
Crrie = 13.277. Lathatd, hogy még ezen az .enyhe” szignifikancia-szinten is
T > ciyrir teljesiil, azaz a betegség siilyossdga 6sszefilgg a paciens koraval.
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Megoldds SPSS-sel

One-Sample
N Mean Std. Deviation Std. Error
Mean
Current Salary 474 $34,419.57 $17,075.661 $784.311

One-Sample Test

Test Value = 14000
M 95% Confidence Interval
t o Sig. (2-tailed) | Poo of the Difference
Difference
Lower ‘ Upper
Current Salary 26,0 473 ,0 $2041 $1 8.81 $21,94

feladat

Ellenérizziik parositott kétmintas -prébaval, hogy a kezdéfizetés
egyenlé-e a jelenlegivel!
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Megoldds SPSS-sel

Paired Samples Statistics

Std. Error
Mean N Std. Deviation | _Mean
Pair  Current Salary | $34,419.67 474 | $17,075.661 | $784.311
1 Beginning Salary | $17,016.09 474 | $7,870.638 | $361.510
Paired Samples Correlations
N__ [ Correlation | _Sig.
Pair Current Salary &
K Botianing Sanry | 474 ‘ 880 ‘ 000 |
Paired Samples Test
Paired Differences
95% Confidence Interval of
Std. Error e Difterence
Mean Std. Deviation Mean Lower_ Upper 1 df Sig. (2-tailed)
Par  Gurrent Salary -
: Begming Sary | $17403.48 | $10814.620 | s496.732 | $16.427.407 ‘ $18379.56 | 35,036 473 1000
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Megoldds SPSS-sel

Std. Error
Gender N Mean Std. Deviation Mean
Current Salary ~ Male 258 $41,441.78 $19,499.214 | $1,213.968
Female 216 $26,031.92 $7,558.021 $514.258
Independent Samples Test
Lovene's Test for
Equalty of Variances ttest for Equalty of Means
95% Confidence Interval of
Me: Std. Ertor the Difference
F sig t of | Sig. (2-aileq) | Difference | Difference | Lower Upper
Curent Salary Equal varances
— 119,669 000 | 10945 a2 1000 | $15409.86 | $1,407.906 |$12,643322 | $18,176.401
Equal variances
o e 11688 | 344262 1000 | $15409.86 | $1,318.400 |$12816.728 | $18,002.996
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Megoldds SPSS-sel
Descriptives
Gurrent Salary
95% Confidence nterval for
Mean
N Mean Lower Bound | Upper Bound
Clerical 363 $27,838.54 $27,057.40 $28,619.68
Custodial 27 $30,938.89 $2,114.616 $30,102.37 $31,775.40
Manager 84 $63,977.80 $18,244.776 | $1,990.668 $60,018.44 $67,937.16
Total 474 $34,419.57 $17,075.661 $784.311 $32,878.40 $35,960.73
ANOVA
Gurrent Salary
Sumot
Squares | ot | MeanSquae | F sig
Tetween Groups | B.SE-010 T aarzec0t0 | d4dE | 000
Wihin Groups | 48E+010 a7t | 0ze257145
Total 14E011 an
Robust Tests of Equality of Means
Current Salan
[ [ statsic [ o1 [ oz | sig
[[Welch | 162,200 | 2| 117312 ] 00
a. Asymptotically F distributed
Megoldds SPSS-sel
Multiple Comparisons
Dependent Variable: Current Salary
Mean 95% Confidence Interval
(1) Employment Category (J) Employment Category | Difference (I-J) Std. Error Sig. Lower Bound | Upper Bound
LsD Clerical Custodial -$3,100.349 | $2,023.760 126 -$7,077.06 $876.37
Manager -$36,139.258" | $1,228.352 000 | -$38552.99 | -$33,725.53
Custodial Clerical $3,100.349 | $2,023.760 126 -$876.37 $7,077.06
Manager -$33,038.909" | $2,244.409 000 | -$37,449.20 | -$28,628.62
Manager Clerical $36,139.258" |  $1,228.352 ,000 $33,725.53 $38,552.99
Custodial $33,038.909" | $2,244.409 000 $28,628.62 $37,449.20
Tamhane ~ Clerical Custodial -$3,100.349" $568.679 1000 -$4,483.07 -$1,717.63
Manager -$36,139.258" | $2,029.912 ,000 | -$41,078.30 | -$31,200.21
Custodial Clerical $3,100.349* $568.679 1000 $1,717.63 $4,483.07
Manager -$33,038.909" | $2,031.840 ,000 | -$37,982.78 | -$28,095.04
Manager Clerical $36,139.258" | $2,029.912 ,000 $31,200.21 $41,078.30
Custodial $33,038.909* | $2,031.840 000 $28,095.04 $37,982.78

*.The mean difference is significant at the .05 level
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feladat

Ellendrizziik a fizetés illeszkedését a normalishoz!
Grafikusan, majd egymintas Kolmogorov-Szmirnov probaval!

Nl i o Bsstaees dohrs

Grafikus vizsgalat
alapjdn nem tiinik
jonak az illeszkedés!
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One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Beginning
Salary

N 474
Normal Parameters&  Mean $17,016.09
Std. Deviation $7,870.638

Most Extreme Absolute ,252
Differences Positive 252
Negative -170

Kolmogorov-Smirnov Z 5,484
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000

a. Test distribution is Normal.
b. Calculated from data.

° Regresszios feladat

Vizsgéljuk meg az x fiiggetlen véltozoé és az y fliggd valtozo kozotti
Osszefiiggést! Az x fiiggetlen véltozé értéke pontosan bedllithatd, az
y fiiggd valtozé értéke azonban a Y valddi érték koriil ingadozik. A
mérési adatok az aldbbi tablazatban lathatdk, az y értéke szerint
novekvo sorrendbe rendezve. A tényleges mérési sorrendet a
tablazat masodik oszlopa tartalmazza. Feltételezve, hogy y normalis
eloszldst, valamint azt hogy az y és x kozotti fiiggvénykapcsolat
linedris, adjunk becslést az egyenes paramétereire!

No meérési sorrend X y

1 3 0 0.58
2 5 0.05 0.7
3 4 0.08 2.88
4 2 0.1 3.42
5 1 0.12 3.53
6 6 0.15 5.21

Scatter dbra az adatokkal
a 95%-os konfidencia intervallummal és a 95%-os josldsi hatdrral

2 Linear = 0,904
2 Linear = 0,904
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° SPSS tabldzatok

Variables EnteredRemoved®

Variables Variables
Modsl Entered Removed | Method
| N

X [ [Ener |
a.Depandant Variabls:y
b Al rsquestsd variables sntered

Model Summm

AdNgled R /u Errnrl

Model R R Square ihe Estimfle

K | IEEN 904 & 880, 162136 |
a. Predictors: (Constant), x

b. Dependent Variable: y R2

adj

Egyvdltozos linedris regresszio ismétlés nélkiili mérések
esetén, o I

a b, és b becslések
egymadstol nem fliggetlenek

A normalegyenletek:

ﬁ:_zz[yi—bo—bxi]zo 2y =nb+bYx,
b,

R DR T DD SN 05

Atrendezve:

A normalegyenletek az Y c=a+ b(x =X ) modell illesztésekor

%:—2Z[yi—a—b(xi—f)]:0

%:_Zz[yi_a_b(x,-—f)](xi—f):o

Atrendezve:
Zy,:na+b2(x,—)?) —
zy,(x,—)?)=a2(x,—)?)+b2(xi—)?)2 Z

Az a és b becslések egymastol fiiggetlenek, mert
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Z)’i=na és Zyi(xi—)?)ZbZ(xi—)?y

tehdt az a és b becsiilt paraméterek egymastol
fiiggetleniil kaphaték meg a két normélegyenletbdl:

Zyi Z)’i(xi_f)
P D

a=

V=a+blx-5): E()=r=a+plx-3)

° A becslések tulajdonsdgai

E(Q)EE[¥j =a Var(a):%:%z

E(b):ﬂ Var(b)=2(xl_})20'2 o2

(-0 -
E(Y) = E[a +b(x— )?)] =E(a)+ E(b)(x-X)

E(Y):a+ﬁ(x—f):Y

Var(l?) =Var(a) +(x = x)’Var(b) = o* %4— (=%’

Zn(x, —)?)2

° Konfidencia hatdarok

A konfidenciatartomanyok a r-eloszlds alapjan szamithatok.
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° Konfidencia intervallum az datlaghoz

IRV —
Py, —t .S, 1+MSM.S§7.+t .8, 1+M =1-¢
‘ g,n—l "\n n- sz ‘ ‘ %,n—l "\n n- si

M,=E{YI1X=x,)

Az atlag konfidencia-intervalluma a mintapontok kb. 1-& %-at
tartalmazza. A sdv az x atlaganak a kozelében a legvékonyabb.

° Joslasi intervallum

—\2
vp =S 1+’11+Z€)(C;i)x)2=\/sf+sj+s,f(x—x)z

i
A

intervallum:  Y(x) ta/zsy_y

(1- @) a valésziniisége annak, hogy x adott értékénél egy késébbi
mérés eredménye a szamitott intervallumba esik.

° Joslasi intervallum

Az adott x-hez tartozd Y; egyedi értéket tartalmazza az aldbbi 1-&
szintli konfidencia intervallum:

Py —t, -s,- 1+1+M5Y, <Hi 4L, s, - 1+1+M =1-¢
S n n-s? Sz n n-s?
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‘ r=.95062

95%-0s joslasi sav

¥'=005196+32017x

= -
= 2L
1
0
///
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-0 0 0 0 0 0 0 0 0
X
° Determindcios egyiitthato

. “Bacidnal®
~Regression’ Residual

oSSR _SST—SSE _ _SSE

]

SST SST SST

R _I_SSE/(n—Z)
“ " SST/(n-1)

° A képletek magyardzata

S0y =20 -2) + (- 5)
SST = SSE + SSR

d.f.: n-1 = n-2 + 1

SSE —
=S [ ot ]
n—

N

r

s, = \/; s, = \/Z (;: - f)z : Az egyiitthatok szérdsai |




‘ﬁdenciatartomdnyok a t-eloszlds alapjdn szamithatok

° ANOVA-tdabldzat

SSR

um of \/
Modsl Siares dr | mean Square i
1

Regression 14,487 1 14,487 | 37524 004F
,386

Residual 1544 1

A nullhipotézis az,
hogy a regresszids
egyiitthatok egyszerre
zérusok

° Regresszios egyiitthatok

Coefficients®
Saniarazea
Unstanardzad Costsonts | Cosicents 45.0% Confasnes inanal o8 Comstatons Colinoarty tanstes
stel 5 [ soem | bw | s [Conerbouns | UpporBound | Zworser | Fartal | Pan | Tobrane | ViF
T o =3 e I T I
x 017 sz oot | oz | oo 17508 oo st | e | as| 1om| som

30051958

A tapasztalati regressziés egyenes képlete:

£=005196+32017%
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