A matematikai statisztika
alapfogalmai

Informatikai Tudomanyok Doktori Iskola

°Adatbcinyciszat vesStatisztika

Adatbdnydszat

+ Valamely vizsgdlt populdciéra vonatkozdlag
nagymennyiség, kontrolldlatlan adathalmazbdl
szdmitégépes adatkezel§ technikdkkal, algoritmusokkal a
populdciéra vonatkozé hasznos informdcid, sszefiiggés
kinyerése.

+ Az adatok begyiijtése spontdn, tébbnyire véletlen
folyamatok eredményeképpen, nem tervezett médon
torténik.

+ Megjelenése az informatikai vildg kiteljesedése
kovetkeztében tortént meg. Modern tudomdnydg. Az
elméleti megalapozds napjainkban folyik.
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° Adatbanydszat vs Statisztika

Statisztika

+ A vizsgdlt populdciéra vonatkozdlag elére
megtervezett médon, matematikai elvek figyelembe
vételével beszerzett adatokkal, a minta feldolgozdsdval
dllitja el a sokasdgra vonatkozé hasznos
kovetkeztetéseket.

- A statisztikai mintdnak reprezentativnak kell lennie,
kiilsnben a kévetkeztetések pontatlanok, megtéveszték
lesznek!

+ A valészin(iségszamitdssal pdrhuzamosan fejlédott ki,
erés matematikai elméleti hdttérrel rendelkezik.
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°A statisztika eredete

A statisztika eredetileg dllamszdmtan volt. (Maga a .statisztika" sz6
is az ,dllam" jelentés latin ,status"-bél alakult ki.) A statisztika az
Gkortdl kezdve arrdl tdjékoztatta az dllamok vezetéit, mekkora
addkat vethetnek ki alattvalikra és hdny katondra szdmithatnak egy
eljovends hdbordban.

A statisztika csak a polgdri forradalmak utdn vdlt igazi tudomdnnyd.
Uttsréi JOHN GRAUNT (1620—1674) és WILLIAM PETTY (1623—1687).
A kapitalizmusban mdr nemcsak az dllamok vezetdit, hanem a tékés
vdllalkozékat is érdekelni kezdték a statisztikai felmérések, és egyre
komolyabb matematikai eszkzsket haszndltak fol adataik feldolgozdsdra,
egyre novekvd haszonnal, példdul a biztositdsban.

A j6 biztositds alapja a pontos felmérés és a helyes matematikai
kovetkeztetés. A XVII. szdzad 6ta a matematikai statisztika fokozatosan
a matematika ondllé dgdvd fejlédstt, amelynek £é célja: minél megbizhatébb
hasznosithaté informdciét nyerni a felmérési, megfigyelési és mérési
adatokbdl: a statisztikai mintdbdl.

Székely J. Gdbor ,Paradoxonok a véletlen matematikdjdban”
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° Statisztika bonmotok

..Csak abban a statisztikdban hiszek, amit én magam hamisitok"
.A statisztika olyan, mint a bikini: sok minden megmutat, de a lényeget
eltakarja. " W. Churchill

Az éhezdket nem lehet statisztikdval tdpldini” Lloyd George
..Kis hazugsdg, nagy hazugsdg, statisztikal" Benjamin Disraeli
"A statisztika nem ad vdlaszt minden tuddsra."

Az élet voltaképp nem mds, mint a haldl statisztikai hibdja."

.Nagy bardt ja vagyok a statisztikdnak: nem mintha azt hinném, hogy az
csakugyan annyit bizonyit, mint sokan felteszik, hanem azért, mert miéta
minden dllitdsnak statisztikai adatokkal valé tdmogatdsa divattd vdlt, a
hamis tételek feldllitdsa valamivel t6bb nehézséggel jdr, s a tudomdnyos
paradoxonok alkotéi badarsdgaikat legaldbb jobb rendszerben adjdk eld.”
Estves Jézsef
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° Alapfogalmak

- Sokasdg, populdcié, véletlen kisérlet
- Statisztikai minta, minta realizécié
- Statisztikai mintavétel

- Statisztika

- Paraméter

- Statisztikai becslés
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° Statisztikai sokasdg, populacio

A vizsgalat targyat képez6 nagyszamu de véges
elemszami egyedek halmaza. A halmaz egészének kevés
adattal torténé tomor jellemzése, és a populacio
egyedeinek leirasara bevezetett valtozok kozotti
kapcsolatok leirasa a célunk. Arra nincs lehetdség
(erdforras), hogy a populécié minden egyes elemérél
adatokat szerezziink be.

- Magyarorszag allampolgarai
- Egy egyetemi kar hallgatéi
- Az érvényes forgalmival rendelkez6 aut6k halmaza

- Egy adott termék vasarléinak halmaza

- Egy TV csatorna nézdinek halmaza
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° Statisztikai sokasdg, populacio

1 A statisztikai elemzés tirgya lehet egy véletlen kisérlet is, ami
idében valtozatlan koriilmények kozott elvileg akarhanyszor
lejatszédhat. A valésziniiségszamitas targyalasaban ezt
K-val jeloltiik.

- A lottohuizas

- Egy szerver miikodése

- Budapest januari atlaghémérséklete

- Egy gyiimolcsos terméshozama

- Egy 4j gyogyszer hatasa

- Egy reklamkampany hatasossaga

- Egy populacié egyedének véletlen kivalasztasa
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°Statisztikai minta realizdltja

A populicié egy kis elemszamii részhalmazara vonatkozé
megfigyelések adatai. A minta tigy kell, hogy tiikrozze a
populacio6 tulajdonsagait, ahogy a cseppben latjuk a
tengert. Azaz a minta reprezentativ kell, hogy legyen.

- Egy felmérésbe bevont magyar allampolgarok halmaza
- Egy adott eladasra belatogatott hallgatok halmaza

- Adott biztositéval szerz6dott autok halmaza

- Egy adott napon megkérdezett vasarlok halmaza

- Egy nézettségi felmérésbe bevont TV nézok halmaza

- Budapest januari kozéphémérséleteinek adatai
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° Mintavételezesi.eljdardsok

A populacié minden egyes elemének ugyanakkora esélyt
kell biztositani a mintiba keriiléshez.

A minta elemszamanak elég nagynak kell lennie ahhoz,
hogy a kivetkeztetéseink atviheték lehessenek a
populéciéra is.

Rétegzett mintavételezés: A populaciot adott szempontok
szerint csoportokba osztjuk, és a csoportok aranyait a
mintdban is megtartjuk

Véletlen mintavételezés: A mintaba Kkeriilé egyedeket
sorsolassal valasztjuk ki.

Cenzus: népszamlalas
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° Alapfogalmak

Eset
A minta egy eleme, az adatmatrix egy sora.

Mintaelemszam
Az adott minta elemeinek szima. Egy adatmatrix sorainak
szama.

Adatmatrix

n db eset és p db valtozo6 adatainak matrixba rendezett
alakzata

Viltozo

A populicié egy mérheté jellemzéje. Az adatmatrix egy
oszlopa.
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@ réidix viitozskra

- Magyarorszag allampolgarai: fizetés; kor; nem; part stb.

- Egy egyetemi kar hallgatéi: gonygyolt tanulmanyi atlag;
neptun-kod; nem; szak; teljesitett kreditek szama stb.

- Az autok halmaza: gyorsulas; fogyasztas; 16erd; tipuss;...

- Egy adott termék vasarléinak halmaza: vélemény az
arrol; mingségrols...

- Egy TV csatorna nézéinek halmaza: kor; nem; tetszési
index; iskolazottsag; stb.
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° Statisztika

A minta realizaci6 adataibél adott képlettel szamolt adat a
statisztika szamitott értéke.

Gtlag, standard szérds, medién, kvartilis, ferdeség,
lapultség, médusz, gyakorisdg, prébastatisztikdk, stb.

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa

2012.02.09.

° A matematikai statisztika alapmodellje

& a véletlen kisérlet

Q a lehetséges kimenetelek halmaza

a megfigyelhetd események halmaza

P a lehetséges valésziniiségi mértékek halmaza

Az elemzésiink célja, hogy ebbdl a
halmazbdl kivdlasszuk a tényleges
valészinliséget! Legaldbb is egy jé
helyettesitd egyedet.

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa

2012.02.09.

° A valtozo matematikai fogalina

X:Q - R a vizsgdlt valésziniiségi vdltozd
X-nek minden P € 7 esetén megadhaté az eloszldsfiiggvénye!
Fy( #)=P( X<7)minden P e #-rel

F= {F,(#): F( )= P( X< ) minden P e #-re}

Feladatunk tehdt, ebbél a
halmazbdl kivélasztani a valésdgot
legjobban leiré eloszldsfiiggvényt!

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa
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O statisztikai minta fogalma

Az Xvalésziniiségi vdltozéval azonos eloszldsd, egymassal
teljesen fiiggetlen X, X;,.., X valészinliségi vdltozok
egyiittesét stati— ikai mintdnak nevezzik.

minta eloszldsfiiggvénye is.

A gyakorlati
alkalmazdsokban pedig n
db szdm!

e.

Egy minfavete %or tulajdonképpen megfigyeljik
a £ véletlen kisér. “et, azaz megdllapitjuk melyik ® € Q
kimenetele realizdlédv

Az X(0) = x;, Xo(0) = x,,.., X (0) = x, szédm n-est nevezziik
a minta realizdciéjanak.
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° A statisztikai minta fogalma

1.1. definicid

Legyen (2, ) mérhetd tér, és P valésziniiségl mértékek egy halmaza, ahol
SRS oh T
: ik nevezzik, ha X -k teljesen Figgetlen, azonos
eloszlasi valdszintiségi valtozok YP & P esetén (9,5, P)n. azaz VP & Pre

P

statisat ofigyelést s

7. P) Kohoogorov-Iéle valdszinfségl mezt. Az X (X

i mindd

P(X; < ) = Fp(x) (i=1.23 i)
s
I
P(X, <, Xy, <oy Xy <o) = [[Fole,)  (2<k<n)
a=1
ima, Ip() a minta ek igguénge. X, az icedik mintacler, j1p(A)

L minta closzlisa. Egy w € O esetén az
Xi(w) = 2. Xopfw) = oo, X (w) = @,

sz n-es aminta egy realizdcidjo.
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° Egy pelda 1.

Populécié

Tekintsiik az USA-ban, Eurépdban és Japdnban a
70-es, 80-as években gydrtott gépjdrmiivek halmazdt!

Valtozék

hdny mérféldet tesz meg egy gallon iizemanyaggal
hengeriirtartalom inch3-ben

motortel jesitmény |6erében

az auté sdlya fontban

hény sec alatt éri el a 60 mph/hour sebességet
a gydrtds éve (utolsé két szamjegy: 19..)

a gydrtdhely: 1-USA, 2-Eurépa, 3-Japan

a hengerek szama (3, 4, 5, 6, 8)
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° Egy példa 11.

A populdcidhoz képziink egy n=406 elemii mintat!
Azaz az 1970 és 1982 kozott a térségekben le-
gydrtott gépjarmivek kézil kivalasztunk 406-ot
és megmérjiik a vdltozékhoz tartozé értékeket.
Az adatokat egy métrixba foglaljuk.
Az adatmétrixban olvashaté adathalmaz lesz a

. Tudjuk, hogy a mintavételezéskor a vélet-
lentdl fliggott, hogy melyik autét vizsgdltuk meg, azaz
kaphattunk volna mdsik adatmatrixot is!

A egy absztrakciéval nyert fogalom:
a mintarealizdcié csupdn egy lehetséges értékfelvétele.
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° Egy példa 111.

Az adatmdtrix elsé 17 esete:

mpg engine | horse | weight | accel | year| origin || cylinder

1 18 307 130 3604 12 70 American 8 Cylinders
2 16 380 185 3693 1 70 American 8 Cylinders
3 18 318 150 3436 11 70 American 8 Cylinders
4 16 304 150 3433 12 70 American 8 Cylinders
a 17 302 1400 3449 11 70 American 8 Cylinders
B 15 429 198 4341 10 70 American 8 Cylinders
7 T4 454 2200 4354 9 70 American 8 Cylinders
g T4 4400 215 4312 9 70 American 8 Cylinders
9 14 455 225 4425 10 70 American 8 Cylinders
10 15 390 120 3850 9 70 American 8 Cylinders
11 133 115 3090 18 70 European 4 Cylinders
12 350 165 4142 12 70 American 8 Cylinders
13 351 153 4034 11 70 American 8 Cylinders
14 383 175 4166 11 70 American 8 Cylinders
15 360 176 3850 11 70 Arnerican 8 Cylinders
16 15 383 170 3563 10 70 Armerican 8 Cylinders
17 T4 340 160 3609 B8 70 American 8 Cylinders
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° Egy példa IV.

Variable Values

year 0 0 (Missing)
értékcimkék non
i
% |

cflinder 3 3 Cylinders

5 5 Cylinders

6 6 Cylinders.

8 8 Cylinders.

a.Missing value
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Egy pelda V.

Gyakorisdgok

origin Country of Origin
Cumulative
Frequency | Percent | Valid Percent Percent
Valid American 253 62,3 62,5 62,5
European 73 18,0 18,0 80,5
Japanese 79 19,5 19,5 100,0
Total 405 99,8 100,0
Missing ~ System 1 2
Total 406 100,0
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V4
Egy példa VI.
.2
Gyakorisdgok yoar Model Year (mocilo 100)
Cumulative
Frequency | Percent | Valid Percent Percent
Valid 70 34 84 84 84
7 29 71 72 156
72 28 69 69 225
73 40 99 99 323
74 27 67 67 390
75 30 74 74 464
76 34 84 84 548
77 28 69 69 617
78 36 89 89 706
79 29 71 72 778
80 29 71 72 849
81 30 74 74 923
82 31 76 77 100,0
Total 405 998 1000
Missing 0 (Missing) 1 2
Total 406 100,0
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e
Egy példa VII.
..
Gyakorisdgok
cylinder Number of Cylinders
Cumulative
Frequency | Percent | Valid Percent Percent
Valid 3 Cylinders 4 1.0 1.0 1,0
4 Cylinders 207 51,0 511 52,1
5 Cylinders 3 T 7 52,8
6 Cylinders 84 20,7 20,7 73,6
8 Cylinders 107 264 264 100,0
Total 405 99,8 100,0
Missing ~ System 1 2
Total 406 100,0
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Q@ Eopédavii

: Statistic | Std. Error
‘[ Wiles perGallon Mean 2351 392
95% Confidence Interval — Lower 2,74
for Mean Bound
Upper 2428
Bound
5% Trimmed Mean 2322
Median 2300
Variance 61,090
Std. Deviation 7816
Minimum g
Maximum 47
Range 38
Interquartile Range 12
Skewness 457 22
Kurtosis -5 244
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° A statisztika matematikai fogalma

Legyen 7, egy n-véltozés valés fiiggvény. Akkor a
statisztikai minta 7,=7,(X,,X;,..,X,) fliggvényét
nevezziik statisztikdnak.

A statisztika egy valésziniiségi valtozé, aminek
eloszldsfiiggvényét a minta eloszldsfiiggvényébél lehet
kiszémolni.

A T.=1(X,X,,..,X,) szém (amikor az argumentumba

a mintarealizacié értékeit helyettesitjiik,
a statisztika szdmolt értéke.
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°Az adatcentrum statisztikdi

ATLAG (me: N
G (mean) 1 in
n i=1
x@ ,ha n paratlan
MEDIAN (median) mo=d
2 3 il , ha n paros
MODUSZ (mode) A leggyakrabban eléfordul6 érték

a mintaban
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° A szoroddst jellemzd statisztikak

STANDARD SZORAS (deviation)
VARIACIO (variance) 1 &

TERJEDELEM (range)
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° Az eloszlast jellemzé statisztikak

FERDESEG (skewness)

gyakorisag
gyakorisag

o,

Jobbra fordl, s > 0 skeméty Lis Balra fordil, s < 0

° Az eloszlast jellemzé statisztikak

n
=3 -
2l
k=—"FH" -3
4
. B 2
LAPULTSAG (curtosis) 1 ( -
- (x—-x
n i=1
2
& 10
s
«©
.
.
2
g g
] ]
& o ER)
Csiicsos eloszlés, k > 0 Lapos eloszds, k <0 30
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° A rendezett minta statisztikak 1.

Tekintsiik azokat az orde(z1.2o, . ... x.) skalir—vektor fiiggvényeket,
melyek definiciéja: zj, = Oid(fﬁhfﬂz,- ey Tp) = T,

ha z; a k-adik legnagyobb elem x1, 3, ..., z, kozott.

rendezetl mintaelem-statisztikak

X :oid(Xl,XQ,...,X") (k=1,2,...,n)

X} =min{X, X5,..., X, }, X} = max {X1, Xo,..., X,,}.

Xi<Xj<--<X;
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° A réndezett minta statisztikak 11.

Ha a minta eloszlasfiiggvényét F(z)-szel jeloljiik,

Fla) =P (Xj<z)=Y (’]‘) [F (@) [1 = F(z)",

i=k
Fri(z,y) =P (X; <z, X[ <y)=
Sy ! ) . 2= 2 (=i
= z; Z, T @ [Fw) - F@I - e

P(X] <z1,X5 <., X} <ap) =

=Y Y ey Wu (@))" [F(22) = Flen)]* ™ [L = )]

in=nin-1=n—1  i1=1

2012.02.09.

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa

°A rendezett minta statisztikak ILL.

Az empirikus eloszlasfiiggvény

0, ha z <Xy
Foz)=¢ & ha Xj<z<Xp, (k=1,2...,n-1)
1, ha z>X;

L 1, ha Xy <=z
Fn(@) = 3 Ixicay o ahol Iix,<a) :{ 0 b X, >«

Ugyanakkor az eloszldsfiiggvény
a statisztikai minta fiiggvénye
is, azaz minden x helyen
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A matematikai statisztika alaptétele
Glivenko-Cantelli-tétel

P( lim sup |F,(z) — F(z)|=0) =1.

n—r0o0 (I:ER

Az empirikus eloszlasfiiggvény 1 valészinliséggel,
egyenletesen konvergdl az eloszldsfiiggvényhez.
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Megmutatjuk, hogy = N = 0 ¢
gy |F,(x) — Fx) Legyen m

enek B oegy m intervallunbol alld rendszerének]

Bizonyitds: Legyen £ > 0.
F: P(C) = L hogy ¥V w

szam, hogy

olyan pozitiv e
. (o) X
osztdpontjal = —0C L~ = +0C,

= snp{r Flz) < ’L Jeldlje az intervallu
re

ek = 0.1 m — 1 Tegyiik fel. hogy a széban forgd a-re dppen

<o <y teljesiil most. Az eloszlisfiiggvény tulajdonsigal miatt:

mokat: Jy =

Fa R ——

Fla™)

o
Fa{™) <

(™ + 0 [, R I 1
Fla” +0 Ly ) ret™) < £ cpeim 1o+ L
< Fla™) +0) m m

s thrvénye érielmében a relativ gyakorisag 1 valdsziniiséagel kivelit az

}(u)) =F(z;™)

3BT P(BY) =1 é Ywe Be: lim (i i ‘m) = P, +0).
oo n = % 18

A nagy svamok o

clinéleti valoszinlsé

Legyen © = [T A8

k=1

=1 = P(C)=1

Akkor P(C) = P (H AL By .)
k=1

35
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Tehit ¥ & O esetén 2N« 1 > N, akkor

:ZI‘_\’”‘;” y = M) < g s IZI(\’,_
=1

i=1

Fla) = Fu(e) < Flag™) = Fule™) < Fla™ + 0) + — = Fala™y +0) £ — + o
m m 2
Masrészl
Fle) Pt > Fla™ 0y - F e s plh L gy s L
@) = Fyle) 2 Pl +0) = B @) 2 P) = — = Fn™) = - — = 5
Azaz |[F(o) — Fu(z)| < 5+ £ < ¢ == dllitds,
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° A parameter

Tegyiik fel, hogy a minta eloszldsfiiggvénye
képletét egy v paraméter konkretizdlja.

Ha ismerjik az értékét, meg tudjuk pontosan adni
az eloszlasfiiggvényt:

7= {FX( tv):ved®}

Egy adott statisztikai minta
segitségével a v paraméter
megbecslése a célunk!
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° Példa paraméteresiproblémakra

1. Egy joghurt zsirtartalmdt ellenérzik. A laborban o
pontossdggal meg tudjdk mérni a zsirtartalmat. A mérés a
pontos érték koril a normdlis eloszlds szerint ingadozik.
Ha vesznek egy mintdt, akkor a minta eloszldsa !

2. Egy brékeriroddban m ligyfél katvényeit kezelik.
Egy lgyfél v valészinliséggel kér eladdst/vételt az
iroddtél. A napi tranzakcidk szdma eloszldst kévet.
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° A'paraméter becslése

A v paraméter becsléséhez valamilyen alkalmas
T, statisztikdt haszndlunk: T, = v.

Egy ismeretlen szdmot

vdltozéval becsiil jiik! Mikor j6 egy ilyen becslés???

2012.02.09.
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° A paraméter becslése I.

Torzitatlansdg

Valészinliségszdmitdsbél tanultuk, hogy egy valésziniiségi
vdltozé az 6sszes szdm koziil éppen a vdrhaté értéke koriil
ingadozik a legkisebb mértékben.

A T, statisztika a v paraméter torzitatlan becslése, ha E 7, = v.

A torzitatlansdg azt jelenti, hogy a
becsl§ statisztika éppen a becsiilend
paraméterérték koriil fogja felvenni
az értékeit. Lovészhasonlattal: .a
taldlathoz a célkereszt jél van
bedllitva, nem hord félre a fegyver.”

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 40

A paraméter becsiése I1.

A becsiilendé
paraméter, v.

Egy nem torzitatlan becslé
statisztika realizdlt jai.
Tlyen statisztika torzitott.

Egy torzitatlan becsld
statisztika realizdltjai a minta
elemszdm fiiggvényében.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 41

° A parameéter becslése ITL.

Ha a torzitatlansdgi feltétel csak n— «~ esetben igaz:

Iim ET,, = ¢

n—oo

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 42
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° A paraméter becslése IV.

Konzisztencia

Ha garancia van arra, hogy a minta elemszdm névekedtével
novekszik a becslés pontossdgdnak valészinlisége, konzisztens
becslésrdl beszéliink:

Minden £ > 0 szédm esetén teljesiil, hogy

lim P (|T, — 9| >=) =0

n—oo

A statisztika, mint valészinliségi
védltozé sorozat, sztochasztikusan
konvergdl a v konstanshoz!

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 43

° A paraméter becslése V.

Csak a konstansnak lehet 0 a
variancidja. Tehdt, ha n elég nagy,
; j a becslés gyakorlatilag a

Azok a torzitatlan becslések,| _paramétert adjal

elemszdm novekedtével 0-hoz tart:

Erds konzisztencia

ET, =9 és lim D?T;, =0

n—oo

A Csebisev-egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy az erésen
konzisztens statisztikai becslések egyben konzisztensek
is lesznek. A megforditds dltaldban nem igaz!

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 44

° A paraméter becslése V1.

Konzisztencia, erds konzisztencia

A becslés és a paraméter
eltérése az n novekedtével
csokkenni fog!

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 45
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° A paraméter becslése VII.

Hatdsossdg

Két torzitatlan becslés koziil nyilvdn a kisebb variancidju
a jobb, hiszen kisebb mértékben ingadozik a paraméter koriil!
Azaz, a V, statisztika hatdsosabb W,-nél, ha

EV, = EW, =¥ é D?V, < D*W,

Egy torzitatlan becslés akkor lesz , ha variancidja
minden mds forzitatlan becs| iancidjdndl kisebb!

Csak egyetlen hatdsos becslés van! (Ezt
kell megkeresni egy adott paraméter-
becslési problémdhoz!)

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 46

° A paraméter becslése VIII.

Hatdsossdg

A torzitatlan becslések kozil azt kell
alkalmaznunk, amelyiknek a legkisebb a
variancidja. Ez fog a legkisebb mértékben
ingadozni a paraméter kariil, ilyenkor
kevesebb megfigyeléssel is j6 becslés
kaphatd.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 47

° Példak becslésekre 1.

Legyen a becsiilendd paraméter most az X vdrhaté értéke:
EX =19
Megmutathaté, hogy az dtlagstatisztika torzitatlan:

n n n
1 _ 1 1 —
E(nZXT') = 2L EXi=3 ) 0=9
=1 =1 =1
2012. 02. 09. Dr Ketskeméty LészI6 eldaddsa 48
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° Példak becslésekrell.

Ha még azt is tudjuk, hogy D2X < = , akkor az
dtlag erdsen konzisztens is:

n n
21 | 2y, _ D?X
=1 =1
A linedris becslések kozott az dtlag a hatdsos:
n n
D2 %ZXZ SDQ Zwi-Xi
=1 =1
n

Sw=1lésw, >0
=1

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 49

Példak becslésekre I11.

Legyen a becsiilendd paraméter most az X variancidja:
DX =9

Az empirikus szérdsnégyzet aszimptotikusan torzitatlan,
a korrigdlt empirikus szérdsnégyzet pedig torzitatlan becslés!

wd B (L8 (-5 ) —e (3 S 2) -
=1

=1

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszIl6 eldaddsa 50
P %
2.1.4. definfeié: A (X, X,.....X,) = B statisatikasorosat a 9 € BY paraméter négy-
retes kiizépben konzisztens becslise, ha lim Bp||t, — 9/ — 0.
3o
2,11, tétel: Ha a t, (n — 1,2....) statisztikasorozat négyretes kivépben kouzistens

beeslise 9-nak, akkor kouzisztens becslése is
Bizonyitds: A Markov-cgyenldtlenséghil

P(\t,‘—f)\-’» ) < L}""Lij'wa[r (n — oo)

2.1.2. tétel: Haat, (n— 1.2... ) statisztikasorozat aszimptotikusan torzitatlan becslése

P-nak és lim opt = 0 (0= 1.2, k). akkor konzisztens beeslése is.
n—roo

Bizonyilis:

Ep(th) —9,)? = Ep(tl) — Eptl) + Eptl) —9,)? =
=~ Bp(tl - Bpt!))? + (Bptl) — )7 + 2Bp | (¢ - Bpt)(Bpt))) —9,)] —
—ap(t)) + (Bpt) —0,)2 = 0. n— .

Viszout a Markov-egyenlétlensée szerint

7j’1
LM

amibdl mar kivetkezik az allitas,

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 51
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' (i) Ha a feltételekhes azt is hozdvessaik, hogy VP € Pore EpX 1 is, gy o2 konzisetens

$52 uégy retes kiépben kouzsztens beeslés is

(ii) Belathaté. hogy

y 2 2 BpX! =3 ) w2
oha2 ’_(P_f;k)ﬁn ohst? o0,

.
(n—1)% n nin—1)
Osszefoglalva:

az Gtlagstatisztika a minta vdrhaté értékének -mint paraméternek-
torzitatlan becslése. Ha a mintdnak létezik szérdsa, akkor ez a becslés
erdsen konzisztens is.

A minta tapasztalati szérdsnégyzete a minta variancidjdnak -mint
paraméternek- aszimptotikusan torzitatlan becslése. Ha a mintdnak
|étezik negyedik momentuma, akkor a becslés konzisztens is.

A minta korrigdlt empirikus szérdsnégyzet statisztika a minta
variancidjdnak torzitatlan becslése. Ha a minta negyedik momentuma
Iétezik, akkor erésen konzisztens becslése.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 52

° Az elégséges.becslés

* A statisztikdk elvdrt, j6 tulajdonsdgai
kozott alapveté fontossdgd az
elégségesség. Ezen azt fogjuk érteni, hogy
a statisztika a minta eloszlasdnak
paraméterére vonatkozéan minden
informdciét magdba siirit, egymaga képes
helyettesiteni a mintdt. A paraméterek
becsléseihez a megfelel§ statisztikdkat

.elégséges” az elégséges statisztika
fiiggvényei kozott keresni.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 53

° Az elégséges.becslés

Legyen adott a P paraméteres eloszldscsaldd, és az X1, Xz,..., Xn

statisztikai minta, amelyek eloszldsfiiggvénye abszolit folytonos VP4 € P-re:

Fy(x) = //1,(/,)dz,, TER

fo(z) a minta stirfiségfiiggvénye. Jeldlje a £, (X1, X
n,o(Y), az X1, Xa, ..., X, és 1, egyiittes s
X1,X,..., X, minténak a
mazza a 9 paramétert, vagyis

-re vonatkozd egyiittes feltételes siirfiségfiiggvénye nem tartal-

ho(1 @2, nsy)
Xy XXt (@152, [y) = :
el " In.0(y)

nem fiigg ¥-tél, akkor , a 1, statisztika a @ paraméter elégséges becslése.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 54
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° Rao-Blackwell-Kolmogoroy tétel

Legyen adott P, valésziniiségi mértékek egy ¥J-paraméteres tere az X1, Xo,..., X, statiszti-
sfiiggvénye abszolut folytonos VP € P-re. Jelolje T, (X1, Xa,..., Xp)
isztikdjat, £, (X1, Xo, ..., Xy) pedig a paraméter g fiiggvényé-
Egt, = g(9). Akkor létezik olyan h fiiggvény, hogy
(h(T)) < o3t,. Tovabba h(T,) = Ey(t, |T,)-

Ha Iétezik hatdsos (legjobb
torzitatlan) becslés, akkor elég
azt az elégséges becslés

fiiggvényei kdzott keresnil

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 55

° Neymann-Fisher faktorizacios tétel

1 elégséges becslése <= Ik :R* » Résg: R - R
)7 € R és Vo-ra

A T, statisztika a ) paramé
fiiggvények, hogy Vx = (1,22

Ly(x
=

Tayeor ) = k(21,32 - 20)g(Ta (w1, T2, . 0), D).

)

Ennek a tételnek a
segitségével lehet
ellendrizni egy statisztikdrdl
azt, hogy elégséges-e.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 56

° Cramer-Rao-egyenlotlenség

A Cramer-Rao-egyenl&tlenség elvi alsé korldtot ad
a torzitatlan becslések szérdasnégyzeteire. Ha egy
statisztikdra beldtjuk, hogy szérasnégyzete éppen
az alsé korlattal egyenld, akkor az biztosan
hatdsos, sét az egyetlen hatdsos becslés!

Tegyiik fel, hogy az X = (X, Xa,..., X,,)7 statisztikai minta egyparaméteres Fp () = Fy(x
eloszldsfiiggvénye abszohit folytonos: 3 %‘ﬂ = folx), ¥ € (a.b). Jeldlje

Ly(x) = Ly(z1,22,...,20) = Hfff(ﬂfx)
i=1

a minta egyiittes siirfiségfiiggvényét!

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 57
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° Cramer-Rao-egyenlotlenség

Feltételek:
2
a) I,(?) = [ (%) . mdx < o¢ (Fisher-féle informdeios mennyiség.)
b) Legyen g : (a,b) — R tetszdleges differencidlhatd fiiggvény.

¢) Legyen a 1(X) statisztika a g{d) torzitatlan becslése, azaz Ba(t) = g(9)

(V9 € (a,b) ).

d) 3ot = [ (Hx) — g(9) > Ly(x) dx.

o)y [ FOLax) dx= [ #(x) 2L e, (3 = 0.1).

Ekkor 5
(i
ot > lgr(N])”
Lo ()
2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 58

° Cramer-Rao-egyenlotlenség

Példak:
1. Az dtlagstatisztika hatdsos normdlis esetben
2. Az dtlagstatisztika hatdsos exponencidlis esetben
3. Az dtlagstatisztika hatdsos Poison esetben

4. Az a korrigdlt empirikus szérdsnégyzet hatdsos
normdlis esetben

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 59

° A maximum likelihood becsles

A médszer alapgondolatai a kévetkezdk:

1. A mintdnk eloszldsfiiggvénye a v paramétertsl fiigg.

2. Ha egy kisérletnél t5bb esemény is bekévetkezhet,
legtébbszér a legnagyobb valésziniiségii eseményt fogjuk
megfigyelni.

3. A sokasdgra vett mintavételezés sordn kaptunk egy
realizdciét. Feltételezziik, hogy azért éppen ezt a
realizdciét kaptuk, és nem mdst, mert az sszes
realizdciék kéziil ennek volt a legnagyobb a bekévetkezési
valésziniisége.

4. Vegyiik tehdt, az ésszes lehetséges v paraméter koziil
azt, amelynél éppen kapott realizdcié bekévetkezése a
maximdlis.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 60
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aximum likelihood becslés,diszkrét eset

i wértékek ¢
closzldsn statiszeikal minta £ C K értd
@ 08t

Legyen adott P, valészi
diszl
Jo

s az X, (o
készleteel Py € P-re.

n
Lix, N =PylXy = . Xo=ws,..., Xy =) = HP\B(/\',
i1

& muinta o
Ta(X1.

L{x, Tyix}}) = max L{x,9)
Eig

teljesiil (Vx € E7).

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 61

° A'maximum likelihood becslés,
Poisson-eloszlds

Most a minta eloszldsa:

o

Lix) =]

i=1

a log-likelihood Fiiggvény pedig:

n "
U, d) =9y wi—nd—In (H :...!) .

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 62

° A'maximum likelihood becsleés,
Poisson-eloszlds

A staciondirius helyek megkeresdse:
lx, ) 1 L L i
e =g on=0 = @= 3 =

i=1 =1

Mivel
Pllxd)
aer

a kapott staciondrinshely maximum. Tehdt a Poisson-eloszlis esetén is a paraméternek maxi-
mum-likelihood becs 2 dtlagstatisztika.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 63

21



° A maximum likelihood becsies,
Jolytonos eset

Legyen adott P, valos:

i mértékek egy tere é

statisztikai minta, amelyek eloszldsfiiggvénye abszolit folytonos WPy € P-re. Jeldlje most
n
Lix,#) =[] folen)
i=1

a minta egyiittes sfirfiséafiiggv
(X1, Xy oo X, ) statisztikdt értjiik,

A ® paraméter maximum-likelihood becslésén ast a
welyre

Lix.7ylx)) = f53 Lix, 9)

teljesiil (Vx € B").

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 64

° A'maximum likelihood becslés,
normdlis eloszlds, ismert szords esetén

Legyen
( 1 —grle—)*
(1) = m—mm— .
Jote) vam iy
ahol Oy = 0 ismert, & € B az ismeretlen paraméter.
Maost a likelihood fliggvény:

B N
Lix, i) = .y BT

- () =

a log-likelihood fiiggvény pedig

n
1 1 .
I(x,#) =nln (— - — E (&g — )=,
2w Oy 2D =
2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszIl6 eldaddsa 65

° A maximum likelihood becslés,
normdlis eloszlds, ismert szords esetén

A maximumbely keresése:

dlfx,d) 1 e 1 —
==Y (=) =0 = == =z,
a0 D[-;;(" K ! th o
Mivel )
&(x,9) 1
—_—— — <,
e oz
a kapott staciondrius hely maximumhely. Tehdt az atlagstatisztika normélis esetben a vérhaté
érték 1

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 66
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A maximum likelthood becslés,
normadlis eloszlds, két paraméteres eset

Legyen
1

Ty g (x) = T

cretlen paraméierek,

ahol #; =0 és 9 € B ax is
Maost a lil

clihood fiiggvény:

P
y

i n
Lix d1,92) = (\/Zr_ﬂ} e

a log-likelihood Niggvény pedig

q n . Loy .12
lx. 0, th) = —nln 2'575 In 1J27T%E[:!r7-eh) .

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 67

°A maximum likelihood becslés,
normadlis eloszlds, két paraméteres eset

A maximumbely kere

Alx i 02) 1 o 1 _
Bt N -0 = h =13 -
“i=1 i=1
(x, 0;.92) n 1 — ; e )
T T2 le z(ﬂ. — )2 =0 = iy = - Z(u, —y)% =82
= i=1 i=1
2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszIl6 eldaddsa 68

A maximum likelihood becsiés,
normadlis eloszlds, két paraméteres eset

Mivel
Plx0u, ) 0
it T
9Nx, 0. 0s) n 1 — N
L =Y -0
s 202 ugg :
2 (x, ), 04) 1
0 e - x; — 1),
D000, 7 gb’ Y

A kapolt staciondrius hely Hesse-indtrixa:

=n
( 0

hogy a hely maximumbely
kiik normilis esetben az ¢

amibdl Litsz
négyzet sta

kelihood be

t az Atlagstat
et virhatd éred

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 69
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° A maximum likelihood beeslés

Altalénos feltételek mellett megmutathaté, hogy a
maximum-likelihood becslés konzisztens,
aszimptotikusan normdlis eloszldst, és ha van
elégséges statisztika, akkor a maximum likelihood
statisztika éppen azt adja meg!

2012.02.09.

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 70

° A maximum likelihood beeslés

ren adott P, valoszinit
winta. Jeldlje

i mér
most L(x,¥) a likelihood fiige

7 A maxinn hood sta-
tisztikat!

(i) Ha létezik hatdsos beeslés a o paraméterre, akkor 7, maga a hatdsos beeslés.

§ beeslés a f paramd

akkor me;

A maximmn

rre

sadhat6 olyan h(x) fiig
kelihood statisztika

/ az elégséges becs

nyeként all eld.

2012.02.09.

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa
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L X, sta-

° A maximum likelihood beeslés

Bizonyitds:
(i) A Cramer Rao-tétel utdn tett 2. megjegyzés szerint £, hatdsos beeslés, ha

A(x,9)
a0

= k(0)(t(x) — )

il majdnem minden x € B vektorra. De a maximum-likelihood statisztikat éppen
x.1)

() — ) egyenlet megoldasdbol kapjuk, azaz

RO)(E(x) — 9) = 0 = £,(x) = 1u(x) = 0 — dllitds.
(i) A Neymann Fisher faktorizicids tételbél: 2 g, k fiiggvinyek:

L(x, ) = g(Tu(x). ) - k(x).

Dntixn) _ oy
Tnnen 02000)

=0 = 2 h figgvény: h(T(X)) = 7(x).

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa
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° A maximum likelihood beeslés

2.4.2. tétel: (Crame:
Legyen adott

giti az aldbbi a

). b). ¢) f&

P Solr) j—1,2.3 Vi € (a,b).
b) 2H(x), Ha(x), Hy(x) figgvények, melyekre:

Afule)| _
9 | < H(x),

Pfolx)

Lhta))
oz | < a0 | =5

P folx) |

|<H;(z).
e e

/Hj(r)dr«: o, /Hz(z-)<l:-«< o,

e e

Foc
3K : / Hy(w) - fola)da < K V0 € (a,b).

s

oo 2
) 0<L(0)= [ (" In Jo(z ) Fola)dz < oc.
S

Legyen tovabba 7, a ¢ paraméter maxinmm-likelihood statisztik;

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 73

° A maximum likelihood beeslés

Ekkor
(i) 7, az ¢ paramcter konzisztens becslése,

(ii) 7, aszimptotikusan normalis eloszlist, azaz /ol (d) - (1, — 0) S N(0.1).

A tétel bizonyitdsa megtaldlhat6 az
http://www.szit.bme.hu/~kela/stat.pdf internetes jegyzetben a
32.-35. oldalon.

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 74

° A ‘momentumok.modszere

Legyen adott P, valdszintisc

i mértékek egy tere és az X,

X

stati

ikai minta. Tegyiik fel, hogy léteznek az
m; =By X/ =g;(9) (j=1,2....k)

momentumok, és
1 ; L
dg; (in,ma,. . my) =175 (j=1.2,.... k).

Tekintsuk az
n

. 1 .
) = ;ZX,J (j=1.2,..., k)
1

ikdkat. Akkor az

cmpirikus momentum statiszt

ms =g Nhy e .. ahg) (G =1,2,...,k)
= Y5 J

statisutikak a ; paraméterck momentumos beeslései.
2012.02..09. Dr Ketskeméty LiszI cléadisa 75

25



° A ‘momentumok.modszere

A normdlis eloszlds paramétereinek becslése a
momentumok médszerével:
2

mo= g (mi,me) = m, D= ga(mi,ma) =my — 7’”"1
L& ~ L3
myp= 3 X=Xy, e = 5 30 X;
i=1 i=1
n l n 2
— g X; = sf,
T :
i=1

1 2
D= qgolmy,me) = — X —
) = 137 3

i=1

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 76

2012.02.09.

° A ‘momentumok.modszere

A Poisson eloszlds paraméterék becslése a momentumok

modszerével:
"+

¢ (h=0,1,2,...).

Py(X; = k) =

A ¥ > 0 paramdter éppen a viarhato értdk

= Xn

W =~ my

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa

2012.02.09.
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Jolytonos eloszldsok

A x%eloszlas
A Student-eloszlas

Az F-eloszlas

Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa

2012.02.09.

° A normalis eloszldasbol szdrmaztatott

78
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° A pP-eloszlas

Legyenek X, X5,..., X, standard normalis eloszlas,

teljesen fiiggetlen valdszintiségi véltozdk.

n
Ekkor 3 X? x2-eloszldst kévet n szabadsagfokkal,
i=1

stiriiségfuggvénye
S B - S
f(m)—ggr(%) e"2-z2 x>0

o
ahol T (s) = f et t*71dt a gamma-fiiggvény.
0

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 79

° A y-eloszlds

surisegfiigavveny eloszlasfilggveény

o o o o

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 80

A PPeeloszlds és a polinomidlis
eloszlds kapcsolata
V € Pol(n, p1,pss- 1)

karakterisztikus fliggvénye:

r
n! . i 3 kjtj

= > ————pfiphr . phre 7
Tyl e 1P1 P2 Pr
Vkika,e . kr
k1+ka—+...4+kr=n

= (pleill +p20i"2+---+pre”r)"_
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A JP-eloszlds és a polinomidlis eloszlds
kapcsolata

Ha V = (W1, Va, ...,VT)T egy n,p1,pa,...,pr paraméterii

polinomidlis eloszldsi valdsziniiségi vektorvaltozo,

T Vi—nps)?
akkor 231 % 5 x2 | (n— o).
i=

Ezen a tulajdonsdgon alapulnak a
Chi-négyzet probak!
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° A “Student-eloszlds

Legyenek Y, Xy, X5,...,X,, standard normalis eloszlasu,

teljesen fiiggetlen valdszintiségi véltozdk.

Ekkor + n szabadsagfoku t-eloszldst fog kévetni,
2
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° A ‘Student-eloszlds
striiségfiiggvények szabadsdagfokkal

N A" A3 ) wd
AN AN AN N
,-"‘/\"unzs / f\n=6 ,f’\‘\\ " /f\\.\ "
SN SN SN J b |
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°A Student-eloszlds

X1, Xs,..., X, N(m,D)
teljesen fiiggetlen valdszintliségi valtozok.

Ekkor

X, —
”Tm\/ﬁe N(0,1), ésaz

(n—1)s%2
TTL c X%—l

fiiggetlenek, igy X”Tfm vno X,—-m

(n-1)s%2 sh
DT
n—1
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\/ﬁ ~tn—1

° Az F-eloszlas

Ha X n szabadsagfokii x2-eloszlasti és Y téle

fiiggetlen k szabadsagfokii x2-eloszlast, akkor %

|k [

n, k paraméter{i F- (Fisher-) eloszlds,
Strtiségfiiggvénye:
(=3 p=1 i

(e

1) = ey 25 (k+ m?)_k%n x>0
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° Az F-eloszldas

sunuségfiiggvenyel

elosalastiizevenyek
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° Az F-eloszlas

Ha X n szabadsdgtokd, Y pedig k szabadsdgtoku

x? eloszlasi valtozok fiiggetlenek, akkor az

X R ¢
Z = % eloszldsa n, k szabadsdgfokd F-eloszlds lesz!
&
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° A Lukacs-tétel

Legyenek X1, X5, ..., X, ~ N (m, D) teljesen fiiggetlenek!

n n
~— - \2
1 2 1
Xn=12> X és 2= =2 (Xl — Xn) 82 = —nflsi.
=1 =1
Ekkor
: 1% D
(i) X € N(m, ),
sy msg 2
(“) D2 € Xn—1>
(iii) X, és s2 fiiggetlenek
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° A Lukacs-tétel bizonyitdsa
(i) X, karakterisztikus fiiggvinye:

u u B
t t t
L =Bop |id X;— | = [[Bexp (ix,~ ] = (L) =
ez, (1) (xv(fy_J ;”) i ”‘P(’ ;”> /_J»O,\; (,,)

ot DHENY"
= (i‘,}q) (HHF 2”2 )) 4

amibdl leolvashatd, hogy X,, € N(m, /—%)
vV

Az (i) allitas abbdl kovetkezik, hogy normdlis eloszldsd valtozok
konvolicidja normélis és normalis valtozé konstans-szorosa is
normdlis.
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° A Lukacs-tétel bizonyitdsa

(ii) Segédiétel: Tekintsiik a

n—1 1 1
"oad Lt 1
H -E —-11"=| .
£, =E - :
L oL Ll oa

centrald mitrixot. A képletben az 1 olyan vektort jeldl, melynek mindegyik komponense

Les, B pedig az egységuyitrix.

Ekkor
W) H H = H (idempotens).

b) H, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit,

) det (ﬁ ) =0, rank (g ) —n 1,
4, i,
tértékei az 1 (n— 1)- szeres multiplicitassal, s a 0.

d) H saj
g,
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° A Lukacs-tétel bizonyitdsa

A segédtétel bizonyitdsa:

; 2 g2 g (Llq1! L1117 2 L1t = g L1170 —
a) L2 =p2 B (G117) - (GU)E + 1Y = - 11t =1
b) 4 szimmetrikus trividlisan. Legyen x € " tetszOleges:
2
x’g”x = Xli,, -gﬂx = ‘g”x‘ > 0 pozitiv szemidefinit, sajatértékel nemmega-
tivak.
o) det (IL, - M) = det (L2~ ME2) = dot (I~ VAE, )dew (L, + VAL, ) =0
Tehit, ha A sajitértck, akkor +V\is az. i;:,y esak 1 és 0 lehet sajatérték! Misrészt,
n—1
trace H :'HH =n—1=XA+Xo+ -+ A
= "
esak gy lehet, ha A = Ay = =X ) =1és A, =0.
L n
d) det (g”) = HA, = 0. rank H“) = >, Aj = n—1,mert n—1 darab 1 sajitértéke
—1 i=1
vanl. ’
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° A Lukacs-tétel bizonyitdsa

A segédtételt haszndlva bizonyithatjuk a tétel 2. dllitasdt.
n
. . \2
X'H X =X'X - LxT1n'x = Zj_\f n (X,)" = ns.
=

Legyenck Z; = X; —m € N(0, D), teljesen figgetlenck.

N _
[“:FZ f :;Z(_X, m) =X, —m,
i=1 i=1
. Lo Lo
CEH Z=di= 3 A4 20t = S (N ) (X m)? =
=1 =1

Felhasz:

Aljuk g” spektrilfelbontdis
;Lg". ahol (:,(:,’ =G el

E ¢s L=diag(L.1....,1,0). Igy

2

n—1

ne? —x7 gl gl Ay vyl — r2
nsi =X'H X —2'H 2-2'GLG'"Z - Y'LY = Y V2

Y = G'Z € N,(GO, DE ), azaz

n—1

}Tj € N(0.1) teljesen figgetlenck 7;—;} =Y e X2 -
i=1
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° A Lukacs-tétel bizonyitdsa

(iii) A A, = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektor: g, = —=1 = (—=,—=,...,==)", mert
: NG

Sl —g g =0 lgy Vi

nst =nd = Y Y2 X, = Z,+m = -2V, +m, é Yi-k teljesen fiiggetlenek voltak, fgy
= v h

X, Gs s2 is fiiggetlenck.
Kovetkezmény:
Ha X1, Xa...., X, N(m, D) elosalisbil szirmazd statisztikai minta. akkor az

Xy —m
D

statisztikdk fiiggetlenck, igy

Ve N(0,1), ésaz (”Ar.\r',\

(n — 1 szabadsagfoki Student-closzliasi).

2012.02.09. Dr Ketskeméty LiszI6 eloaddsa 94

° Intervallumbecsi/ések

A kordbbi szakaszokban az ismeretlen paramétervektort a
minta egy filiggvényével, azaz egyetlen statisztikaval
prébdltuk meg kézeliteni. Konkrét realizdciondl tehat, a
paramétertér egy pontjat egy masik ponttal becsiiljik.
Ezért beszéliink pontbecslésrdl. De tudjuk azt is, hogy
folytonos eloszldsokndl, annak valésziniisége, hogy a
valésziniiségi valtozé az értékkészletének éppen egy
tetszdlegesen kivdlasztott pontjat fogja felvenni, nulla.
Tehdt folytonos esetben nulla annak valésziniisége, hogy
éppen a paramétert taldltuk el a becsléssel. Az
intervallumbecsléseknél a mintabél készitett tartomdnyokat
definidlunk, amely tartomadnyok nagy valészinlséggel lefedik
a kérdéses paraméterpontot.
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° Intervallumbecsi/ések

Pontbecslés T,

Intervallum-becslés o N
T.. Ta
\‘/ \‘/
D —— ——— ——
v
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!
° Intervallumbecslések
Legyen adott P valészinfiségi mértékek egy tere és az Xy, Xa...., Xy
statisztikai minta. Legyen 0 < ¢ < 1 ett. Azt mondjuk, hogy a # paraméterhes megad-
tunk egy legalabb 1 — & szignifikanciaszintii konfidenciaintervallumot, ha £ (X1, Xa, ..., X,,)
s by Xy Xo.... . X,.) olyan statisztikik, hogy
Polti(X1, Xa, ..., X)) €0 < ta( X1, Xa,. . X)) 21—
all minden Py € P-re.
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° Intervallumbecslések

Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen virhaté
értékre ismert szérdsd normdlis eloszlds esetében:

Legyen X, X,

o N(m, Dy) eloslishol szdrmazé statisztikai minta, alol Dy > 0
ismert, i € R ismerotlen. Szerkessziink m-re adott 0 < ¢ < 1 mellett (1 — ¢
intervallumot!

ntii konfidencia

2 N 22
uw= A',;nﬂ Vn € N(0,1), azaz a statisztika s i

fiiggvénye: p(x) = =e 7.

e

—ue < u < u) = Blug) — B(—u.) = 28(u.)
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° Intervallumbecslesek

Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen virhaté
értékre ismert szérdsd normdlis eloszlds esetében:

ate Dy
e n) gy
* \/ﬁ)

azaz a

(1 — &)-szintii konfidenciaintervallum m-re.
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° Intervallumbecslések

Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen virhaté
értékre ismeretlen szérdsi normdlis eloszlds esetében:

Legyen X, Xs,

meRisis

Xo Nim, D) eloszlisbil szdrmazd statisztikai minta, ahol D > 0 is és,

eretlen. Szerkessziink me-ve adoit 0 < & < 1 mellett (1 — )-szintii konfidenciain-

tervallimot!

&_m\/ﬁEtn—l-,

B

Minden & > 0 szdmhoz létezik olyan t. > 0 szédm, amellyel P (|t,_1| <t.)=1
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