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A matematikai statisztika 

alapfogalmai

Informatikai Tudományok Doktori Iskola
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Adatbányászat vs Statisztika

• Valamely vizsgált populációra vonatkozólag 
nagymennyiségő, kontrollálatlan adathalmazból 
számítógépes adatkezelı technikákkal, algoritmusokkal a 
populációra vonatkozó hasznos információ, összefüggés 
kinyerése. 
• Az adatok begyőjtése spontán, többnyire véletlen 
folyamatok eredményeképpen, nem tervezett módon 
történik.
• Megjelenése az informatikai világ kiteljesedése 
következtében történt meg. Modern tudományág. Az 
elméleti megalapozás napjainkban folyik.

Adatbányászat
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Adatbányászat vs Statisztika

Statisztika

• A vizsgált populációra vonatkozólag elıre 
megtervezett módon, matematikai elvek figyelembe 
vételével beszerzett adatokkal, a minta feldolgozásával 
állítja elı a sokaságra vonatkozó hasznos 
következtetéseket. 
• A statisztikai mintának reprezentatívnak kell lennie, 
különben a következtetések pontatlanok, megtévesztık 
lesznek!
• A valószínőségszámítással párhuzamosan fejlıdött ki, 
erıs matematikai elméleti háttérrel rendelkezik.
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A statisztika eredete
A statisztika eredetileg államszámtan volt. (Maga a „statisztika” szó
is az „állam” jelentéső latin „status”-ból alakult ki.) A statisztika az 
ókortól kezdve arról tájékoztatta az államok vezetıit, mekkora 
adókat vethetnek ki alattvalóikra és hány katonára számíthatnak egy 
eljövendı háborúban.

A statisztika csak a polgári forradalmak után vált igazi tudománnyá. 
Úttörıi JOHN GRAUNT (1620—1674) és WILLIAM PETTY (1623—1687). 
A kapitalizmusban már nemcsak az államok vezetıit, hanem a tıkés 
vállalkozókat is érdekelni kezdték a statisztikai felmérések, és egyre 
komolyabb matematikai eszközöket használtak föl adataik feldolgozására, 
egyre növekvı haszonnal, például a biztosításban.
A jó biztosítás alapja a pontos felmérés és a helyes matematikai 
következtetés. A XVII. század óta a matematikai statisztika fokozatosan 
a matematika önálló ágává fejlıdött, amelynek fı célja: minél megbízhatóbb 
hasznosítható információt nyerni a felmérési, megfigyelési és mérési 
adatokból: a statisztikai mintából. 

Székely J. Gábor „Paradoxonok a véletlen matematikájában”
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Statisztika bonmotok

„Csak abban a statisztikában hiszek, amit én magam hamisítok”
„A statisztika olyan, mint a bikini: sok minden megmutat, de a lényeget 
eltakarja. ” W. Churchill

„Kis hazugság, nagy hazugság, statisztika!” Benjamin Disraeli 

"A statisztika nem ad választ minden tudásra."

„Az élet voltaképp nem más, mint a halál statisztikai hibája.”

„Az éhezıket nem lehet statisztikával táplálni” Lloyd George

„Nagy barátja vagyok a statisztikának; nem mintha azt hinném, hogy az 
csakugyan annyit bizonyít, mint sokan felteszik, hanem azért, mert mióta 
minden állításnak statisztikai adatokkal való támogatása divattá vált, a 
hamis tételek felállítása valamivel több nehézséggel jár, s a tudományos 
paradoxonok alkotói badarságaikat legalább jobb rendszerben adják elı.”

Eötvös József
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AlapfogalmakAlapfogalmak

- Sokaság, populáció, véletlen kísérlet

- Statisztikai minta, minta realizáció

- Statisztikai mintavétel

- Statisztika

- Paraméter

- Statisztikai becslés
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Statisztikai sokasStatisztikai sokasáág, populg, populáácicióó
A vizsgálat tárgyát képezı nagyszámú de véges

elemszámú egyedek halmaza. A halmaz egészének kevés 
adattal történı tömör jellemzése, és a populáció
egyedeinek leírására bevezetett változók közötti 
kapcsolatok leírása a célunk. Arra nincs lehetıség 
(erıforrás), hogy  a populáció minden egyes elemérıl 
adatokat szerezzünk be.

- Magyarország állampolgárai

- Egy egyetemi kar hallgatói

- Az érvényes forgalmival rendelkezı autók halmaza

- Egy adott termék vásárlóinak halmaza

- Egy TV csatorna nézıinek halmaza
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Egy vEgy vééletlen kletlen kíísséérlet megfigyelrlet megfigyelééseseA statisztikai elemzés tárgya lehet egy véletlen kísérlet is, ami 
idıben változatlan körülmények között elvileg akárhányszor 
lejátszódhat. A valószínőségszámítás tárgyalásában ezt 
KKKK–val jelöltük.

- A lottóhúzás
- Egy szerver mőködése
- Budapest januári átlaghımérséklete
- Egy gyümölcsös terméshozama
- Egy új gyógyszer hatása
- Egy reklámkampány hatásossága
- Egy populáció egyedének véletlen kiválasztása

Statisztikai sokasStatisztikai sokasáág, populg, populáácicióó
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Statisztikai minta realizStatisztikai minta realizááltjaltja

A populáció egy kis elemszámú részhalmazára vonatkozó
megfigyelések adatai. A minta úgy kell, hogy tükrözze a 
populáció tulajdonságait, ahogy a cseppben látjuk a 
tengert. Azaz a minta reprezentatív kell, hogy legyen. 

- Egy felmérésbe bevont magyar állampolgárok halmaza
- Egy adott elıadásra belátogatott hallgatók halmaza
- Adott biztosítóval szerzıdött autók halmaza
- Egy adott napon megkérdezett vásárlók halmaza
- Egy nézettségi felmérésbe bevont TV nézık halmaza
- Budapest januári középhımérséleteinek adatai
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MintavMintavéételeztelezéési eljsi eljáárráásoksok
A populáció minden egyes elemének ugyanakkora esélyt 
kell biztosítani a mintába kerüléshez. 

A minta elemszámának elég nagynak kell lennie ahhoz, 
hogy a következtetéseink átvihetık lehessenek a 
populációra is.

Rétegzett mintavételezés: A populációt adott szempontok 
szerint csoportokba osztjuk, és a csoportok arányait a 
mintában is megtartjuk

Véletlen mintavételezés: A mintába kerülı egyedeket 
sorsolással választjuk ki.

Cenzus: népszámlálás
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Eset

A minta egy eleme, az adatmA minta egy eleme, az adatmáátrix egy sora.trix egy sora.

Adatmátrix

nn db eset db eset éés s pp db vdb vááltozltozóó adatainak madatainak máátrixba rendezett trixba rendezett 
alakzataalakzata

Mintaelemszám

Az adott minta  elemeinek szAz adott minta  elemeinek szááma. Egy adatmma. Egy adatmáátrix sorainak trix sorainak 
szszááma.ma.

Változó

A populáció egy mérhetı jellemzıje. Az adatmátrix egy 
oszlopa.

AlapfogalmakAlapfogalmak
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PPééldldáák vk vááltozltozóókrakra

- Magyarország állampolgárai: fizetés; kor; nem; párt stb.

- Egy egyetemi kar hallgatói: gönygyölt tanulmányi átlag;
neptun-kód; nem; szak; teljesített kreditek száma stb.

- Az autók halmaza: gyorsulás; fogyasztás; lóerı; típus;...

- Egy adott termék vásárlóinak halmaza: vélemény az
árról; minıségrıl;...

- Egy TV csatorna nézıinek halmaza: kor; nem; tetszési 
index; iskolázottság; stb.
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StatisztikaStatisztika

A minta realizáció adataiból adott képlettel számolt adat a 
statisztika számított értéke. 

átlag, standard szórás, medián, kvartilis, ferdeség, 
lapultság, módusz, gyakoriság, próbastatisztikák, stb. 
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A matematikai statisztika alapmodelljeA matematikai statisztika alapmodellje

KKKK a véletlen kísérlet

ΩΩΩΩ a lehetséges kimenetelek halmaza

PPPP a lehetséges valószínőségi mértékek halmaza

AAAA a megfigyelhetı események halmaza

Az elemzésünk célja, hogy ebbıl a 
halmazból kiválasszuk a tényleges 
valószínőséget! Legalább is egy jó
helyettesítı egyedet.
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A vA vááltozltozóó matematikai fogalmamatematikai fogalma

X: ΩΩΩΩ →→→→ RRRRRRRR a vizsgált valószínőségi változó

X-nek minden P ∈ ∈ ∈ ∈P P P P esetén megadható az eloszlásfüggvénye!

FX ( t ) = P( X< t ) minden P ∈ ∈ ∈ ∈PPPP –re!

F = {FX ( t ) : FX ( t ) = P( X< t ) minden P ∈ ∈ ∈ ∈PPPP –re}

Feladatunk tehát, ebbıl a 
halmazból kiválasztani a valóságot 
legjobban leíró eloszlásfüggvényt!
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A statisztikai minta fogalmaA statisztikai minta fogalma

Az X valószínőségi változóval azonos eloszlású, egymással 
teljesen független X1, X2,…, X n valószínőségi változók 
együttesét statisztikai mintának nevezzük.

X eloszlásfüggvénye a minta eloszlásfüggvénye is.
n a mintaelemszám.
Xi a minta i-edik eleme.

Egy mintavételezéskor tulajdonképpen megfigyeljük 
a KKKK véletlen kísérletet, azaz megállapítjuk melyik ω ω ω ω ∈∈∈∈ ΩΩΩΩ

kimenetele realizálódott.

AzX1(ω) = x1, X2(ω) = x2,…, X n(ω) = xn szám n-est nevezzük 
a minta realizációjának.

A matematikai modellben a 
minta tehát teljesen 
független, azonos eloszlású
valószínőségi változók 
sorozata…

A gyakorlati 
alkalmazásokban pedig n 
db szám!
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A statisztikai minta fogalmaA statisztikai minta fogalma
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Egy pEgy péélda I.lda I.

Tekintsük az USA-ban, Európában és Japánban a
70-es, 80-as években gyártott gépjármővek halmazát! 

Populáció

Változók
mpg hány mérföldet tesz meg egy gallon üzemanyaggal
engine hengerőrtartalom inch3-ben
horse motorteljesítmény lóerıben
weight   az autó súlya fontban
accel hány sec alatt éri el a 60 mph/hour sebességet
year a gyártás éve (utolsó két számjegy: 19..)
origin a gyártóhely: 1-USA, 2-Európa, 3-Japán
cylinder a hengerek száma (3, 4, 5, 6, 8)
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Egy pEgy péélda II.lda II.

A populációhoz képzünk egy n=406 elemő mintát!
Azaz az 1970 és 1982 között a térségekben le-
gyártott gépjármővek közül kiválasztunk 406-ot
és megmérjük a változókhoz tartozó értékeket.
Az adatokat egy mátrixba foglaljuk. 
Az adatmátrixban olvasható adathalmaz lesz a minta-
realizáció. Tudjuk, hogy a mintavételezéskor a vélet-
lentıl függött, hogy melyik autót vizsgáltuk meg, azaz
kaphattunk volna másik adatmátrixot is!

A statisztikai minta egy absztrakcióval nyert fogalom:
a mintarealizáció csupán egy lehetséges értékfelvétele.
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Egy pEgy péélda III.lda III.

Az adatmátrix elsı 17 esete:

2012. 02. 09. Dr Ketskeméty László elıadása 21

Egy pEgy péélda IV.lda IV.

értékcimkék
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Egy pEgy péélda V.lda V.

Gyakoriságok
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Egy pEgy péélda VI.lda VI.

Gyakoriságok
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Egy pEgy péélda VII.lda VII.

Gyakoriságok
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Egy pEgy péélda VIII.lda VIII.

A leíró statisztikák számított értékei:
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A statisztika matematikai fogalmaA statisztika matematikai fogalma

Legyen tn egy n-változós valós függvény. Akkor a 
statisztikai minta Tn=tn(X1,X2,…,Xn) függvényét 
nevezzük statisztikának.

A statisztika egy valószínőségi változó, aminek 
eloszlásfüggvényét a minta eloszlásfüggvényébıl lehet
kiszámolni.

A Tn=tn(X1,X2,…,Xn) szám (amikor az argumentumba
a mintarealizáció értékeit helyettesítjük,
a statisztika számolt értéke.
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A szóródást jellemzı statisztikák
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Az eloszlást jellemzı statisztikák
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LAPULTSÁG (curtosis)
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A rendezett minta statisztikA rendezett minta statisztikáák I.k I.
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A rendezett minta statisztikák II.
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Az empirikus eloszlásfüggvény

, ahol

Az empirikus eloszlásfüggvény 
minden x helyen egy lépcsıs 
eloszlásfüggvény lesz.

Ugyanakkor az eloszlásfüggvény 
a statisztikai minta függvénye 
is, azaz minden x helyen 
valószínőségi változó lesz

A rendezett minta statisztikák III.
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A matematikai statisztika alaptA matematikai statisztika alaptéételetele

GlivenkoGlivenko--CantelliCantelli--ttéételtel

Az empirikus eloszlásfüggvény 1 valószínőséggel,
egyenletesen konvergál az eloszlásfüggvényhez.
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A paramA paramééterter

F = {FX ( t, υ) : υ ∈Θ }

Tegyük fel, hogy a minta eloszlásfüggvénye 
képletét egy υυυυ paraméter konkretizálja. 
Ha ismerjük az értékét, meg tudjuk pontosan adni
az eloszlásfüggvényt:

Egy adott statisztikai minta 
segítségével a υυυυ paraméter 
megbecslése a célunk!
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Példa paraméteres problémákra

1. Egy joghurt zsírtartalmát ellenırzik. A laborban σ
pontossággal meg tudják mérni a zsírtartalmat. A mérés a
pontos érték körül a normális eloszlás szerint ingadozik.
Ha vesznek egy mintát, akkor a minta eloszlása N(υ, σ)!

2. Egy brókerirodában m ügyfél kötvényeit kezelik. 
Egy ügyfél υ valószínőséggel kér eladást/vételt az
irodától. A napi tranzakciók száma Bin(m, υ) eloszlást követ.
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A paraméter becslése

A υυυυ paraméter becsléséhez valamilyen alkalmas 
Tn statisztikát használunk: Tn     ≈≈≈≈ υυυυ.

Egy ismeretlen számot 
(a υ-át) egy valószínőségi 

változóval becsüljük! Mikor jó egy ilyen becslés???
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A paraméter becslése I.

Torzítatlanság

A Tn statisztika a υ paraméter torzítatlan becslése, ha ETn = υ.

Valószínőségszámításból tanultuk, hogy egy valószínőségi 
változó az összes szám közül éppen a várható értéke körül 
ingadozik a legkisebb mértékben.

A torzítatlanság azt jelenti, hogy a 
becslı statisztika éppen a becsülendı
paraméterérték körül fogja felvenni 
az értékeit. Lövészhasonlattal: „a 
találathoz a célkereszt jól van 
beállítva, nem hord félre a fegyver.”
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A paramA paramééter becslter becsléése II.se II.
A becsülendı
paraméter, υ.

Egy torzítatlan becslı
statisztika realizáltjai a minta 
elemszám függvényében.

Egy nem torzítatlan becslı
statisztika realizáltjai. 
Ilyen statisztika torzított.
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A paraméter becslése III.

Aszimptotikus torzítatlanság

Ha a torzítatlansági feltétel csak n→ ∞ esetben igaz:
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A paramA paramééter becslter becsléése IV.se IV.

Konzisztencia

Ha garancia van arra, hogy a minta elemszám növekedtével 
növekszik a becslés pontosságának valószínősége, konzisztens 
becslésrıl beszélünk:

A statisztika, mint valószínőségi 
változó sorozat, sztochasztikusan 
konvergál a υ konstanshoz!
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A paraméter becslése V.

Erıs konzisztencia

Azok a torzítatlan becslések, melyeknél a variancia a minta 
elemszám növekedtével 0-hoz tart:

A Csebisev-egyenlıtlenségbıl következik, hogy az erısen 
konzisztens statisztikai becslések egyben konzisztensek 
is lesznek. A megfordítás általában nem igaz!

Csak a konstansnak lehet 0 a 
varianciája. Tehát, ha n elég nagy, 
a becslés gyakorlatilag a 
paramétert adja!
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A paraméter becslése VI.

Konzisztencia, erıs konzisztencia

A becslés és a paraméter 
eltérése az n növekedtével
csökkenni fog!
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A paraméter becslése VII.

Hatásosság

Két torzítatlan becslés közül nyilván a kisebb varianciájú
a jobb, hiszen kisebb mértékben ingadozik a paraméter körül!
Azaz, a Vn statisztika hatásosabb Wn-nél, ha

Egy torzítatlan becslés akkor lesz hatásos, ha varianciája 
minden más torzítatlan becslés varianciájánál kisebb!

Csak egyetlen hatásos becslés van! (Ezt 
kell megkeresni egy adott paraméter-
becslési problémához!)
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A paraméter becslése VIII.

Hatásosság

A torzítatlan becslések közül azt kell 
alkalmaznunk, amelyiknek a legkisebb a 
varianciája. Ez fog a legkisebb mértékben 
ingadozni a paraméter körül, ilyenkor 
kevesebb megfigyeléssel is jó becslés 
kapható.
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Példák becslésekre I.

Legyen a becsülendı paraméter most az X várható értéke:

Megmutatható, hogy az átlagstatisztika torzítatlan:
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Példák becslésekre II.

Ha még azt is tudjuk, hogy D2X < ∞ , akkor az 
átlag erısen konzisztens is:

A lineáris becslések között az átlag a hatásos:
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Példák becslésekre III.
Legyen a becsülendı paraméter most az X varianciája:

Az empirikus szórásnégyzet aszimptotikusan torzítatlan,
a korrigált empirikus szórásnégyzet pedig torzítatlan becslés!

2012. 02. 09. Dr Ketskeméty László elıadása 51
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Összefoglalva:

• az átlagstatisztika a minta várható értékének –mint paraméternek-
torzítatlan becslése. Ha a mintának létezik szórása, akkor ez a becslés 
erısen konzisztens is.

• A minta tapasztalati szórásnégyzete a minta varianciájának –mint 
paraméternek- aszimptotikusan torzítatlan becslése. Ha a mintának 
létezik negyedik momentuma, akkor a becslés konzisztens is.

• A minta korrigált empirikus szórásnégyzet statisztika a minta 
varianciájának torzítatlan becslése. Ha a minta negyedik momentuma 
létezik, akkor erısen konzisztens becslése.
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Az elégséges becslés

• A statisztikák elvárt, jó tulajdonságai 
között alapvetı fontosságú az 
elégségesség. Ezen azt fogjuk érteni, hogy 
a statisztika a minta eloszlásának 
paraméterére vonatkozóan minden 
információt magába sőrít, egymaga képes 
helyettesíteni a mintát. A paraméterek 
becsléseihez a megfelelı statisztikákat 

„elégséges” az elégséges statisztika 
függvényei között keresni.
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Az elégséges becslés
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Rao-Blackwell-Kolmogorov tétel

Ha létezik hatásos (legjobb 
torzítatlan) becslés, akkor elég 
azt az elégséges becslés 
függvényei között keresni!

2012. 02. 09. Dr Ketskeméty László elıadása 56

Neymann-Fisher faktorizációs tétel

Ennek a tételnek a 
segítségével lehet 
ellenırizni egy statisztikáról 
azt, hogy elégséges-e.
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Cramer-Rao-egyenlıtlenség

A Cramer-Rao-egyenlıtlenség elvi alsó korlátot ad 
a torzítatlan becslések szórásnégyzeteire. Ha egy 
statisztikára belátjuk, hogy szórásnégyzete éppen 
az alsó korláttal egyenlı, akkor az biztosan 
hatásos, sıt az egyetlen hatásos becslés!
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Cramer-Rao-egyenlıtlenség
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Cramer-Rao-egyenlıtlenség

Példák:

1. Az átlagstatisztika hatásos normális esetben

2. Az átlagstatisztika hatásos exponenciális esetben

3. Az átlagstatisztika hatásos Poison esetben

4. Az a korrigált empirikus szórásnégyzet hatásos 
normális esetben
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A maximum likelihood becslés

A módszer alapgondolatai a következık:
1. A mintánk eloszlásfüggvénye a υυυυ paramétertıl függ.
2. Ha egy kísérletnél több esemény is bekövetkezhet, 

legtöbbször a legnagyobb valószínőségő eseményt fogjuk 
megfigyelni.

3.  A sokaságra vett mintavételezés során kaptunk egy 
realizációt. Feltételezzük, hogy azért éppen ezt a 
realizációt kaptuk, és nem mást, mert az összes 
realizációk közül ennek volt a legnagyobb a bekövetkezési 
valószínősége. 

4.  Vegyük tehát, az összes lehetséges υυυυ paraméter közül 
azt, amelynél éppen kapott realizáció bekövetkezése a 
maximális.
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A maximum likelihood becslés,diszkrét eset
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A maximum likelihood becslés,

Poisson-eloszlás
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A maximum likelihood becslés,

Poisson-eloszlás
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A maximum likelihood becslés,

folytonos eset
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A maximum likelihood becslés,

normális eloszlás, ismert szórás esetén
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A maximum likelihood becslés,

normális eloszlás, ismert szórás esetén
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A maximum likelihood becslés,

normális eloszlás, két paraméteres eset
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A maximum likelihood becslés,

normális eloszlás, két paraméteres eset
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A maximum likelihood becslés,

normális eloszlás, két paraméteres eset
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A maximum likelihood becslés

Általános feltételek mellett megmutatható, hogy a 
maximum-likelihood becslés konzisztens, 
aszimptotikusan normális eloszlású, és ha van 
elégséges statisztika, akkor a maximum likelihood
statisztika éppen azt adja meg!
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A maximum likelihood becslés
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A maximum likelihood becslés
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A maximum likelihood becslés
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A maximum likelihood becslés

A tétel bizonyítása megtalálható az 

http://www.szit.bme.hu/~kela/stat.pdf internetes jegyzetben a 

32.-35. oldalon.
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A momentumok módszere
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A momentumok módszere

A normális eloszlás paramétereinek becslése a 
momentumok módszerével:
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A momentumok módszere

A Poisson eloszlás paraméterék becslése a momentumok 
módszerével:
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A normális eloszlásból származtatott 

folytonos eloszlások

A A  χ χ χ χ χ χ χ χ22--eloszleloszlááss

A A         StudentStudent--eloszleloszlááss

Az Az         FF--eloszleloszlááss

A LukA Lukáácscs--ttéételtel
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A  χ χ χ χ2-eloszlás
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A  χ χ χ χ2-eloszlás
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A  χ χ χ χ2-eloszlás és a polinomiális

eloszlás kapcsolata
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A  χ χ χ χ2-eloszlás és a polinomiális eloszlás 

kapcsolata

Ezen a tulajdonságon alapulnak a 
 Chi-négyzet próbák!
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A     Student-eloszlás
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A     Student-eloszlás

sőrőségfüggvények szabadságfokkal
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A     Student-eloszlás
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Az     F-eloszlás

.
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Az     F-eloszlás
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Az     F-eloszlás
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A Lukács-tétel
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A Lukács-tétel bizonyítása

Az (i) állítás abból következik, hogy normális eloszlású változók 

konvolúciója normális és normális változó konstans-szorosa is 

normális.
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A Lukács-tétel bizonyítása
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A Lukács-tétel bizonyítása
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A Lukács-tétel bizonyítása
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A Lukács-tétel bizonyítása

Következmény:
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Intervallumbecslések

A korábbi szakaszokban az ismeretlen paramétervektort a 
minta egy függvényével, azaz egyetlen statisztikával 
próbáltuk meg közelíteni. Konkrét realizációnál tehát, a 
paramétertér egy pontját egy másik ponttal becsüljük. 
Ezért beszélünk pontbecslésrıl. De tudjuk azt is, hogy 
folytonos eloszlásoknál, annak valószínősége, hogy a 
valószínőségi változó az értékkészletének éppen egy 
tetszılegesen kiválasztott pontját fogja felvenni, nulla. 
Tehát folytonos esetben nulla annak valószínősége, hogy 
éppen a paramétert találtuk el a becsléssel. Az 
intervallumbecsléseknél a mintából készített tartományokat 
definiálunk, amely tartományok nagy valószínőséggel lefedik 
a kérdéses paraméterpontot.
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Intervallumbecslések

Pontbecslés

Intervallum-becslés
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Intervallumbecslések
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Intervallumbecslések

Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen várható
értékre ismert szórású normális eloszlás esetében:
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Intervallumbecslések

Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen várható
értékre ismert szórású normális eloszlás esetében:
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Intervallumbecslések

Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen várható
értékre ismeretlen szórású normális eloszlás esetében:


