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1. fejezet

Parameéterbecslések

1.1. Alapfogalmak

A matematikai statisztika alapmodellje:

o K a véletlen kisérlet
e () a lehetséges kimenetelek halmaza
o A a megfigyelhet6 események halmaza

o P a lehetéges valdszintiségi mértékek halmaza

Az elemzésiink célja, hogy P-bdl kivilasszuk a tényleges valoszintiséget, de legalabbis egy
j6 helyettesit egyedet.

Statisztikai minta: Az X valészintségi valtozdval azonos eloszlasi, egymassal teljesen fiig-
getlen X1, Xo, ..., X, valoszintiségi valtozok egylittesét statisztikai mintdnak nevezziik.
Egy mintavételkor tulajdonképpen megfigyeljiik a K véletlen kisérletet, azaz megéllpitjuk,
hogy melyik w € Q lehetséges kimenet realizalodott. Az X;(w) = x;..., Xp(w) = 2, szé&m
n-est nevezziik a minta realizacigjanak.

Statisztika: Legyen t, egy n-valtozos valos fliggvény. A statisztikai minta t,, (X7, Xo, ..., Xp,)
fliggvényét nevezziik statisztikanak. A statisztika egy valosziniiségi valtozo, aminek elosz-
lasfiiggvényét a minta eloszlasfiiggvényeébdl lehet kiszamolni. A T,, = t,(x1, 2, ..., Ty ) sSzAM
a statisztika szamolt értéke.

Paraméter: Tegyiik fel, hogy a minta eloszlasfiiggvényének képletét egy v paraméter konk-
retizalja, pl. normalis eloszlas varhato értéke, szorasa; binomidlis eloszlas paraméterei (n
és k). Ha ismerjiik a paraméter értékét, pontosan meg tudjuk adni az eloszlasfiiggvényt —
cél: adott statisztikai minta segitségével a ) paraméter becslése egy alkalmas statisztikaval.

1.2. A matematikai statisztika alaptétele (Glivenko-Cantelli)

Empirikus eloszldsfiigguény:
0 ha z < X7y
ha X} <z < X}, ahol X[ a rendezett minta i-dik eleme

Femp($) = k41>
ha z > X

k
n
1



Glivenko-Cantelli tétel: P(limy, o0 SUP,ep |Femp(z) — F(x)] = 0) = 1, vagyis az empirikus
eloszlasfiiggvény 1 valoszintiséggel, egyenletesen konvergél az eloszlasfiiggvenyhez. (E miatt
a tetel miatt van egyéltalan értelme beszélni a matematikai statisztikarol.)

1.3. A j6 becslések tulajdonsagai

Torzitatlansdg: ET,, = ¢, vagyis a becsld statisztika pont a becsiillendd paraméterérték
koriil fogja felvenni az értékeit. Indok: egy valoszintiségi valtoz6 az 6sszes szam koriil épp
a varhato6 érték koriil ingadozik a legkisebb mértékben

e Aszimptotikus torzitatlansig: a torzitatlansagi feltétel csak n — oo esetében igaz

Konzisztencia: Ye > 0-ra lim,_,o P(|T),, — 9| > €) = 0, vagyis garancia van arra, hogy a
minta elemszam noévekedtével ndvekszik a becslés pontossaganak valészintisége

e Erds konzisztencia: torzitatlan becslés, ahol az elemszdm novekedtével a szérdsnégy-
zet (variancia, D?T,,) 0-hoz tart. Az erdsen konzisztenc statisztikai becslések egyben
konzisztensek is

Hatdsossdg: torzitatlan becslés, melynek variancidja minden mas torzitatlan becslés va-
rianciajanal kisebb. Logika: két torzitatlan becslés koziil a kisebb szoérdsnégyzeti a jobb,
hiszen kisebb mértékben ingadozik a paraméter koriil, vagyis kevesebb megfigyeléssel is jo
becslés kaphat6é. Hatésos becslésbél egyetlen egy 1étezik csak, ezt érdemes megkeresni egy
adott paraméter-becslési problémahoz

e A Cramer-Rao egyenldtlenség elvi also korlatot ad a torzitatlan becslések szérasnégy-
zeteire. Ha egy statisztikara belatjuk, hogy a szérasnégyzete éppen az alsé korlattal
egyenld, akkor az biztosan a hatasos becslés

Elégségesség: a mintanak t,-re vonatkozé egyiittes feltétel stirdségfiiggvénye nem tartalmaz-
za a ¥ paramétert, vagyis a becslés egymaga képes helyettesiteni a mintat, a paraméterre
vonatkozéan minden informéciét magaba strit

e Rao-Blackwell-Kolmogorov tétel: ha létezik hatasos (legjobb torzitatlan) becslés, ak-
kor elég azt az elégséges becslés fiiggvényei kozott keresni:
3h() + Ey(h(Tn)) = 9(9),05(h(T)) < 0F(tn), s h(Tn) = Ey(tn|Ty), ahol T, a
statisztika szamitott értéke, g a fiiggvény tetszéleges torzitatlan becslése

o Ay elégségességet a Neymann-Fisher faktorizécios tétellel lehet ellendrizni:
A T, statisztika a ¢ paraméternek akkor és csak akkor elégséges becslése, ha Jk :
R" — R és g : R? — R fiiggvények, hogy V(z1, ..., z,) € R" és V-ra
Ly(x1,...,xn) = k(z1,...xp) - g(Tn(x1, ..., xy,), ), ahol Ly(z1,...,z,) a minta egyiittes
strdségfiiggvénye



2. fejezet

Becslési modszerek

2.1. Maximum likelihood becslés

A modszer alapgondolata, hogy ha egy kisérletnél tobb esemény is bekovetkezhet, akkor
legttbbszor a legnagyobb valoszintiségi esetményt fogjuk megfigyelni. Kévetkeztetésképp,
azért kaptuk azt a mintat, amit, mert ennek a bekdvetkezésnek volt a legnagyobb a va-
loszintisége. Tehat, az 6sszes lehetséges 9 paraméter koziil vegyiik azt, amelynél a kapott
realizacié bekovetkezése a maximalis! Képletesen: a paraméter maximum likelhood becslése
az a t, (X1, Xo, ..., X,,) statisztika, melyre L(z,t,(x)) = maxyL(x,9) !.

A maximum meghatarozésahoz L(x,d) ¥ szerinti els6 derivéltjanak zérushelyeit keressiik.
A zérushelyek koziil az a maximum, ahol a L(x,d) 9 szerinti méasodik derivaltja negativ.
Megjegyzés: ha L(x,9) derivilasa tul nehéz, érdemes a logaritmusat venni (log-likehood
fiiggvény, I(x,v)) és azzal szamolni. Mivel a logaritmus fiiggvény szigorian monoton ng,
ezért nem torzitja a zérushelyeket. (T6bbparaméteres esetben paraméterenként vizsgaljuk
az els6 derivaltakat és a Hesse-matrix alapjan dontiink a maximum helyrél. Maximum
esetén a matrix diagonalis és az els§ diagonal elem negativ.)

Cramer-Dugue-tétel: Tegyiik fel, hogy t, a ¥ paraméter maximum-likelihood becslése. Le-
gyen a minta strtiségfiiggvénye fy(z), ¥ € (a,b), ami kielégiti az alabbi feltételeket:

o létezik ln( fo (m)) elsé 3 derivéltja,

e létezik Hy(x), Ho(x), H3(x), amelyek az indexnek megfelel§ derivéaltak abszolat érté-
keinek fels6 becslései, Hy(z) és Ho(x) teljes szdmegyenesen vett integréltjai léteznek,
Hs(x) - fo(x) teljes szamegyenesen vett integralja feliilr6l korlatos és

e 0< (V)= [T (alng;;(x))Q - fo(x)dz < o0

o0

Ekkor t,, a 9 paraméter konzisztens becslése és aszimptotikusan normaélis eloszlasa. (Plusz-
ban: ha létezik elégséges statisztika, akkor éppen azt adja meg, bar ez a tulajdonsiag nem
tartozik a tételhez.)

2.2. A momentumok modszere

Legyen adott a valoszintiségi mértékek egy tere és az X, Xo, ..., X, statisztikai minta.
Tegyiik fel, hogy létezik az els6 k momentum (m; = EyX)/), és Elgj_l(ml,mg, M) =

'L(x,9) a likelihood-fiiggveny (37, Py(X; = z;) diszkrét esetben és [[7_, fo(z;) folytonos esetben.



v;. Tekintsiik az 1m;

=150, Xij empirikus momentum statisztikdkat. Ekkor az m; =
g{l(ml, ...,My;) statisztikak a ; paraméterek momentumos becslései.

2.3. Normalis eloszlasbo6l szarmaztatott eloszlasok

Név

Strtségfiiggvény

Szarmaztatasa

x>2-eloszlas W(n/?) ce /2. (/21 standard normaélis, fiiggetlen
x>0 valtozok négyzetosszege
I'(s) = fooo et s—1gt x2-eloszlast kovet

Student-eloszlas

nt+T1

INE==3) 2
F(l/2)12(n/2) -1/ <1+1?12/n>
r €R

standard normalis, fiiggetlen
valdszintiségi valtozok esetén

—Y ¢ -eloszlast kivet
X XE
. . F(n+k) k/2)—1 7k+Tn 2 2 .
Fisher-eloszlas F(nﬂ%(k) - z(k/2)— (k + n:r) X € x5, Y € x; és fig-
x>0 getlen X-t61, akkor % Fy k-

eloszlast kovet

Lukdcs-tétel: Legyenek X1, Xo,...X,, € N(m, D) teljesen fiiggetlenek. Ekkor

e az atlag N(m, %) eloszlast kovet

ns2 2
L4 D; S Xn—l

e az atlag és s2 fiiggetlenek

2.4. Konfidencia intervallumok

Eddig az ismeretlen paramétervektort a minta egy fiiggvényével, azaz egyetlen statisztikaval
probaltuk meg kozeliteni. Konkrét realizacional tehédt, a paramétertér egy pontjit egy
masik ponttal becsiiljiik (pontbecsiés).

Folytonos eloszlasoknél azonban annak val6szinésége, hogy a valdszingségi valtozd az ér-
tékkészletének éppen egy tetszblegesen kivalasztott pontjat fogja felvenni, nulla. Tehat
folytonos esetben nulla annak valdszinGsége, hogy éppen a paramétert talaltuk el a becs-
léssel. Az intervallumbecsléseknél a mintabol készitett tartomanyokat definiadlunk, amely
tartomanyok nagy valdszingséggel lefedik a kérdéses paraméterpontot.

Legyen adott a valészintiségi mértékek egy tere és az Xy, Xo,..., X,, statisztikai minta.
Legyen 0 < € < 1 rogzitett. A ¥ paraméterhez megadhatunk egy legalabb 1 — € szigni-
fikanciaszint konfidencia-intervallumot, ha ¢1(X1, Xo, ..., X,) és t2(X1, X2, ..., X,,) olyan
statisztikak, hogy: Py(t1(X1, Xo, ..., X)) < ¥ < ta(X1, Xo, ..., Xp)) > 1 — € mindig igaz.



3. fejezet

Statisztikal hipotézisvizsgalat

3.1. Hipotézisek, probastatisztika, kritikus tartomany

Adott a K véletlen kisérlet, az {2 eseménytér, a lehetséges valoszintiségek halmaza P és a
felette értelmezett P Kolmogorov-féle valoszintiségi mezd. Tegyiik fel, hogy P két diszjunkt
halmazra bonthaté: Py és Pi. Statisztikai probat akarunk kidolgozni annak elddntésére,
hogy Hg : P € Py nullhipotézis igaz-e. Ha tigy kell dénteniink, hogy a null hipotézis nem
igaz, akkor automatikusan a Hy : P € Py alternativ hipotézist fogjuk elfogadni. A déntéshez
szignifikancia szintet rendeliink, amivel jellemezziik, hogy mennyire erés a dontésiink.

Kritikus érték: Ve € (0,1) szamhoz megadhatok Kj(e) < Ko(e) kritikus értékek ugy, hogy
P,(Ki(e) < T, < Ka(e)) > 1—¢€, v € OBy.

Flfogaddsi tartomdny: X, = {x € R" : Ki1(e) < T,, < Ks(€e)}. Ha z € X,, akkor a Hy
hipotézist elfogadjuk a e szignifikancia-szinten (z a mintarealizacio).

Kritikus tartomdny: X = R" \ X,

3.2. Elsé - és masodfaji hibaval6szintiség

A dontésiink nem lesz minden esetben helyes, elképzelhets, hogy hibasan dontiink.

3.1. dbra. Hibafajtdk

B ———

Eloszlas a nullhipotézis
mellett A valodi eloszlas

(o) ()

2017[ Maisodfajua hibavalésziniiség




Elséfaji hiba: Hi-et fogadjuk el, minkdzben Hy igaz. Ennek értékét tudjuk befolyasolni,
altalaban 5-10%-ra valasztjuk.

Masodfaji hiba: Hop-t fogadjuk el, mikézben Hp az igaz. A méasodfaju hiba értékét nehéz
megallapitani.

A két hibafajta kozott trade-offot kell taldlni, ha az egyiket cstkkentjiik, a mésik ndni

fog. A hibavaldszintiségeket csak tgy tudjuk csokkenteni, ha néveljilk a mintaelemszamot
(mivel igy a strdségfiiggvények szorasa csokken)

Tovabbi vonatkozo tételek:

e Neyman-Pearson fundamentdlis lemma: Adottak a minta striségfiiggvényei Py és
P, valoszintiségi mértékekre (fo és f1), melyeknek egyiittes siirtségfiiggvényei Lo
és L1. Amennyiben donteni szeretnénk a null hipotézisrsl az alternativ hipotézissel
szemben, akkor

— tetszbleges 0 < € < 1 esetén Jeg > 0 és 0 < 7 < 1 sz&m, amivel a
1 ha Li(x) > coLo(x)
O(x)=<T1 ha Ly (z) = coLo(z)
0 ha Lq(z) < coLo(x)
dontésfliiggvény olyan véletlenitett probahoz tartozik, aminek e a terjedelme
— az el6bb definialt préoba egyenletesen legjobb préba
— ha ®x egy € terjedelmi legjobb préba, akkor
Po(P(x) =P« (2) =P1(P(z) =D x(z)) =1

E lemma segitségével lehet rogzitett elséfaju hibavaldsziniiséghez a lehet legkisebbb
mésodfaji hibavalészintségii probat megkonstrualni

e Stein-lemma: Adottak a minta strdségfiiggvényei Pg és P1 esetén, melyeknek relativ

entropiaja [D(fol|f1)] = |Ep,loge }c‘fgig véges. Legyen «, az els6faju hibavaloszini-

ség, B, pedig a masodfaju hibavaldszintség. Legyen [, ., 0 < € < 1/2 a legfeljebb €
terjedelmii probak esetén a minimalis mésodfaja hibavalészintiség.
Ekkor limy,—o0logafn.c = —D(fol|f1)

3.3. Eréfiiggvény, préba konzisztenciaja, torzitatlansaga, ereje

Eréfigguény: E(e,n,P) =P((X1,X2,..Xn)T € &), PeP,0<e<1,neN
Préba ereje: supypep P((X1, X2, ... Xn)T € Xy)

Préba torzitatlansdga:

P((X1, Xa,..X,)T € &) < ¢, VP € Po-bol kivetkezik, hogy

P((X1,X2,..X)T € &) > €, VP € P, 0 < € < 1, vagyis ha a nullhipotézis nem all fenn,
akkor nagyobb valészintiséggel utasitjuk el, mint amikor fennall.

Proba konzisztencidja: lim, o E(e,n,P) =1, VP € P;,0<e <1



4. fejezet
Probak

4.1. Paraméteres probak

Paraméteres probak esetén P = {Py : ¥ € O}, © = O U O, O N O; = 0, ahol © a
paramétertér. A nullhiptézis, hogy v € O, az alternativ hipotézis pedig, hogy ¥ € ©1.
Feltételezziik, hogy a minta normélis eloszlast kévet, a nullhipotézist pedig a normaélis
eloszlas paramétereivel kapcsolatban fogalmazzuk meg.! Akkor déntiink a nullhipotézis
mellett, ha a szamolt probastatisztika kisebb a kritikus értéknél.

4.1. tablazat. Paraméteres probik

Proéba neve Feltétel Paraméter Dontés

egymintas szOras ismert varheto érték [uprobal < Kirit
u-proba

kétmintas fiiggetlen statisztikai mintak, | varhato érték [tuprobal < Kkrit
u-préba szorasaik ismertek

egymintas szOT4s nem ismert varhato érték [tprobal < Kirit
t-proba

fliggetlen két-
mintas t-préba

mintak fiiggetlenek, szorasai
egyenléeknek tekintendsk (—
F-proba)

varhato érték

‘tproba’ < Kkrit

Osszetartozd
kétmintas
t-proba

varhato érték

‘tproba’ < Kkrit

Welch-préba

fliggetlen, normalis eloszlasi
mintak, eltérd szorassal (amik
nem ismertek)

varhato érték

‘Wproba‘ < Kkm't

F-préba

fliggetlen, normalis eloszlasi
mintak, széras nem ismert

SzOTas

tort € Fn—l,m—l

Bartlett-proba

SzOTas

W e X;Q;—l

Egymintds u-proba: a normalis eloszldst mintdnak ismerjlik a szérésat és arra vagyunk
kivancsiak, hogy a varhatd értéke mg-e. A nullhipotézis ellendrzéséhez els6 1épésben kisza-
moljuk a prébastatisztika abszolutértékét. Masodik lépésben a kritikus értéket kell megha-
taroznunk: P(|N(0,1)| < ugrit) = P(—ugrit < N(0,1) < uprit) = Plugriz) — P(—uprit) =
20(ugrit) — 1 = 1 — ¢, vagyis ®(ugrir) = 1 — €/2. A kritikus értéket ez alapjan a megfe-

LA vizsgan hasznalhattuk a képletgyijteményt, igy a képleteket nem gépeltem le.



lels tablazatbol olvashatjuk ki. Az egymintis u-proba torzitatlan és konzisztens, raadasul
egyenletesen legjobb préba is.

Kétmintds u-proba: adott két, egymastol fiiggetlen statisztikai minta, amelyek normélis
eloszlast kovetnek és a szérdsaik ismertek. Nullhipotézisiink, hogy a két minta varhaté
értéke megegyezik. Kétmintas esetben a dontéshez majdnem ugyanazokat a 1épéseket kell
elvégezniink, mint egymintas esetben, csak a probastatisztikit szamoljuk mésként (lasd
képletgytijtemény).

Egymintds t-préba: normalis eloszldst mintanak nem ismerjiik a szorasat, de feltételezziik,
hogy varhato értéke mg. Hogy a feltételezéstsl dontsiink, ki kell szamolnunk a proba-
statisztika értékét, ami ¢,_1 eloszlast kévet, ha igaz a nullhipotézis. A kritikus értéket a
P(|tn—1| < tirie) = 1 — € Osszefiiggésbol kapjuk.

Fuiggetlen mintds t-proba esetén elészor meg kell gy6z&dniink arrél, hogy a mintak szérésa
egyvenlének tekinthets-e. Kzt F-prébéaval tehetjiikk meg. Ha az F-proba sikeres, akkor el-
végezhetjiik a fliggetlen mintas t-probat. Nullhipotézisiink, hogy a mintak varhaté értékei
egyenlGek. Elgszor kiszamoljuk a prébastatisztika abszolutértékét, ami t,1,,—2 eloszlast
kdvet, ha a nullhipotézis igaz, majd ezt hasonlitjuk Gssze a kritikus értékkel a megfelels
téablazatbol.

Osszetartozé mintds t-préba: nullhipotézisiink, hogy a mintak varhato értékei egyenlsek.
Ellenérzéshez kiszamoljuk a prébastatisztika abszolutértékét, ami o, o eloszlast kovet, ha
igaz a nullhipotézis, és ezt hasonlitjuk Ossze a probastatisztika értékével.

Welch-proba: fliggetlen mintas t-probat akartunk, de az F-proba sikertelen volt, vagyis a
szorasok nem tekinthet&ek egyenlének. Ilyenkor Welch-probaval donthetiink arrél, hogy a
varhato értékek megegyeznek-e. A probastatisztika kozelitleg ¢y eloszlast kovet, ha igaz
a nullhipotézis, ahol f-et kiilon szamolni kell a képletgydjteményben megadottak szerint.
Ha megvan f, tablazatbél kinézhetjiik a kritikus értéket és meghozhatjuk a déntést.

F-proba: két fiiggetlen mintarol eldonthetjiik vele, hogy a mintédk szorasai egyenlének
tekinthetGek-e. A probastatisztika Fj,—1 ;,—1 eloszlast kovet, ha igaz a nullhipotézis, a kép-
letben s7 ,,, az X minta empirikus szordsnégyzete: sy ,, = “Lyn (X — X)2

A Bartlett-préba az F-proba altalanositasa, nem két, hanem p fliggetlen mintardl donti el,
hogy szérasaik egyenlének tekinthetSek-e. A probastatisztika X?)—l eloszlast kovet, ha igaz
a nullhipotézis, vagyis abbél a tablazatbol kell nézni a kritikus értéket.

4.2. Nemparaméteres probak

Ha a statisztikai minta eloszlasidt nem tekintjiik eleve ismernek, akkor nemparaméteres pro-
béakrol beszéliink. Ilyenkor az elézetes felvetéseink nagyon dltalanosak, de természetesek, pl.
szoras véges, eloszlas folytonos, stb. Mivel kevesebb feltételt kiveteliink meg kiindulaskor,
a kovetkeztetések levonasdhoz nagyobb elemszami mintara lesz sziikségiink.

4.2.1. Tiszta illeszkedésviszgalat

Nullhipotézisiink, hogy az elemzett valtozo eloszlasa megegyezik a hipotetikussal. A null-
hipotézisrél dénthetiink y2-probdval. Adjuk meg a minta értékkészletének egy tetszéleges r
diszjunkt intervallumbdl 4ll6 felosztasat. Tudjuk, hogy mekkora egy-egy esemény bekovet-
kezésének valoszintisége a hipotetikus eloszlas esetén (v;) és mekkora lett a mintank esetén
(pi). Ha a nullhipotézis igaz, akkor ELQ% aszimptotikusan r — 1 szabadsagfoku x?
eloszlast kovet, n a minta elemszama. A kritikus értéket a megfelel§ tablazatbél kapjuk.
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5. fejezet

Szorasanalizis aka ANOVA

A céliink kideriteni, hogy van-e hatasa a fiiggetlen valtozoknak a fiiggé valtozora, illetve,
hogy ez a hatas egyforma vagy kiilonb6z6. A hatéds, kapcsolat fiiggvényszerd feltarasa
akkor sem cél, ha a fliggetlen valtozok kvantitativek. A szoérésanalizis megel6zi a regresszios
vizsgalatokat, megadja, hogy van-e értelme keresni az 6sszefiiggés jellegét. Alapfogalmak:

Faktor: a vizsgalatba bevont valtozok

— Kvantitativ faktor: numerikus vagy intervallum skalaju

— Kvalitativ faktor: nem kvantitativ

Foktor szint: a faktor értékkészletének egy eleme, ezen beéllitasok mellett figyeljiik
meg a fiiggs valtozot

— Véletlen faktor: nem tudjuk elére garantélni, hogy milyen értéket vesz fel

— Beallitott faktor: a felvett értékeket elére be tudjuk allitani

Interakcid: az egyes faktorok kozott feltételezett kapcsolat

Kezelés: egyfaktoros esetben a faktor szintje, tobbfaktoros esetben a figyelembe vett
faktorok szintjeibdl elgallé kombinédciok

A modelleket a faktorok szama szerint csoportositjuk, igy beszélhetiink egy-, két-, harom-
faktoros modellekrdl stb. Bizonyos kérdéseket csak tobbfaktorok modellekben tehetiink fel
(pl. interakci6 kérdése).

5.1. Fisher-Cohran tételek

Addicids tétel: Ha Q1,Qo, ..., Qk teljesen fiiggetlen rendre mnq,ns,...,n; szabadsagfoku
a > 0 paraméterti y2-eloszlast valtozok, akkor a Q = Q1 4+ Q2 + ... + Qy, szintén y*-
eloszlast lesz n = ny + ne + ... + ng szabadsagfokkal és a > 0 paraméterrel.

Particids tétel: Legyenek X1, Xo, ..., X, teljesen fiiggetlen, 0 varhat6 értékii és a varianci-
4j0 normalis eloszlasu véltozok, Q; = XTAJ-X(j = 1,2,...,k) kvadratikus alakok, ahol
rank(A;) = n;. Tegyik fel, hogy n = ny +no+ ... +np és Q1 + Q2+ ... + Qx =
X2+ X3 +... + X2 Akkor a Q1,Qa, ..., Qy kifejezések rendre ny,no, ..., ny szabadsig-
foku, a > 0 paramétert, teljesen fiiggetlen x2-eloszlast valtozok.
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5.2. Kisérleti elrendezések

Hierarchikus osztdlyozds: a faktorok hierarchidban vannak és egy faktor Osszes szintje a
felette allo faktor egy szintjéhez kapcsolddik. Ilyen kisérleti bedllitast kovetiink, amikor p
osztaly tanuldinak tudasat akarjuk dsszehasonlitani,  kiilonb6z6 tantargy szamonkérésével.

Keresztosztilyozds: Az A és B faktor szintjeinek minden péarositdsahoz vesziink egy- vagy
tébbelemd mintat. Ketténél tobb faktor esetén azon kezelés-kombinécidhoz vesziink mintat,
ahol k a faktorok szama.

Nem teljes kisérleti elrendezések: olyankor alkalmazandd, amikor egy vizsgalandé faktor
mellett mas, nem kivant, de szamontartott hatas is fellép és azokat ki akarjuk kiiszébdlni, pl.
a latin négyzetek modszerével. Tegyiik fel, hogy a célvaltozénkkal harom kategoériavaltozo
van kapcsolatban, mindegyik r > 1 szinttel:

o Véletlen blokkok mddszere: C faktor hatdsat ugy eliminaljuk, hogy a B faktor minden

szintjéhez az A faktor szintjeinek egy véletlen permutaciojat rendeljiik. Ilyenkor 73
kezelésre van sziikség

e Latin négyzete mdodszere: r? kezelés is elég a dontéshez az alabbi szisztéma szerint:

A [ Ay | T4,
By | Cii | Cia | .. | Cup
By | Co1 | Cag | .. | Cyp
B, | Ci | Cra | .. | Crp

A modszer feltételezi, hogy a faktorok kozotti interakciok nem jelentések. Alkalma-
zasanak feltételei:

1. Minden kezeléshez tartozd mintdnak kovetnie kell a normaélis eloszlast
2. Mintak szérasnégyzeteinek meg kell egyezniiik
3. Mintaknak fiiggetleneknek kell lenniiik

Tekintsiink egy H = (hj;) rxr-es latin négyzetet (matrix, aminek minden sora és osz-
lopa 1,...,7 véletlen permutéci6ja)! A harom faktor minden (4, j, h;j) szintbeallitasa
mellett figyeljiilk meg a célvaltozo értékét (X;;,)! Feltessziik, hogy a X, valtozok
teljesen fiiggetlen normalis eloszlastak és EX;j, = fj, + b; + ¢, 0 X5, = o, vagyis a
célvaltozd varhat6 értékére mindharom faktor additiv taggal van hatassal.

Hy: a harmadik faktor szintjei nincsenek hatassal a célvaltozéra, vagyis fr, mindenhol
azonos.

A dontéshez a faktorok szintjeihez tartozé atlagok és a minta teljes dtlaganak négyze-
tes eltéréseit kell vizsgalni, valamit ki kell szdmolni a véletlen ingadozasokat kifejezs

négyzetes eltérést is. Amennyiben igaz a nullhipotézis, akkor a
harmadik faktorhoz tartozo6 eltérések négyzetosszege (. p . .

véletlen ingadozasokat kifejezd négyzetes eltérés (T 2) probastatlsztlka
Flr—1),(r—1)(r—2)-€loszlast kovet.

5.3. Egyszeres osztalyozas

Egy X normaélis eloszlasi valtozonak egyetlen L szintd faktorvaltozéval valé kapcsolatét
vizsgaljuk (one-way-ANOVA). Az X-re vett n elemd mintat a faktor szintjei szerint L
csoportba soroljuk.
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Hy: az L db minta atlagai kdzott nincs kiilonbség

zleni(i(i)—i)Q
I 7 I
o (m§i)—i(i))2 statisztika

i=1""

Amennyiben igaz a nullhipotézis, akkor a

n—L
Flp-1),(n—r1)-eloszlast lesz. Ha a nullhipotézist el kell vetni, akkor az eltérések nagysagat
Student probaval lehet megbecsiilni.

5.4. Kétszeres osztalyozas

Ha egy folytonos fiiggGvaltozo, és két nomindlis faktorvaltozo adott, kétszeres osztalyozasrol
beszéliink. Tegyiik fel hogy az egyik faktor értékei az 1,2,..., L a masik faktor értékei az
1,2,..., K kozill valok. Igy a mintat 6sszesen KxL részhalmazra bonthatjuk. Feltessziik,
hogy a mintdk normalis eloszlastak és a szorasaik ismeretlenek, de azonos értékiiek.

Ha a két nominalis faktorvaltozo kozott nincs interakcid, akkor feltessziik, hogy a (j, k) cella
elméleti varhatoértéke p; . = aj + gi alaku, ahol az els6 tag az els6 faktor j szintjébdl, a
méasodik tag pedig a masodik faktor k szintjébdl eredd tag.

Hy: Az elsé faktor szintjeihez ugyanakkora hatés tartozik minden cellaban

2
L-EiLzlni (Jc1—r)
L—-1
véletlen ingadozésokat mérd négyzetdsszeg
(L-1)(K—-1

F( L—1),(L—1)(K—1) eloszlast kovet. Vagyis, ha a nullhipotézist elfogadjuk, akkor az els§ fak-
tornak nincsen hatésa a célvaltozora.

Amennyiben igaz a nullhipotézis, akkor a statisztika

Ezzel az eljarassal a mésodik faktor hatasat is tesztelhetjiik, csak akkor a prébastatiszti-
kédban a fels§ tort szamlaldjaba K - Eszlni (:Tjj — ;TC)Q (a mésodik faktor magyarazta négy-
zetOsszeg) keriil.

Ha interakciot is feltételeziink a faktorok kozott, akkor a (7, k) cella elméleti varhatoértéke
Wik = i+ aj + gr + ¢;; alaki, ahol ¢; ; fejezi ki, hogy a hatasok erdsitik vagy gyengitik
egymast. A modszer alkalmas egyidejileg hdrom hipotézis ellenGrzésére is:

1. Az els6 faktornak minden cellaban ugyanakkora a hatasa
2. A masodik faktornak minden cellaban ugyanakkor a hatasa

3. ¢ij = 0 minden cellaban

A nullhipotézisek ellendrzéséhez itt is az atlagtol valo eltérés négyzetosszegeit kell sza-
molunk: az els és masodik faktor magyarazta eltérések négyzetisszegei, az interakcidval
magyarazott eltérés négyzetosszege és a csoportokon beliili ingadozisokat mérs véletlen
hibatag. A probastatisztikiknak igaz nullhipotézisek esetén F-eloszlast kell kdvetnie.
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6. fejezet

Nemparaméteres probak

Ha a statisztikai minta eloszlasat nem tekintjik eleve ismernek, akkor nemparaméteres pro-
béakrol beszéliink. Ilyenkor az elézetes felvetéseink nagyon dltalanosak, de természetesek, pl.
szoras véges, eloszlas folytonos, stb. Mivel kevesebb feltételt kiveteliink meg kiindulaskor,
a kovetkeztetések levonasadhoz nagyobb elemszamiu mintara lesz sziikségiink.

6.1. Fiiggetlenségvizsgalat

Fiiggetlenségvizsgalat esetén a nullhipotézisiink, hogy az elemzett valtozok fliggetlenek. A
nullhipotézirol x2-probaval donthetiink, ahol n elemszami, kétdimenzios statisztikai min-
tank van (X1, Y1), ..., (Xp, ¥s). Mindkét minta értékeibsl halmazokat készitiink agy, hogy
I, = [xp—1,2k) és Jp = [yk—1,yx). Jelolje Vj; azon mintaelemek szamat, ahol (X;,Y;) €
I; x Jj, pij = P(Xy, € I;,Y), € Jj). Becsléses illeszkedésvizsgalatot hajtunk végre, ahol a
becsiilt paraméterek szama r+s—2, a probastatisztikat a képletgytjtemény alapjan szamol-
juk. Ha a nullhipotézis igaz, akkor a probastatisztika eloszlasa szabadségfoko Xa_l)(sil)

eloszlast kovet.

6.2. Homogenitasvizsgalat

Homogenitasvizsgalat esetén a nullhipotézisiink, hogy az elemzett valtozok eloszlasa azo-
nos. A nullhipotézisrol dénthetiink y2-probaval, kétmintas Kolmogorov-Szmirnov proba-
val, Wilcoxon-probéaval, Kruskal-Wallis probaval, Mann-Whitney probéval vagy Friedman-
probaval.

x2-prébaval: adott két statisztikai minta. Intervallum-felosztast készitiink a szamegyene-
sen és megnézziik, hogy hany elem esett egy-egy intervallumba az egyik (vy) és a masik
(A\x) minta esetén. A probastatisztikat a képletgytijtemény alapjan szamoljuk, ami X%’r—l)_
eloszlast kovet.

Kolmogorov-Szmirnov-prdbdval: adott két minta, azt szeretnénk eldonteni, hogy az eloszlas-
fliggvényiik azonos-e. Ehhez mindkét mintdnak képezziik az empirikus eloszlasfiiggvényét
(Fy, és F,,), majd képletgytjtemény alapjan kiszamoljuk a probastatisztika értékét. Ha
a nullhipotézis igaz, akkor a probastatisztika aszimptotikusan Kolmogorov-eloszlast kévet
(Kolmogorov-tétel), vagyis ebbdl a tablazatbol kapjuk a kritikus értéket. Ha kis elemszama
mintank van, akkor a Gnyegyenko-Koroljuk-tétel segitségével tudjuk ellenérizni a homoge-
nitast. Ez a tétel is empririkus eloszlasfiiggvényekkel szdmol, raadasul pontos eloszlast
szamol ki az L(y) eloszlasfiiggvénnyel.

Mann-Whitney proba: Két fliggetlen mintardl szeretnénk elddnteni, hogy azonos eloszlast
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kovetnek-e. Ehhez 6sszefésiiljiik a mintédkat és az Osszefésiilt rendezett elemekhez rangsza-
mokat rendeliink (hanyadik legkisebb az adott elem?), majd képezziik a rangszamossze-
geket (R, és R,). Ha mintak elemszamai elég nagyok, akkor a probastatisztika eloszlasa
aszimptotikusan standard normélis lesz, vagyis onnan vessziik a kritikus értéket. Kis min-
tak esetén ott a Mann-Whitney tablazat.

Kruskal- Wallis préba: a Mann-Whitney proba altalanositasa, p fliggetlen mintarél szeret-
nénk eldonteni, hogy ugyanabbdél az eloszlash6l szarmaznak-e. A p fiiggetlen mintat egy
Y tordels valtozé segitségével allitjuk el§. Innentél kezdve az algoritmus elég hasonlé a
Mann-Whitney-hez: 6sszefésiilés és rendezés, rangszamokat rendellink a rendezett minté-
hoz és minden mintara kiszamoljuk a rangszamosszegét. Ha a nullhipotézis igaz, akkor a
prébastatisztika aszimptotikusan Xf,fl—eloszlést kovet.

Wilcoxon-proba: el akarjuk donteni, hogy két Osszetartoz6 minta azonos eloszlasfiiggvény-
hez tartozik-e. Ehhez ki kell szamolni az 6sszetartozo parok kozotti differencidkat, majd
rendezni kell 6ket és rangszamokat kell hozzajuk rendelni. Probastatisztika a képletgytijte-
ményben, ami igaz nullhipotézis esetén standard normalis eloszlést kévet nagy mintaszam
(> 25) esetén. Kis mintakra ott a Wilcoxon-tablazat, ahol két kritikus érték van és a
nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha R, a két kritikus érték kozé esik.

Friedman-préba: a Wilcoxon-proba altalanositésa, p valtozorol szeretnénk elddnteni, hogy
azonos eloszlashoz tartoznak-e. Ekkor a p valtozohoz tartoz6 adatok egy adatmétrixban
vannak, és az adatmatrix soraihoz kell rangszamokat rendelniink. A rangszam megmondja,
hogy az adott elem hényadik legkisebb a sorban. A rangszamosszegeket oszlopok szerint
szamoljuk, a prébastatisztika pedig, ha a nullhipotézis igaz, Xzfl—eloszlést kovet. Kicsi
elemszam esetén van Friedman-tdblazat. Ha ez a préba megbukik, a valtozok kézott pa-
ronként még mindig ellendrizhetiink homogenitdst Wincoxon-prébaval.
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7. fejezet

Regresszioanalizis 1.

7.1. Feltételes varhato érték

E(X|Y) = [% z- fxy(zly)de = oo x';j&z)(x’y)dx, amit regresszios gorbének is neveziink,

ezzel lehet a legpontosabban kozeliteni. Tulajdonsagai:

¢ E(E(X|Y)) = EX

e E(h(Y) - X|Y)=h(Y) EX|Y)

e Ha X és Y fiiggetlenek, akkor E(X|Y) = EX

e E(a- X1+0b0-XolY)=0a-E(X1]Y)+b-E(X2]Y)

7.2. Regresszioszamitas

Regresszidszamitaskor egy valtozét egy vagy tobb mésik valtozdval becsliink: a becsiilt
valtozo a fiiggdvdltozd, amivel becsiiljiik azt, az(ok) a figgetlen vdltozd (k). A becslés annyit
jelent, hogy egy f fliggvénnyel szeretnénk leirni a fligg&valtozdt, amely fiiggvénynek a
fiiggetlen valtozok az argumentumai és minimalizalja a négyzetes eltérés varhaté értékét.
Ha ismernénk a fiiggs és fiiggetlen valtozok egyiittes eloszlasat, akkor probléma elméletileg
megoldott, hiszek ekkor:

(X1, X)) = B(Y Xy, ..., X))

A gyakorlatban azonban csak egy adatmatrix adott és a fliggvénykapcsolatot a statiszti-
kai minta alapjan kell meghatarozni. A regresszidanalizis végrehajtdsanak csak akkor van
értelme, ha kimutathato a fiiggs és fiiggetlen valtozok kozott az Gsszefiigges (pl. el kellett
vetni a nullhipotézist fiiggetlenségvizsgalatnal).

Példak regressziora:

o Linedris regresszid: f(X) = By + B1X Mivel a gakorlatban nem ismertek a valto-
z6k momentumai, ezért az egyes paramétereket becsiilni kell. Erre van a legkisebb
négyzetek modszere:

— Legkisebb négyzetek modszere: Adott az (X1,Y1),...(X,,Y),) statisztikai minta és
az F = f(z,a,b,c,...) k-paraméteres fiiggvényosztaly. A Bi-ket a min %P (V;—

Yai,...ag
f(Xiaq, ..., ax))? szélséértek feladat megolddsabol kapjuk. Ez a modszer a leg-
jobb tozitatlan becslést adja
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A linedris kapcsolat kitiintetett, mivel ez a legegyszertibb és leggyakoribb, kénnyd a
két paramétert értelmezni, rdadésul kétdimenziés normaélis eloszlas esetén a kapcsolat
nem is lehet mas.

e Polinomidlis regresszio: f(Xi,...,Xp) = By + B1X1 + B2 X + ... + B, X,
o Kétparaméteres (linedrisra visszavezethets) regresszio: pl. Y = f(X) = By - eP1X
InY = B1X +InBy

%

o Nem-linedris regresszid: elég sok fajta van, a lényeg, hogy f nem csak linearis 6ssze-
fiiggéseket tartalmaz, hanem exponenciilis, logaritmikus vagy éppen hanyados ta-
gokkal is rendelkezik. Néhany példa:

— Aszimptotikus 1: f(z) = By + ByeP3¥
— Aszimptotikus 2: f(z) = By + By - By
— Strtiség: f(x) = (By + BoX) "1/ Bs
— Gauss: f(z) = By - (1 — B3eB2X?)
-~ 2
— Gompertz: f(z) = Bye Bze™ ™%

Johnson-Schumacher: f(z) = Bye~B2/(Bs+X)

A regressziot Naradajo mddszerével lehet kozeliteni. A tokéletes fiiggvénykapcsolatot a
regresszios gorbe adja meg. A siiriiségfiiggvény becslését felhasznélva a regresszids gorbe
konzisztens becslése:

e k(x) egy korlatos fiiggvény, amelynek masodik momentuma véges és |zk(x)| — 0 ha
|x| — oo

e h, > 0 egy szamsorozat, hogy h, nullsorozat, nh, — oco. A gyakorlatban sorozat
helyett egy h paraméterrel minimalizalunk

7.3. A regresszid josaga

A regresszidval szamolt modell érvényességét elddnthetjiik szorasanalizissel. Ekkor a null-
hipotézisiink, hogy a fliggetlen valtozok mindegyike 0, vagyis egyik prediktor valtozd sem
magyarazza a célvaltozot. A nullhipotézisrdl F-probaval donthetiink.

A meghatdrozotisdgi egyitthats (R-squared) megmutatja, hogy a linearis regresszioval a
célvaltozo mekkora hanyadat lehet magyarazni. Ertéke 0 és 1 kozott valtozik, szamitasa:

~ _\2
ssr=xr_, (Vi-Y)
_\2
ssTo=x7_ (v;-Y)

SSR: Sum of Squares (regression), SSTO: Sum of Squares (Total).

R? =
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8. fejezet

Regresszioanalizis 11.

Regresszioszamitaskor egy valtozoét egy vagy tobb masik valtozoval becsliink: a becsiilt
valtozo a figgdvdltozd, amivel becsiiljiik azt, az(ok) a figgetlen vdltozd (k). A becslés annyit
jelent, hogy egy f fliggvénnyel szeretnénk leirni a fliggévaltozot, amely fiiggvénynek a
fliggetlen valtozok az argumentumai és minimalizalja a négyzetes eltérés varhatéd értékét.
Ha ismernénk a fiiggs és fiiggetlen valtozok egyiittes eloszlasat, akkor probléma elméletileg
megoldott, hiszek ekkor:

f(X1,..X,) =E(Y|X1, ..., X,)

A gyakorlatban azonban csak egy adatmatrix adott és a fiiggvénykapcsolatot a statiszti-
kai minta alapjan kell meghatarozni. A regresszidéanalizis végrehajtdsanak csak akkor van
értelme, ha kimutathato a fiiggs és fiiggetlen valtozok kozott az osszefiigges (pl. el kellett
vetni a nullhipotézist fiiggetlenségvizsgalatnal).

8.1. Tobbvaltozoés linearis regresszid

Tébbvaltozos linearis regresszional a fiiggd valtozot az f(Xi,...,Xp) = Bo+ B1 X1 + ... +
B, X, fiiggvénnyel kozelitjiikk. A lehetséges fiiggvények koziil azt valasztjuk, amelynél a
fligg6valtozot legkisebb négyzetes hibaval tudjuk kézeliteni. A fliggvényt tetszélegesen bo-
nyolitani is lehet, pl. kategoria-valtozoval:

BO —+ BlX ha K = c,

(Bo + Bg) + (Bl + Bc+1)X ha K =1,

f(:L') = (Bo + Bg) + (Bl + BC+2)X ha K =2,

(BO + BC) + (Bl + Bgcfl)X ha K=c—1

Az egyiitthatokat itt is a legkisebb négyzetek modszerével hatarozzuk meg, 1asd 7. tétel.

8.2. Modellépitési technikak

Egy tipikus tobbvaltozos regresszios problémanal adott az Y célviltozo6 és nagy szama ma-
gyaraz6 valtozo. Uj magyarazo valtozo felvételekor ellendrizni kell, hogy annak magyarazo
ereje szignifikdns-e. Ezt parcidlis F-probdval tehetjiik meg: ha a magyarazé ers elhagyag-
olhato, akkor a régi és 1j R? értékekbdl szamolt statisztika Fisher-eloszlast kovet. A p-dik
valtozok akkot vonjuk be a modellbe, ha

%:Rf) < R? — R%, ahol K, olyan kritikus érték, hogy PFinp1<K)=1—e
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Az elemzés kezdetekor azonban még azt sem tudjuk, melyek azok a valtozok, amik be-
keriilnek és melyek azok, amik nem keriilnek majd be a modellbe. Ha minden lehetséges
kombinaciét ki akarnank probalni, akkor 2P — 1 db modellillesztést kéne elvégezniink, tehat
sziikiteni kell az illesztends modellek szdmat.

A sztikitésre az alabbi eljarasok léteznek:

o FNTER: a valtozolistaban azok a fiiggetlen valtozok vannak, amiket szeretnénk bele
tenni a modellbe. Az igy késziilt modelleket utélag értékelni kell R? és regresszi-
6s egyiitthato szignifikancia-szint szerint, majd a sziikséges mdédositasok utan ujra
elvégezni az illesztést

o FOREWARD: alulrol épitkez6 modellépitési eljaras, minden 1épésben azt a valtozot
vonjuk be a modellbe, amelyik parcialis F-probajihoz a legkisebb e tartozik. A bevo-
nést addig folytatjuk, amig a legkisebb € egy megadott korlat alatt van. A modszerrel
viszonylag kevés magyarazo6 valtozonk lesz a modellben, igy azt kénnyebb értelmezni

e BACKWARD: feliilr6l lebonto eljaras, ami az &sszes valtozod kozill hagyja el azokat a
valtozénak, amiknek a legnagyobb az e értékiik. Megdllunk, ha € egy el6re beallitott
kiiszobérték ald esik. Ezzel a médszerrel viszonylag sok magyardzé valtozé marad a
modellben

e STEPWISE: a FOREWARD eljaras modositasa ngy, hogy minden lépéshen ellen-
6rizziik, hogy a kordbban mar bevont viltozokhoz tartozd e szignifikancia-szintek
koziil valamelyik atlép-e egy meghatarozott korlatot. Ha valamelyiknél &tlép, akkor
azt a valtozok elhagyjuk

e REMOVE: az ENTER eljaras beallitasabol indul ki, egyszerre hagy el véiltozokat a
modellbol, 6sszehasonlitasként csak a konstans tagot tartalmazé modell eredményeit
kozli

Az ENTER kivételével az eljarasok automatikusak, csak a kiindulasi valtozolistat kell spe-
cifikalni.
A multikollinearitds a magyarazo valtozok kozott fellépd linearis kapcsolat megléte. Amennyi-

ben a valtozok kozott multikollinearitds van jelen, az rontja a modell értékelhet&ségét.
Mér6szamai:

e Tolerancia: az i-dik valtozot az Gsszes tobbi milyen szorosan hatarozza meg. Ha nul-

ldhoz kozeli, akkor kozel fiiggvényszerd kapcsolat van a valtozok kozott

e Variancia inflalé faktor: a tolerancia reciproka. Ha a magyarizé valtozok korrelalat-
lanok, akkor értéke 1

e Kondiciés index: a magyarazé valtozok korrelaciés matrixdnak sajatértékeibgl sza-
molt statisztika. Ha nagyobb, mint 15, akkor erds kollinearitas allapithaté meg

e Variancia hdnyad: multikollinearitasra utal, ha egy-egy nagy kondicids index soraban
tobb regressziés egylitthatonak magas a variancia hanyada

A valtozok kozotti kapcesolatokat korrelacios egyiitthatokkal is leirhatjuk:
o Totalis korreldcios egytitthatd: minden valtozénak minden masik valtozéval vett kor-

relacios egyiitthatdja. Az eredmény métrixba rendezhetd, amely szimmetrikus, az
atléon csupa 1-gyel.
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o Tébbszoros korreldcios egyiitthato: az i-dik valtozénak a tobbivel vett linearis reg-
resszidjanak a korreldcids egyiitthatoja

e Parcidlis korreldcids egyiitthatd: két valtozd kozotti korrelacios kapcsolat erdsségét
méri ugy, hogy a tobbi valtozé befolyasolasi hatasat figyelmen kiviil hagyja

8.3. A modell értékelése

A modell értékelésének fontos 1épése az egyes adatpontok fontossaganak feltarasa. Bizonyos
pontok erdsen mutatjak az Gsszefiiggést, mig az outlier pontok illeszkednek a legkevésbé,
vagyis gyengitik azt. A becslést befolyasold pontok feltarasahoz a leverage matrixot elemez-
ziik. A matrix szimmetrikus és diagonalis elemei azt mutatjak, hogy az i-dik eset mekkora
hatast fejt ki a regresszios becslésre. Egy pont outliernek mindsiil, ha h;; — 1/n > 0,5. Az
outlier pontokat ki kell hagyni az elemzésbdl.

A heteroszkedaszticitds mutatja meg a maradéktagok nulla szint koriili szorodésanak lehet-
séges tipusait, lasd 8.1. dbra. A a) eset megfelel a linearis modellnek, a b) esetben nem a
linearis modellhez tartoznak a maradéktagok. A c) esetben a szérodasok nem azonosokat,
a d) esetben pedig a hibatagok nem fliggetlenek egymastol.

8.1. Abra. Heteroszkedaszticitds

P

X X

A prediktor valtozokhoz rendelt BET A egyiitthaték mingsitik a valtozok fontossagat az
Osszefiiggésben: minél nagyobb a BET A egiitthatd abszolutértéke, annal fontosabb a vél-
tozd. Az egyiitthatok meghatirozasa az alabbi Osszefiiggés szerint térténik:

BETA:; = b, - i-dik véltozé standard szoérasa
1 — Ug

célvaltozo standard szorésa ahol b; a regresszios egyiitthato

A meghatérozottsagi egyiitthaté (R-squared) megmutatja, hogy a linearis regresszioval a
célvaltozo mekkora hanyadat lehet magyarazni. Ertéke 0 és 1 kozott valtozik, szamitasa:
ssr=sp, (Vi-7)"

R? =
ssTo=sr, (vi-v)’

Az adjusztdlt meghatdrozottsdgi egyiitthatd segitségével kikiiszobolhetjiik azt a problémét,
hogy tjabb valtozok bevonasiaval R? automatikus né és tul optimista képet mutat a modell
illeszkedéseérdl. A adjusztalt valtozatban biintetjiik a tal sok valtozo bevonasat a modellbe.
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9. fejezet

Faktor- és f6komponensanalizis

9.1. Faktoranalizis

Nagyszam, sztochasztikusan erésen osszefiiggd valtozénk van, amik redundéans informéciét
hordoznak. A célunk a valtozok szdmanak csokkentése, de gy, hogy ezaltal a megfigye-
lésekben rejlg informacio ne csokkenjen lényegesen. Igy nehezen megadhato fogalmakat
definialhatunk Osszetett mutatorendszerrel valo jellemzés utjan. AlapvetGen abban kiilon-
bézik a regresszidanalizistél, hogy a prediktor valtozdk a vizsgélat megkezdésekor nem
ismertek, azok el6allitasa és értelmezése a feladat.

A modszerek altalaban szamolasigényesek és szamitogépes programcsomagok segitségével
hajthatok végre. Amennyiben tébbdimenzids normalis eloszldstiak a megfigyelések, ezek a
modszerek bizonyos optimumtulajdonsigokkal rendelkeznek.

A faktoranalizis csak akkor eredményes, ha a vizsgalt valtozok kozott erds Osszefiiggések
vannak. Az Osszefiiggés erejének mérésére t6bb statisztikai is létezik:

o Kaiser-Meyer-Olkin statisztika: valtozok kozotti korrelacios egylitthatokkal szamol.
0,5 alatt elfogadhatatlan az Osszefiiggés, 0,9 f6lott csodalatos, a kettd kozott 0, 1-
enként lépeget. A statisztika képlete:

Yy g 2

F(n [O — Ei:lzjzl,j;;iRij
D D Rij p D 2
Bim1 Mot ( TR R ) TR LR

e Minta-alkalmassdgi érték (M SA;): megadja, hogy az indulasi p valtozobol melyikeket
érdemes elhagyni (amelyeknél az M S A; érték a legkisebb). A statisztika képlete:

- R2.
MSA; = izt Ci= (1,2, p)

3. ( Rij )2+E' R2.
i#] NG i#j 5

o Bartlett-féle gomb-préba: a nullhipotézis, hogy a vizsgilt valtozok fiiggetlenek egy-
méstol. Akkor érdemes tovabbmenni, ha ez a proba nem szignifikans, vagyis a valtozok
kozott kapcsolat van

A k-faktoros modellben adottak az Xi,..., X, valtozok, a beléliik alkotott p-dimenzids
vektor, X. A vektorrol az kovetkezd§ Osszefiiggeést tételezziik fel: X = A-F + U + EX,
a jeloleseleket a 9.1. tablazat mutatja. A faktoranalizist teljesen behatarolja a véltozok
korrelacids matrixanak felépitése. Az atviteli martixszal pont ezt a korrelacios strukturat
tudjuk feltarni, leirni (adatmatrix — korrelacios matrix — atviteli matrix).

A modellel csak akkor érdemes tovabb foglalkozni, ha
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9.1. tablazat. k-faktoros modell jelélései

Jelolés | Név

pxk-s atviteli matrix

A
F k-dimenzios kozos faktor-vektor
U p-dimenziés egyedi faktor-vektor

e I elemei paronként korreldlatlanok, varhaté értékiik 0 és varianciajuk 1,
e U elemei paronként korreldlatlanok, varhaté értékiik 0 és variancidjuk W,; és

o I és U elemei paronként korreldlatlanok.

Egy k-faktoros modell pontosan akkor oldhaté meg, ha X kovariancia méatrixa megegyezik
A-AT + W-vel, ahol ¥ U kovariancia matrixa. Ekkor van p(p+1)/2 egyenletiink és p(k-+1)
ismeretleniink. Amennyiben az egyenletrendszerben kevesebb az egyenlet, mint a valtozo,
kiillonbézd kényszerfeltételeket adunk meg, amelyek mas-mas atviteli matrixhoz vezetnek.
Ezek koziil azt valasztjuk, amelyiknek a legnagyobb a magyarézé ereje.

Az atviteli matrix egyiitthatoi (a;;) jelolik az X; és F; kozotti kovarianciat, az S}]{ hanya-
k 2
j=1%;

bz~ pedig megadja, hogy a kozos faktorok

dos a kozottiik 1évd korrelaciot adja meg, a
az i-dik valtozo hany %-at magyarazzak.

A kommunalitds (D?X; = E;‘f’:la?j + D2U;) a valtozok variancidjinak az a része, amit a
kozos faktorok magyaraznak.

9.1.1. Faktorok forgatasa

Az atviteli matrix egyértelmiivé tétele segiti a becslési eljarasok matematikai elemzését, de
az az ara, hogy a kapott kozos faktorok nehezen értelmezhetéek. Alkalmas elforgatassal
esetleg szemléletesebb jelentést tudunk adni a faktoroknak:

e Varimaz forgatas esetén azon valtozdk széma kevés lesz, melyekhez sok faktor sze-
repel nagy sullyal. Célja, hogy minél tébb 0-hoz kozeli faktorsulyt allitson els. Ez
azért elényos, mert ha a faktorsilyok 0-kozeliek, akkor a valtozékat csoportosithat-
juk aszerint, hogy melyik faktor magyarazza &ket a legjobban

e quartimaz forgatis a magyardzo faktorok szamét minimalizalja

e equamaz forgatas az el6bbi két eljaras keverékét végzi.

9.2. Fékomponensanalizis

A fékomponensanalizis a faktoranalizis specialis eset, dimenzidszém csokkentésre hasznal-
haté. Az eredetileg p valtozoval jellemzett statisztikai sokasigot k << p f6komponenssel
jellemzziik ugy, hogy a f6komponensek alapjan elvégzett statisztikai elemzések kévetkezte-
tései a p-dimenzids sokasdgra is érvényesek lesznek. A f6komponensek terében a valtozok
korrelalatlanok lesznek. A f6komponensek korreldlatlanok, csékkend salynak, amiknek az
Osszege a totalis variancia; vagyis csokkend jelent&ségtiek.

Watanabe-tétel: ha p dimenziét lecstkkentiink k dimenziéra, akkor az Osszes lehetséges
dimenziécsokkentési eljarassal Gsszevetve a f6komponens analizissel végrehajtott dimen-
zidesOkkentés minimalizalja az informacidveszteséget.
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10. fejezet

Adatredukcios modszerek

10.1. Klaszteranalizis

A klaszteranalizis egy adatredukcidos modszer, aminek segitségével az eseteket homogén
csoportokba sorolhatjuk. A klaszterezés célkitiizése, hogy az "Gsszetartozo" eseteket kozos
csoportba soroljuk. A hasonlésagot egy d(z,y) tavolsagfiiggvény irja le, melyre igaz, hogy
d(z,y) >0, d(z,y) = d(y, z) és teljesiti a haromszog-egyenlGtlenséget:

o Két klaszter tavolsagat definidlhatjuk a két legkdzelebbi tars tavolsagaként, az egy-
méstol legtavolabbi tarsak tavolsdgaként, vagy a klaszter-kdzéppontok tavolsagaként

e Az esetek tavolsagait is tobbféleképpen definialhatjuk: Manhattan-blokkok, Euklide-
szi tavolsag, Csebisev (maxi=1, . p|lxi — yil), stb.

A naiv hozzadllas a problémahoz, ha az Osszes lehetséges csoportositasbél kivilasztjuk a
legjobbat. Azonban N elemet K csoportba %Zszl (—1)K-k (Ik{) kN-feleképpen lehet sorolni.
Ez til nagy szam. Ehelyett olyan algoritmusok kellenek, amelyek eleve j6 csoportositasok
képeznek, és ezek kozil egy optimum elv segitségével kivalaszthaté egy nagyon jo.

A k-kozép modszer olyan klaszterezd eljaras, amikor elére meg kell adni a klaszterek sza-
mat. Lépéseit McQueen-tételként ismerjiik: valasszuk ki a klaszterek szamat (k). Vélet-
lenszertien hozzunk létre & szdmn klasztert és hatarozzuk meg minden klaszter kézepét
(vagy vélasszunk k véletlen klaszter-kozéppontot). Az esetvektorok a legkozelebbi klaszter-
kozépponthoz lesznek rendelve. Szamoljuk ki az aj klaszter-kézéppontokat! Az el6zéeket
isméterljiik, amig valamilyen konvergencia kritérium nem teljesiil. Elénye, hogy nagy eset-
szamu adatmatrix is feldolgozhaté vele, egyszerti, gyors és végessor 1épésben ledll. Hatranya,
hogy a metrika beépitett (Euklideszi), koriilményes a koordindtazés, elére meg kell adni a
klaszterek szamat és az eredmény fiigg a sorrendtél. A k-kézép algoritmus altaldnositasa a
k-medoids, ami tetsz6leges metrikaval miikddik.

A hierarchikus klaszterezés egyelemii klaszterekbdl indul ki és minden 1épésben a két legko-
zelebb fekvd klasztert Gsszevonva csokkenti a klaszterek szamat, amig egyetlen klaszterbe
nem keriil minden eset. A folyamatot dendogrammon kovethetjilk végig és azt a koztes
allapotot fogadjuk el, amikor az Osszevont klaszterek elég tavol voltak egymastol. Els-
nye, hogy nem kell elére tudni a klaszterek szamat, rdadésul valtoztathaté a tavolsag- és
hasonlésagi-mérték. Hatranya, hogy csak kis dimenziészdm esetén indithaté el.
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10.2. Diszkriminanciaanalizis

Diszkriminanciaanalizisnél az esetek egy kategoériavaltozo értékei alapjan osztalyokba van-
nak tagolva. A feladat az, hogy a tobbdimenzidés térben az osztalyokat szeparal6 feliiletek-
kel elvalasszuk. A szeparacios feliiletek az eseteket vagy objektumokT jellemzd valtozok
alkalmas linearis kombinaciéi. A modszerrel Gjabb objektumok csoportokhoz tartozasanak
lehets legjobb elérejelzését is megadhatjuk.

Csoportképzd vdltozd: természetes szdmokkal kédolt kisszamiu értéket vehet fel, amelyek
egymast kolcsonosen kizard kategoridknak felelnek meg.

Prediktor viltozo: tébbdimenzids, normélis eloszlast kvantitativ adatokat kell tartalmaznia
minden csoportban koézel azonos kovariancia méatrixokkal.

Diszkriminancia-fiigguény: a csoportképzé valtozok alkalmas médon megvalasztott linearis
kombinécidja, amelynek alapjan a csoporthoz tartozas megadhatd. A lineédris kombinacid
Ei(iiff)z

konstansait gy valasztjuk meg, hogy a S5 (=502 hanyados értéke maximaélis legyen.
j~i\Lij 7

10.3. Osztalyozas

Osztalyozasrol beszéliink, ha ismert kategoriaju esetek segitségével (tananyag) dontésfiige-
A D, ={(X1,Y1),...,(Xp, Yy)} halmazt tananyagnak nevezziik. X; az i-dik tanul6pont, a
belgliik képzett halmaz pedig a tanulépont-halmaz. Y; a megfelels tanitas. Az osztalyozas
folyamata 3 1épésbdl all:

1. A tananyag el6feldolgozasa: csak egyszer kell elvégezni, mig az osztalyozast nagyon
sokszor. Az eléfeldolgozas koltsége megtériil, ha kisebb koltséggel osztalyzunk.

e Ritkitas: részhalmaz elGallitdsa, ami pontosan osztalyozza a tananyagot és mi-
nimalis elemszami

e TOmorités: olyan tananyag készitése, ami kevesebb elembdl all, mint az eredeti
és pontosan osztalyozza azt

o Atdefinialas: megadunk egy transzforméaciot, ami atdefinialja az osztalyokat,
ezzel 4j tananyagot készithetiink

e Sziirés: olyan részhalmazt akarunk elGallitani, amelynél a tananyag pontjait a
legktzelebbi szomszék modszerrel pontosabban lehet osztalyozni

2. A dontésfiiggvény elgallitasa a D,, tananyag fliggvényeként

3. Ismeretlen alakzatvektorok osztalyozésa

A legkozelebbi tdrs mddszerével minden osztalyozandd pontot abba az osztalyba fogunk
sorolni, amelyik osztalynak a mar 1étezd tagjai koziil valamelyikre az osztalyozand6 pont
a legjobban hasonlit. A hasonlosagot itt is egy tavolsagfiiggvény irja le. Alapesetben ez n
db tavolsag kiszamitasat jelenti, vagyis jo lenne gyorsitani az algoritmust. A gyorsitéshoz
sziikség van a tananyag eléfeldolgozasabol nyert adatokra, statisztikdkra. A gyorsitas un.
kizdrdsi feltételek alapjan torténik, amik megadjik, hogy mikor biztosan nem legkézelebbi
szomszédja egy tanulépont egy adott esetnek, pl. adott esettdl vett tdvolsdga nagyobb, mint
a legkisebb tavolsag kétszerese; van olyan tanulépont, amitél t6bb, mint kétszer tavolabb
van, mint a potencialis szomszéd.
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11. fejezet

Tobbdimenzios skalazas (MDS)

Adott egy olyan adatallomany, amelyet valamilyen megadott kiils6 objektumokra vonat-
koz6 hasonlosagi vagy kiilonbozdségi adatok (alt. skdldzott szubjektiv vélemények vagy
észlelt kiilonbségek) alkotnak. A cél olyan geometriai reprezentéciok létrehozésa a hason-
losagi vagy kiillonbozdségi adatokbol, amelyek az adott kiils targy (eészlelt) viszonyat egy
megfelel§ dimenzio-szamu geometrikai térben a lehetd legpontosabban tiikrozik vissza. Az
eljaras eredménye mindig egy ponthalmaz egy adott dimenzidészamu geometriai térben. A
ponthalmaz képe alapjan kisérletet tehetiink koordinatatengelyek megadéséara, amivel rej-
tett dimenzidkat tarhatunk fel. Pl. milyen szempontokat tartanak fontosnak az emberek
autovasarlasnal? Miért szavaznak arra a politikusra, amelyikre?

Sokszor mar a szemléletes abrazolids 6nmagédban is sokat segit az adott jelenség megérté-
sében, ha van benne valamilyen szabalyszertiség. Azonban az abrézolas énmagaban még
nem skaldzas. Ha a térben sikeriil olyan koordinita tengelyeket talalni, amelyek mentén
az objektumok elhelyezkedése jol értelmezhets, akkor ezeknek a tengelyeknek az alkalmas
beskdldzdsdval minden objektumhoz skalaértékeket rendelhetiink az adott dimenziék men-
tén.

Azonban az érzékelt kiilonbozségeknek pontosan megfelel§ geometriai konfiguracié nem
mindig allithat6 eld, a feladatnak nem mindig 1étezik egzakt megoldasa az adott térben.
Azért a cél az, hogy legalabb a lehetséges legjobb kozelité megoldast (optimalis konfigura-
ciot) talaljuk meg.

Az MDS alkalmazésahoz specialisabb téavolsag vagy hasonlosag jellegi adatokra van sziik-
ség, amelyek altaldban csak erre a célra tervezett kisérletekban vagy felmérésekben nyer-
het6k. Amennyiben viszont sikeriil alkalmas hasonlosagi mértékeket definialni és azokat
megfelel§ pontossdggal mérni, akkor az MDS lényegesen jobb eredményt ad a faktoranali-
zisnél.

11.1. Metrikus klasszikus MDS

A klasszikus MDS (CMDS) modellje egyetlen kiilonbozségi matrixot képes egyidejtileg ke-
zelni és megkivanja a bemend adatoktol a legalabb intervallum-skalat. Az ¢ és j pontoknak
megfelel§ objektumok kozotti kiilonbozdség-érzékletet a létrehozott pontkonfiguraciéban a
pontok euklideszi tavolsagéval képezi le. A D tavolsag-martix elemei az egyes tavolsagérté-
kek, amelyek a pontkonfiguraciot jellemzik. Ennek a konfiguraciénak az eltérése az eredeti
észlelési adatokat tartalmazo S kiilonbozGség-matrixtél mutatja, hogy egy megtalalt meg-
oldasnak mekkora a hibaja. A illeszkedést a kovetkez6 mutatok segitségével tudjuk mérni:

25



hibaméatrix (E) elemel négyzeteinek Gsszege
S-bdl alkalmas linearis transzformacioval képzett matrix (T) elemei négyzeteinek Gsszege’?

szemléletesen a modell altal meghatérozott térben az dsszes észlelt kiilonbo6zGséghez
képest mekkora az eltérés az elméleti tavolsdgok és a pontkonfiguracioban létrejott
tavolsagok kozott. Ha tokéletes a megfelelés, értéke 0

o S-stress:

e Stress: mint az s-stress, csak nem tavolsidgnégyzetekkel, hanem magukkal a tavolsa-
gokkal szamol

o RSQ): D és T megfelel§ elemei kozott kiszamitott korrelacios egyiitthaté négyzete.

A rekonstrukci6 akkor elfogadhato, ha az s-stress és a stress értékei 0,20 alatt vannak (0,05
alatt kivilo). RSQ-nal a kisebb értékek rosszabb illeszkedést jeleznek.

Metrikus CMDS esetén probléma, hogy nincs garancia arra, hogy az emberek hasonlésigi
itéleteiket valoban egyenletesen skalazzak, rdadéasul egyesek kifejezetten sarkitjak a véle-
ményiiket. A gyakorlatban rdadasul inkabb csak ordinalis skaldju adataink vannak, nem
intervallum-skalajuak. Megoldé4s: nemmetrikus MDS!

11.2. Nemmetrikus CMDS

Nemmetrikus MDS esetén a tavolsigokat rangszamokkal helyettesitjiik, amik az eredeti
tavolsagok sorrendjét reprezentéaljak. Abrazolasnal a rangszamok a pontok koré rajzolt
kor/gomb/sth. sugaranak felelnek meg. Ekkor azonban a konfiguracié instabil: az egyes
pontok helye megvaltoztathat6é anélkiil, hogy a rangsor megvaltozna. Azonban a pontok
szamanak novelésével az egyes pontok mozgastere radikalisan sziikiil. A harom illeszkedési
mutaté ugyantgy hasznalhato itt is, mint metrikus esetben, csak 7-t nem linearis, hanem
monoton transzformécidval kell 1étrehozni.

11.3. Tovabbfejlesztett MDS modellek

Tobb kisérleti személy eredményeinek egyiittes kiértékelése az eléz6 modszerekkel prob-
lémés, mert csak egyetlen kiilonboz@ség-matrixot tudnak egyidében hasznalni. A CMDS
egyszerid személyenkénti ismételgetése azonban altaldban nem elfogadhatd, mert kozvetve
feltételei, hogy az egyes személyek kiilonbozbség-érzékletel egymastol fiiggetlenek, nincs
benniik semmi kozos. Az igazan jol hasznalhatéo megoldasokhoz més tipusi matematikai
modellekre volt sziikség, pl.

e Replicated MDS: ez mar t6bb kiilonbo6zbségi matrixot is képes egyidejtileg kezelni és
feltételezi, hogy az egyes objektumok kiilonbdzdségei bizonyos véletlenszert hibaktol
eltekintve azonos mértékben tiikkrozédnek — az adatmatrixok egymés replikai

o Weighted MDS: tobb kiilonbozségi matrixot is képes egyidejiileg kezelni és a valaszok
mogdtt meghitizoédo egyéni észlelési és kognitiv folyamatok kiilénbségeirdl is bizonyos
informaéciokat tud adni
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12. fejezet

Kérddives felmérések modszertana

A kérdoivnek alapvetGen kétféle tétele van: kérdések és allitasok. A kérdd és a kijelentd
forma egyarant hasznos lehet, kombinalasukkal elkeriilhet§ a monotomia.

o Kérdések: a kérdések sorrendje hatassal lehet a kés6bbi valaszokra, ezért az alta-
lanostol érdemes indulni a konkrét felé és témakordonként csoportositani kell Sket.
Onkitéltés tesztnél fontos az is, hogy elébb érdekes kérdések jojjenek, kiilonben a
kérdezett elunja magat és a kérdGiv nagy részét nem tolti ki. A kérdések sorrendjé-
nek randomizalidsa megnehezitheti a kitoltést, ezért elére fel kell mérni, hogy melyik
kérdés vezetheti meg a kérdezettet egy késébb felteendd kérdésnél. Ha van ilyen, azt
hatrébb kell sorolni

— Nyitott kérdés: a valaszold a sajat szavaival fogalmazza meg a valaszt. A nyitott
kérdések elénye, hogy nem koti meg a kérdezett fantazidjat, viszont nehezen
kédolhato, raadasul teret ad a kutatd szabad értelmezésének, amit torzitast
eredményezhet. El6fordul, hog a valasz irrelevans

— Zart kérdések esetében a valaszolénak egy listabél kell kivalasztania a lehetséges
véalaszokat. Fontos, hogy a vélaszok teljes eseményrendszert alkossanak. A zart
kérdéseket konnyen és egyértelmiien lehet kddolni szamitogépes feldolgoziashoz,
de figyelni kell a hidnyz6 valaszok feldolgozasanal. Zart kérdéseknél el6fordulhat,
hogy a kérdezett tobb valaszt is meg tudna jeldlni, rdadésul a gytité vilasz
("egyéb") nagyon tag lehet

— Feltételes kérdések: elagazasi pontok a kapott valasztol foggéen

— Mdtriz kérdések: ha egy csoportban tesziink fel zart kérdéseket Likert-skalds

valaszokkal, matrix strukturat alkalmazhatunk (tablazatos forma: sorok a kér-
dések, oszlopok a lehetséges vilaszok)

o Allitdsok: akkor alkalmazzuk, ha a kutaté azt akarja megtudni, hogy milyen mér-
tékben oszt a kérdezett bizonyos attitdddt vagy nézetet. Az attitdddt egy tomor
kijelentésben dsszefoglaljuk, és megkérdezziik, mennyiben ért ezzel egyet a kérdezett.

A lehetséges valaszokat Likert formalizalta, megalkotva a Likert-skdldt. Likert-skala esetén
a vélaszolonak egy &llitassal vald egyetértés mértékét, vagy egy vélemény helyeslését kell
kifejeznie. A kérdéivszerkesztének csak az 4llitast kell meghataroznia, maga a skala mindig

ugyanaz, pl. Egyetért - Kézémbods - Nem ért egyet. A skala lehet:

e Verbdalis/nem verbalis
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o Egyirdnyu: pl. b = teljes mértékben egyetért, ..., 1 = egyéltalan nem ért egyet

o Kozépre rendezett: pl. 5 = teljesen elégedett, ..., 3 = k6zombos, ... 1= teljesen elége-
dett

e Szemantikus differencidl: az intenzitést és a tartalmat egyszerre vizsgélja a megkér-
dezett gondolkodasmodjaban egy hétfokozata skilan, pl. korszerii 1,2,...,6,7 régimaodi.
Igy egyéni és csoportatlagok, szoroédasok szamithatok

A skalaértékek kozott egyenletes tavolsdgoknak kell lenniiik, biztositani kell a megfelel
szorast és szemantikus differencial esetén a verbalis végpontoknak tartalmilag szembenal-
l6knak kell lenniiik

12.1. Adatgydtjtési technikik

Primer adatok: a mintavételbsl nyert adatok.

Szekunder adatok: meglévs adatazisokbol, relevans forrasokbél és a szakirodalombél nyert
adatok.

Interji mddszer: az interju moédszer korlatozza a kutatd el6itéletébsl fakadd korlatokat,
interaktiv és lehetGséget ad a valtoztatasra. Személyesen vagy telefonon torténik jegyzete-
léssel vagy hangrogzitéssel. A kérdezének semlegesnek kell maradnia! Lehet:

e Strukturalatlan: szabad beszélgetés (nehéz a kodolasa)

e Dinamikus, non-direktiv: ilyen csak irdnyit6 kérdések vannak, a kérdezének nem sza-
bad kozbekérdezni

e Strukturdlt: irdnyitott beszélgetés, ami kodolhato és statisztikai feldolgozasra alkal-
mas

Kérddives adatgyijtés: sikere a kérdések megfogalmazasan all vagy bukik. Kutatasi kérdé-
sek megvélaszoldsat szolgalja, a valaszok alapjan kell tudni dénteni a hipotézisrél. Lépései:

1. Kérdsiv-szerkesztés:

e Formati kovetelmények: elrendezésnél fekvs és allo is elfogadhatd, legyen rajta
verzibszam és a papirnak csak az egyik oldalara nyomtassunk. A kérdéseket és
valaszokat szamozzuk, az utasitasokat CSUPA NAGY BETUVEL IRJUK. Ha
5 vagy kevesebb vilasztasi lehetdség van egy zart kérdésnél, akkor azokat két
figgsleges oszlopba kell rendezni

e Tartalmi kovetelmények: ne legyen til rovid, keriiljitkk a tagado kérdéseket, ne-
gativ megfogalmazast. A kérdések legyenek egyértelmiiek, vilagosak, csak egy
dologra kérdezzenek ra, relevansak legyenek és ne sugalmazzak a vilaszt

2. Kérdsiv tesztelése
3. Mintavétel (lasd 13. tétel)

4. Adatgytjtés: lehet személyes megkérdezés, telefonos felvétel vagy 6nkitoltés kérdsiv,
lehetdség van masodelemzésekre. Pl. 6nkit6lts kérdsiv fokuszesoportban (célcsoport
kozos beszélgetésen vesz rész, alt. 8 f6bal all), vezetSknél kitoltott kérdezsbiztosi,
kombinalt telefon/posta, stb.

5. Kiértékelés
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13. fejezet

Mintavételezés

A statisztika célja a halmaz egészének kevés adattal torténd témor jellemzése, és a populacid
egyedeinek leirasara bevezetett valtozok kozotti kapesolatok lefrasa. Arra nincs lehetGség
(eréforras), hogy a populaciéminden egyes elemérsl adatokat szerezziink be, azaz mintét
kell vételezniink a sokasaghol.

Minta: A sokasag elemeinek egy csoportja. A mintajellemz6kbdl (statisztikdkbol) tudunk
valamilyen kévetkeztetést levonni a teljes sokasagra.

Reprezentativitds: nem reprezentativ mintédboél levont kovetkeztetések értékelhetetlenek,
torzak. Az alkalmazott statisztikai modszerek, becslési hibak akkor lesznek érvényesek, ha
a minta, amivel szamolunk reprezentativ! A populacié minden egyes elemének ugyanakkora
esélyt kell biztositani a mintaba keriiléshez. A minta elemszamanak elég nagynak kell lennie
ahhoz, hogy a kovetkeztetéseink atvihetGk lehessenek a populaciora is. A sziikségesnél ne
kelljen nagyobb mintat feldolgozni, mert az koltségesebb.

Mintavételi keret: a mintavételi egységekrdl (vizsgalati egység, amelyik rendelkezik a ke-
resett informécioval, vagy az az alapegység, amelyik magaban foglalja a sokasig elemeit)
késziilt felsorolas, amely segitségével azonosithatdak az elemek. Amennyiben a populacié
bizonytalanul kériilhatarolhaté csak, a mintavételi keretet keressiik meg, amely alkalmas
arra, hogy a populédci6 minden egyes elemét azonositsuk és bevonjuk barmely mintankba.

13.1. Mintavételezési technikak

Cenzus: A sokasig elemeinek teljes szambavétele. Cenzust alkamazunk, ha kicsi a sokasag,
figyelni kell az egyedi esetekre, sok id§ és pénz &ll rendelkezésre vagy nagon szorodik a
megfigyelt jellemzd a sokasagban.

Visszatevéses mintavétel: egy adott elem elvileg t&bbszor is a mintaba keriilhet.
Visszatevés nélkili mintavétel: egy elem csak egyszer keriilhet a mintéba.

Bayes-technika: minden egyes kivalasztast kovetSen kiszamitjak a mintajellemzésGket és
meghatarozzak a koltségeket, és ezek alapjan valsztjak a kovetkezs egyedet.

Nem véletlen mintavételi technikdk: a ilyen technikidk esetében nem minden esetben teljesiil
a reprezentativitds. Azonban feltaré kutatashoz jol hasznalhaté, illetve alkalmazzuk, ha
nagyok a nem mintavételi hibak, a soksag homogén, vagy nem statisztikai modszerekkel
kivanjuk elemezni a mintat.

e Onkényes mintavétel: a minta elemeit altalaban kérdezébiztos valasztja ki, nincs min-
tavételi keret, amibél vilasztani lehetne. Olcséd, a mintavételi egységek kdnnyen el-
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érhet6k, de semmilyen meghatarozhaté sokasdgot nem reprezentélnak és semmilyen
altalanositasra nem ad moédot. Mire jo: leiré kutatasok, hipotézisek felallitdsa

e Elbirdlasos mintavétel: a kutato sajat tapasztalatai alapjan valaszt a sokasig ele-
mei koziil és eldonti, hogy bekeriiljenek-e a mintaba, vagy sem. Pl. teszthelyszinek
kivilasztasa, szakértk kivalasztésa, stb.

o Kvotas mintavétel: A kutaté felallitja a sokasig kontroll kategoridit, azaz a kvotakat,
a mintaelemeket a kvotanak megfelelen onkényesen vagy elbiralassal vilasztja ki.
Ha kimarad a sokasig egy fontos jellemzGje, akkor a minta nem reprezentativ

o Holabda mintavétel: egyvalakit, vagy egy kis csoportot megkeresiink és a kezdeti
csoport tagjait arra kérjiikk, hogy ajanljanak mésokat, akik szintén a célsokasaghoz
tartoznak. Akkor hasznéljuk, ha specidlis jellemzdvel bird sokasagot keresiink.

Véletlen mintavételi techmikdk: az elérendd cél az, hogy a minta jellemzéi teljes egészében
megegyezzenek a célsokasig jellemzbivel, azaz ne legyen torzitds. Ha mégis lenne eltérés,
akkor a kiilonbség legyen statisztikailag mérhets. Az igy vett mintak jellemzdéi kivetitheték
az egész sokasdgra. Hasznéljuk leird kutatasokhoz, ha nagyok a mintavételi hibak vagy a
sokasag szorasa nagy és statisztikai médszerekkel kivanjuk elemezni a mintat.

e Egyszerd véletlen mintavétel: a sokasidg minden eleme ismert és azonos valészind-
séggel keriilhet be a mintaba. Minden elemet egymastol fiiggetleniil, a mintavételi
keretbdl véletlen eljarassal valasztunk ki

e Szisztematikus mintavétel: a mintavételi keretben véletlenszertien kijeldlnek egy kez-
dépontot, majd kivilasztjak a mintavételi keret i-dik elemét, i = [N/n], ahol N a
mintavételi keret elemszdma, n pedig a minta elvart nagysaga. Akkor miikédik jol,
ha nincsenek sorbaallitva az egyedek a vizsgalt jellemzével Ssszefliggésben

e Rétegrett mintavétel: sokasagot csoportokra bontjik valamilyen ismert rétegképzé is-
mérv segitségével, az egyes rétegekbdl pedig egyszert véletlen mintavétellel valaszta-
nak. Attdl fliggen, hogy a rétegekbdl kivalasztott elemek szama arédnyos-e a rétegnek
a teljes sokasighoz viszonyitott nagysagaval, beszélhetiink arinyos és nem aranyos
rétegezésrél

e Csoportos mintavétel: A célsokasagot egymast kdlcsondsen kizard csoportokra bont-
jak, amelyek egyiittesen lefedik az egész sokaségot (statisztikai populaciot). Az igy
képzett csoportokbol egyszerti véletlen mintat vesznek (csoportokat valasztanak ki).
A kivalasztott csoportbol vagy mindenki kivalasztanak, vagy csoporton beliil egysze-
rid véletlen mintavételeznek.

e TGbblépcsds mintavételezés: nagyobb egységeket részekre bontjuk és a részek kozott
véletlenszertien valasztunk egyet. A kivalasztott rész djabb részekre bontjuk és vélet-
lenszeriien megint valasztunk...

e Szekvencidlis mintavétel: a sokasag elemeibél egymast kdvetGen vesziink mintét, majd
valamilyen mintavételt kovetSen elvégezziik az elemzést és eldontjiik, hogy kell-e
djabb elemet valasztani

o Kettds mintavétel: a sokasig elemeibdl kétszer vesziink mintat
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13.2. A sziikséges minta elemszam meghatarozasa

Minél pontosabb informaciora van sziikség, annal nagyobb mintét kell venni. Am minél job-
ban né a minta, annél kisebb a javulas a mintanagysag egységnyi ndvekedésével. Léteznek
okolszabalyok és tudomanyos moédszerek is az elemszam meghatirozésara

Okélszabaly: kis csoport (elemszam max. 30-35) esetén a teljesen populdciot be kell venni
a mintéba, vagyis cenzust kell alkalmazni. Nagyobb elemszam esetén a minta elemszama
és a teljes populacié kozott kozel logaritmikus kapcsolat 4ll fenn.

Tudoményos mdédszerek: minimalis mintaelemszam meghatéarozasakor a

P(|:Tcn —m| < 6) > 1 — p relaciora keressiik a megfelel§ n-eket. A reldcio jelentése: mekkora
n elemszam garantilja, hogy a mintadtlag a minta varhat6 értékétsl legfeljebb e tavolsagra
esik 1 — p valoszintiséggel? Ha a 3 paraméter (n, €, u) barmelyik kett6t ismerjiik, akkor
alsé-becslést tudunk adni a harmadikra.

e Egymintés t-probahoz (centralis hatareloszlas-tétel alapjan): ahhoz, hogy (1 —«) va-
2

loszintiséggel kimutassunk egy legalabb 2d nagysagi kiilonbséget, a mintanak u“f;;

elemet kell tartalmaznia. ui /2@ standard normalis eloszlas a/2 valoszintiséghez tarto-
76 értéke, o az elméleti szords vagy annak becslése, d pedig a konfidencia intervallum
szélességének fele

e Kétmintés t-prébdhoz Beyer készitett tablazatot figyelembe véve a masodfaji hibat
és hogy milyen valészintiséggel szeretnénk a kiilonséget kimutatni

e Paraméteres modszerek:

22 '0'2
— ismert o szorés esetén: n > +L5— ahol ®(z,9) =1 — /2
ti/2~s%

— ismeretlen szoras esetén: n >
szorasnégyzete

n

, ahol Fy,_1(t,/2) = 1 — /2 és s% a minta

€

e Ha a mérések garantaltan az (a,b) intervallumba esnek

2
; - . . y , In(p/2). &=~
— ismeretlen szoras esetén Hoeffding-egyenlGtlenség: n > —%

. . P . ” ) In(p/2) (202 +2¢2=2
— ismert o széras esetdn Bernstein-egyenl6tlenség: n > — w/2)( = 3)

e Csernov-egyenlGtlenség
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