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El0szo

A tdmegkiszolgélas (vagy sorbanallas) elmélete a matémabben lejatsz6do
véletlen jelenségekkel foglalkozd dganak, a sztochaszfitdlyamatok vizsgala-
tanak fontos fejezete. Jelésegét mutatja az a tény, hogy szazaduné éls
tizedeitl kezdve (A.K. Erlang dan mérnék munkaja nyoman) a mai nagin
elmélet alkalmazasai alkotjak a telefonkdézpontok forgah@retezésének alapjat.
A szamitdgép-halozatok elterjedésével parhuzamosarf@miatikai szakembe-
rek két okbdl is érdelddni kezdtek e szakterllet irant. Egyrészt azért, mert a
bonyolult szamitégépes rendszerek teljesitményéneks@eréz egyszeriibbek-
nél hasznalt determinisztikus modellek nem vezettek eémgne, masrészt azért,
mert a tobb szamitdgép kdzotti kommunikacio megszervénadssoran felmertlt
kérdések a tavkozlésben mar tanulmanyozott sorbanatt#idigmakhoz vezettek.
A telekommunikacio és a szamitdgépes adatatvitel utoldtiad megfigyelhét
Osszeolvadasa csak febsitette ezt a folyamatot. A korszer(, digitalis telefon-
hal6zatok kdzpontjai, a vonal- és csomagkapcsolt adathtik forgalomvezédl
berendezései mind specialis szamitogépek, ezen renksisetkedésének mo-
dellezése viszont tomegkiszolgalasi feladatok megotdgéayli.

Jegyzetlink a tomegkiszolgalas elméletébe nyUjt mateaiagignyességi be-
vezetést (efdsorban) a BME Il. évfolyamos informatika szakos hallgaza-
mara. A targyalas soran nagy sulyt fektettiink a diszkrétiideodellek részletes
tanulmanyozasara, mivel ezek (a fent emlitett okokbdllkétag) Gnmagukban
is egyre nagyobb jeletiségliek, és alkalmazasukkal a klasszikus folytonosiidej”
problémak vizsgalata is leegyszerlisddik. A jegyzetnek nélja a miszaki, in-
formatikai feladatok soran felmeimodellezési kérdések megvéalaszolasa, ilyen
jellegli problémakkal a hallgatdk a szaktargyak kereteibmerkedhetnek meg.

A jegyzet kéziratahoz flizott szakmai és didaktikai megrégeikért koszo-
netet mondunk Deak Istvdnnak, Jereb Laszlénak, Telek Mitd& és Vetier And-
rasnak.

Budapest, 2002. november 11.

Gyorfi Laszlo
Gybri Sandor
Pintér Marta



ELOSszO



1. fejezet

Diszkrét ideji Markov-lancok

val6szinliségszamitas alkalmazésa soran sokszor kksdémbe id-

ben lejatsz6do véletlen eseményekkel, illetve véletlemenyek so-

rozataval. Jegyzetiinkben ezeket az Un. sztochasztikgeiatokat a

- tdmegkiszolgalasban fel@dd kérdések szemszodgdlvizsgaljuk. A

gyakorlati életben gyakran@brdul6 szituacié az, amikor egy felhasznaléi igé-
nyeket kiszolgal6 rendszer egyszerre csak korlatozothgzZ&lhasznaléval tud
foglalkozni, és a tobbieknek azigényeik kiszolgalasanak végeéig varakozniuk,
sorban allniuk kell. Ilyen ugynevezett tomegkiszolgal(@sirbanallasi, forgalmi)
rendszerre példa lehet egy aruhazi pénztar, egy ugyféltoghlak az 6Gnkormany-
zati irodaban, egy Utkeresztaes, egy ipari gyartasi folyamat részét végrehajto
egység, szamitdgépes rendszerben a CPU, a memoria vagyelalperiféria,
egy telefonkdzpont vagy altalanosan barmely kommunilédbélézat egy olyan
kapcsol6eleme, amely az atviénihformaciécsomagokat rendezi, iranyitja vagy
feldolgozza.

Tomegkiszolgalasi rendszerek egy lehetséges matematiddellje a kdvet-
kez). A kiszolgéalo egységhez véletlerbipbontokban érkeznek a felhasznaldktol
az igények. Ha az igény érkeztekor a rendszerben nem tadikzknas igény,
akkor a kiszolgal6 elkezd vele foglalkozni, és valamenngidtlen hosszu) il
eltelte alatt elvégzi a vele kapcsolatos feladatokat, majiyeny tavozik a rend-
szer®l. Ha az igény nem Uresen talalja a rendszert, akkor egkeaéai sorba
all be, amelynek befogaddképessége lehet véges vagysidediegtelen nagy. A
kiszolgal6 egy feladat befejezése utan@hkibsorbol valasztja ki valamilyen elja-
ras szerint azt az igényt, amellyel kdvet&ksy foglalkozni fog. Ez az eljaras (a
kiszolgéalasi sorrend meghatarozasa) lehet olyan, hogyak®adk kdzll a rend-
szer mindig a legkorabban érkezett igényt valasztja (FCiefy ¥IFO maodszer)
vagy a legké8bb érkezett igényt valasztja (LCFS vagy LIFO modszerpszthat
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véletleniil vagy az igényekhez rendelt prioritas alapjaa.kdlén nem emlitiink
mast, akkor mindig FCFS eljarast feltételezink.

Ha az igények tet€teges idpontban érkezhetnek, és azonnal be is allnak
a sorba, akkor a rendszerben d&vszamat gyakran irhatjuk le folytonos ideji
Markov-lanccal (lasd a 3. fejezetet). @&ko6r olyan rendszerekkel fogunk foglal-
kozni, melyeknél az idt szakaszokra (egységekre) bontjuk, az edegységben
érked igényeket 6sszegylijtjik, és azok egydtt allnak be a sarbebdszelet vé-
gén. A kiszolgélo egy idszakaszban véletlen szamu igényt tud kiszolgélni, a
kiszolgalt igények tadvoznak a rendsz@rlKonkrét rendszerekkel a 2. fejezetben
foglalkozunk. Ebben a fejezetben bevezetjik dbieh lejatszodo véletlen ese-
mények leirasara szolgalé matematikai modellt, a sztatias folyamatok fo-
galmat, illetve specialisan az egyik legegyszeriibb tigalyamatokat, a Markov-
lancokat elemezziik, melyek alkalmasak sok sorbanalladszer leirasara.

llyen rendszerre konkrét példa az evollcids egyenlettehdéd sorbanallasi
modell, mellyel a 2.1. szakaszban foglalkozunk.

1.1. Markov-lancok fogalma

Mxaloszinlisegi valtozoknak egyparaméterrel indexell = {X :t € T} csa-
'f..:%jlédjét sztochasztikus folyamak nevezzikk. A paramétert @leg az al-
kalmazasokban gyakori jelentése miatt) rendszerint azeildazonositjuk. Ha
T=1{0,1,2,...}, akkorX-et diszkrét idejl folyamatnak vagyddornak, ha pedig
T = [0, «), akkor folytonos idejl folyamatnak hivjub-t diszkrét ideji folyamat
eseténX,-nel, folytonos ideji folyamat esetén pedig (a fliggvéry&arasmaod-
dal utalva a valds értékl paraméterxd})-vel fogjuk jeldlni. Azt azShalmazt,
amely®l a valdszinliségi valtozok értékeiket vesZlapottémek (vagy allapot-
halmaznak) nevezzik. Jegyzetiink tovabbi részéblként olyan folyamatokkal
foglalkozunk, melyek allapottere diszkrét halmaz, reedst S= {0,1,2,...},
ilyenkor S elemeitallapotoknak hivjuk. A sztochasztikus folyamat statisztikus
jellemzbit megadjuk, ha minden végesre ésty,ty,...,t, € T-re definialjuk az
Xy, Xty - - - X, VAlOSZINUsegi valtozok egylittes eloszlasat, téhtédjes leirasd,
Sés a véges dimenzios eloszlasok megadasat jelenti.

LegyenX = {Xo, X1,...,Xn, ...} diszkrét idejd, diszkrét allapotterii folyamat.
Az &ltalanossag rovasa nélkul feltessziik a tovabbiaklagy, &zS allapottér ele-
mei a nemnegativ egész szamok.

1.1. definicié. Az X-et Markov-lan@ak nevezzlik, ha teljestil ra a Markov-tulaj-
donsag, azaz minder> 1 €sXg, X1, .. -,%n_1,%n € Sesetén

P(Xn =Xn [ Xn-1=Xn—1,..., X0 = X0) = P(Xn = Xn | Xn-1 = Xn-1),
amennyiben a feltételes valoszinliségek léteznek.
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A késbbbiekben minden feltételes valészinliségre vonatkd#asilagy ér-
tlink, hogy akkor kivanjuk meg a teljestlését, ha a feltétedddszinliségek létez-
nek, és ezt kilén nem fogjuk hangsulyozni.

Kodnnyen belathatd, hogy egy Markov-lancra minderc& < m < n és
Xk Xk i1, - - - Xm, Xn € Sesetén

P(Xa = Xn | Xm=Xm, ..., Xk = Xk) = P(Xn = Xn | Xm = Xm). (1.1)

A Markov-tulajdonsag szemléletesen annyit jelent, hogwéa p multtél csak
a jelenen keresztil fiigg. Ezt megfogalmazhatjuk gy isyrogvd és a mult
feltételesen flggetlenek, feltéve a jelent, formalisandan 0O< k < | < n és
X0, - -+, Xn € Sesetén

P()(n:Xna"'axl-i-l:X|+17Xk:Xk7"'7X0:XO|X| :X|7"'7Xk+1:Xk+l):
=P =Xn, .-, X1 =X [ X =X, Xepr = Xiq1) -
'P(Xk:Xk,...,x0:X0|X|:XI,---,)<k+]_:Xk+1). (12)

Ha P(Xn = Xn, Xn—1 = Xn_1, ..., X = X) > 0, akkor

P(Xn = Xn, Xn—1 =Xn—1,.. ., Xk = Xk) =
=PXn=Xn [ Xn1=Xn1,.. -, X = X) -
PXan1=Xn1|Xn2=Xn2,..., X« =Xc) - ...
“P(Xkr1 = Xkr1 | X = Xk) - P(Xk = %)

miatt (1.1) alapjan azt kapjuk, hogy

P(Xn = Xn, Xn—1 = Xn_1, ..., Xk = Xc) = P(Xn = Xn | Xn—1 = Xn_1)-
PXnz1 =Xn—1 | X2 =%n=2) - . . - P(Kicy1 = X1 | Xk = Xk -
-P(Xe = %), (1.3)

vagyis egy egyduttes valoszinliség felirhat6 feltételésseinliségek, ugynevezett
egylépéses allapotatmenet-valészinégegagy rovideratmenetvaldsziniisék
és egy egydimenziés vetiletvaldszinliség szorzataként.

Az (1.3) képletll az is kdvetkezik, hogy aX Markov-lancot egyértelmiien
definidljuk, ha megadjuk aX; eloszlasat, valamint mindem> 1-re és minden
i,] € Sre aP(X,=]|X,-1=1) feltételes valdszinliségeket, azaz a kezdeti el-
oszlas és az atmenetvalészinliségek egyértelmlerklaifyarkov-lancot mint
sztochasztikus folyamatot. Altalab&iX, = j | X, 1 = i) nemcsak-tol és j-t6l
flgg, hanem az i6tol, n-tél is.

1.2. definicio. HaP(Xn = j | Xn—1 = 1) nem fliggn-tél, akkor azX Markov-lan-
cothomogémek nevezziik.



12 1. DSZKRET IDEXJ MARKOV-LANCOK

1.1. abra. Az 1.1. példa a&tmenetval6szinliség-gréafja

A tovabbiakban csak homogén Markov-lancokkal foglalkdzuezért Markov-
lanc alatt a ké&bbiekben mindig homogén Markov-lancot értiink.
A

pij =Py =P =] | % =1)
egylépéses atmenetvaloszinlisé@kBpzett

N =[pf’] =tpy] =N

matrix és ap(o) = P(Xp =1) valészinliségeld képzett

i
PO = [p] = [ p” p..

eloszlas (végtelen sorvektor) tehat egyértelmien magatjarkov-lancot. Al
atmenetvaldszinliség-matrix mellett egy Markov-laneétiatunk az atmenetva-
I6szinliség-grafjaval is. Az atmenetvaldszinliség-ggafiranyitott graf, amely-
nek pontjai a Markov-lanc allapotai, élei pedig az egy |&eéslehetséges atme-
netek, sllyozva az atmenet (nem nulla) valészinliségével.

1.1. példa. Tekintsiik a binari$ allapothalmaz esetét! Legyen

n:<poo p01>:(l—p p )
P10 P11 q 1-q/

Ekkor az atmenetvalészinliség-graf az 1.1. abran lathato.

Az egylépéses atmenetvaldszinliségekhez hasonldge jelol
Y =P(Xa = | Xo=1)

azn-lépéses étmenetvalészinl’jségekel,'l(é% a beblik képzett matrixot. Defi-
nialjak tovabba £ = [pi(”)} eloszlast (végtelen sorvektortydl) = P(X, = i)
valoszinliségek. Teljes indukcidval egyszerlien belathagy

n"=n" (1.4)
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€s
P — pOAM = pOA", (1.5)
aholM" a N n-edik hatvanyat jeldli. Hasonléan kaphatjuk mindes & < n-re,
hogy
P — pln M-k — plkopn-k

ahol definicio szerinfl© = N° = E, ésE az egységmatrixot jeldli. (1.4) alapjan
vildgos, hogy X k < n-re

nM - nknh-k

bl

ezt a képletet Chapman—Kolmogorov-egyenletnek hivjulll’® matrixok defi-
nialasakor nem voltunk teljesen precizek, mert nem vettjjjefembe, hogy mig
az S allapottér elemeit 0-tdl indexeltik, addig a matrixok soés oszlopait (a
szokasoknak megfel@tn) 1-61. Tehat a pontossag kedvééfld) matrixi-edik
soraban ég-edik oszlopaban Ie’ii/elemepi(f)lvj_1 és hasonl6an B(" sorvektor

i-edik elemep!”,.
1.3. definicié. Az olyanA (véges vagy végtelen) matrixot, melynek elemei nem-

negativak és minden soraban az elemek dsskeggochasztikus matrbak ne-
vezzik. Nyilvénvaléam'l(”) sztochasztikus matrix.

Markov-lancra egy eléggé éaltalanos illusztracio az endéteélkili valdszi-
nliségi valtozok sorozataval gerjesztett rekurzio:

1.1. tétel. Legyen{W,} fliggetlen valdszin(iségi valtozék sorozata, melyek ér-
tékeiket egyQ halmazbdl veszik. Legyen tovabbh : Sx Q — S kétvaltozds
fliggvények egy sorozata, Bg-et definiadlja a kbvetkdzrekurzio:

Xo tetsDdleges S-beli érték,
Xar1 = Hnp1 (X0, Why1) (n>0),
ahol Xy és{W,} is fliggetlenek. Ekkol = {X,} egy Markov-lanc. Ha még

rdadasuH,(x,w) idéinvarians, aza#,(x,w) = H(x,w) mindenn-re, és{\W}
azonos eloszlast sorozat, akRkbhomogén Markov-lanc.

B1ZONYITAS:

P(Xn:Xn|xn_1:Xn_1,...,Xo:X0):
= ( (Xn laWn):Xn|Xn—1:Xn_1,...,Xo:x0):
( (Xn 1 )—Xn|xn—1:Xn_1,...,X0:Xo):

= P(Hn(-1,Wh) = Xn),
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ahol az utolso |épésben azt hasznaltuk ki, hEgyi, ..., Xo aWh_1,...,W; ésXg
flggvénye, amelyek fuggetlen®¥,-t6l. Az el6z6 |épéseket forditott sorrendben
megismételve kapjuk edsallitasunkat:

P(Hn(xn—l,\M'\) = Xn) = P(Hn(Xn—l,Wn) = Xn | Xno1 = Xn—l) =
= P(Hn(Xn-1,Wh) =Xn | Xn-1 =Xn-1) =
= PXn=Xn| Xn1 = Xn-1)- (1.6)

A tétel masodik fele az (1.6) kifejezé&Stkovetkezik. |

A tétel egy bizonyos értelemben vett megforditasa is igasd(hz 1.12. fela-
datot), azaz minden homogén Markov-lanc megadhaté reduatzi

Markov-lanc generalhaté ugy is, ha felhasznaljuk, hogyMgykov-lanc adott
allapotaban val6 tartozkodasanak ideje geometriai élegzimégpedig az= Sal-
lapotban a tartdzkodasiddl — p; paraméter(i geometriai eloszlasu (lasd az 1.15.
feladatot).

1.2. példa. Ha Hn(x,w) = h(w), vagyisX, = h(\W,), és{W,} azonos eloszlast
sorozat, akkofXn} fliggetlen valészinlségi valtozok sorozata. Ekkor

Q@ a3 a
aQ a3 a

n= a a a ... |

aholP(h(Wh) =i) =4 (i=0,1,2,...). Ha még az is igaz, hogy(Xo = i) = &,
akkor{Xn} azonos eloszlasu is.

1.3. példa. Ha Hp(x,w) = x+w, {Wh} nemnegativ egész értékii ¥s= 0 egy
valészinliséggel, akkor
Xn=Wo+Wo+ -+ W,

azaz fliggetlen valdészinliségi valtozok részletésszegeaisorozata Markov-lanc.
Ha még{W,} azonos eloszlasu is, bevezetv®@h =1i) =g (i =0,1,2,...)
jelélést, az atmenetvaldszinliség-matrix a kbvdikadaku:

d a3 ap a3 a4
0 ag a1 a a3

n= 0 0 ag a4 &
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1.4. példa (Bolyongasok).

A. Szimmetrikus bolyongés: Ha az 1.3. példaban, +1 értékl éE (W) = 0,
akkor {Xn}-t szimmetrikus bolyongasnak hivjuk. Ekkor az allapottéregész
szamok halmaza, és parathkamdépontbanX, is paratlan, mig paros égbontban
X, paros.

B. Bolyongas elnyed falak esetén:Ez egy véges allapoti Markov-lanc a kévet-
kezb atmenetvaldszinliség-matrixsgak p < 1,g=1—p):

1000 ..
q0po0
0qo0p

q
0

C. Bolyongas visszaves falak esetén: Ekkor az atmenetvalészinliség-matrix
(O<p<lg=1—p):

qp 0O
qo0po
0qgo0p
N=1] :
q 0 p
0 g p

D. Ciklikus bolyongés: Ha az éallapotokat ciklikusan rendezziik, azaz aé ék
az utolso allapotot is szomszédosnak tekintjiik, akkor eeaétmatrix az esés
az utolso soraban tér el aded példabelidl, az el$ sor(0, p,0,...,0,q), mig az
utolsé(p,0,...,0,q,0) lesz.

Ha megengediink atmenetet téteges két allapot kézétt, akkor az atmenet-
matrix a kévetkea:

Po P P2 ... Pr
pr Po P1 ... Pr-1
.o PT-2

n= Pr—1 Pt Po
P P2 P3 ... Po
aholpog+p1+---+pr=1
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1.5. példa. HaHn(x, (vy)) = (x—Vv)* +y és{Vn} és{Yn} két fiiggetlen, azonos
eloszlasu sorozat ugy, hogy egymastdl is fliggetlenek, radko

Xor1 = (Xn —Vn+1)Jr +Yny1

evoltcids egyenlethez jutunk, mely tébb diszkrét idejszkigalasi feladat mo-
dellezésére alkalmas (lasd a 2.1. és a 2.2. szakaszt) skkddedppen: az idt
szakaszokra osztjuk 6§, jeldli az n-edik idbegység végén sorbanall6é igények
szamat. Am-edik iddintervallumbary, Uj igény érkezik és a rendszer ugyanek-
korV, igényt képes kiszolgalni.

Ennek a példanak egy specialis esete az, arvikarl, vagyis egy idegység-
ben a rendszek igény kiszolgalasara képes. RéY,=i)=b; (i=0,1,2,...),
akkor

bo by by bz
bo by by b
N=| 0 bo b1 b
0O O by by

1.2. lrreducibilis és aperiodikus Markov-lancok

(3% kovetkeDkben Markov-lancok két olyan tulajdonsagat vezetjik beea

FLlyek teljesiilése az dtmenetmatrix, illetve atmenetgrgftségével kénnyen
ellendrizhe®t. Jelenbségiik abban all, hogy meglétiik elegénész véges alla-
potl Markov-lancok esetén a stabilitashoz. A stabilit@nifpontos, szamtalan
alkalmazasi terlleten kiaknazhato és sziikséges tuld@doamelynek pontos de-
finici6jat a kovetked szakaszban adjuk meg.

1.4. definici6. Az X Markov-lancotirreducibilisnek nevezziik, ha minden alla-

pota minden allapotabdl eléridetami azt jelenti, hogy minden| € S-re létezik

egyn;; > 0 ugy, hogypi(j )50,

Egy Markov-lanc allapotgrafjdban csak a pozitiv val6aségi éleket (atme-
neteket) berajzolva a lanc akkor irreducibilis, ha a gréfriedy pontjabol barmely
masik pontjaba vezet iranyitott Gt.

1.6. példa. Az 1.1. példa Markov-lanca, ahol
1-p p )
n= ,
( qa 1-q

irreducibilis, hap > 0 ésq > 0.
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1.5. definici6. Az X Markov-lanc egy € S allapotataperiodikus allapetak ne-

vezzlik, ha létezik egy > 0 ugy, hogy mindem > n;-re pi(i”) > 0.

Az irodalomban egy allapotot akkor neveznek aperiodikusnak, ha az
{mp” >0n>1}

halmaz elemeinek legnagyobb k6zds osztéja 1. Megmutathatyy a két defini-
ci6 ekvivalens. Azonnal latszik az az irany, hogy adelsfiniciobdl kbvetkezik
a masodik. Altalaban, ha periodikus az allapot, akkor a fealmaz legnagyobb
k6z6s osztojat nevezik periédusnak.

1.6. definicié. Az X Markov-lancotaperiodikusak nevezziik, ha minden alla-
pota aperiodikus.

Az 1.1. példa Markov-lanca pontosan akkor aperiodikugy kal ésq < 1, vagy
p=1és0<g<1,vagyq=1és0< p< 1.

1.2. tétel. Ha egyX irreducibilis Markov-lancnak létezik egy aperiodikusaall
pota, akkor a lanc aperiodikus.

BizONYIiTAs: A tétel azt allitja, hogy ha egy irreducibilis lancnak vagd-
labb egy aperiodikus allapota, akkor minden allapota apléqis. Legyerk € S
egy aperiodikus allapot. Ekkor megmutatjuk, hogy barnjedySis aperiodikus.
Mivel a lanc irreducibilis, ezért létezik éss egész ugy, hog;pgrk) =a>0es

pf(sj) =b > 0, tehat tetszlegesn egészre

p§T+r+s) — Zszspglf) pi(In) pl(jS) > pgfk) pl((fll) pl(<sj) _ abg((rll)' (1.7)
iedle

Ha k aperiodikus, akkor Iétezik egyp Ugy, hogy mindem > ng-ra pl((rll) > 0.

(1.7) miatt viszont minden > ny-ra p§?+r+s) > 0, tehat mindem > ng+r + s-re
pg?) > 0, vagyisj aperiodikus allapot. |

Egy tulajdonsagot nevezzibkoklédének, ha amennyiben a lanc egy allapota
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, akkor a tébbi allapotadz 1.2. tétel tehéat
azt mondja, hogy irreducibilis Markov-lanc esetén az ajkkussag 6rokido.

Altalaban az irreducibilitas és az aperiodikussag konmfemdrizhet tulaj-
donsag. Példaul, ha az &tmenetmatrix két mellékatl6jabaiiipak az elemek,
akkor minden allapotbd6l minden allapot eléfetzaz irreducibilis a Markov-
lanc. Ha a batl6 elemei pozitivak, akkor pedig aperiodikus a lancs(Laz 1.18.
feladatot.)

Az 1.5. példa végén szerédll matrixban, hdy > 0 ésb, > 0, akkor az 1.18.
feladat alapjan a lanc irreducibilis. Ugyanakkgr> 0 miatt a O allapot aperiodi-
kus, tehat a lanc is aperiodikus.
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1.3. Veéges allapotu Markov-lancok stabilitdsa

tovabbiakban szeretnénk jellemezni a Markov-lancoknakaarét, ahol
@V a P(M eloszlasnak van hatarértéke (azaz mindenSre a{p}”)} sorozat
konvergens), az is egy eloszlas, és az fiiggetlen a ke2detloszlastol.

1.7. definicié. Ha a
lim P = p()

n—oo

hatérérték létezik, az egy eloszlas, és az fliggetlen a ké?feeloszlastol, akkor
azX Markov-lancotstabihak nevezziik.P*®) pedig a Markov-lénthatérelosz-
lasa

Az irodalomban a fentieknek eleget telarkov-lancot gyakran ergodikus-
nak nevezik. Mi az ergodicitas fogalmat mas értelembernutolggHbb hasznalni.
Jeldliep; (j=0,1,2,...) aP™) (j41)-edik elemét, azaz legyen

pj = lim pgn).

n—oo
Egy véges allapotu Markov-lanc stabil, ha a

lim p” = by

n—oo

hatarérték létezik és nem flggdl, hiszen
im p™ = i O = 5 0 im P =5 p%8 = p: 5 p = 5.
lim p; —nlgrgoi;;p. Pij i;p. lim p; I;p. s p,ggp. It
Stabil Markov-lanc hatareloszlasat megkaphatjuk a
P=PN (1.8)
egyenletet megoldva, mivel

P = fim PM = |im POA" = (lim P<0>n"—1) n= (lim P(”*1)> n=pP®n.
n—o0 n—o0 n—o0 n—oo
(1.9)
Masrészt stabil Markov-lanc esetén a megoldas egyértetmit haP egy meg-
oldas, ésP® = P, akkor PM = PO = PO és indukcidval belathat6, hogy
mindenn-re P = PO azaz a lanc egy azonos eloszlasu soroza®,ahatarel-
oszlas.



1.3. VEGES ALLAPOTUMARKOV-LANCOK STABILITASA 19

1.7. példa. Az 1.1. példa Markov-lanca esetén teljes indukcioval beitit, hogy

m_ 9 n< © 9 )
— +(1—p— e —— 1.10
Po 040 (1-p—a)'( P 0+ (1.10)
és
m_ P n( (0) p )
= 4+ (1-p-— - ), 1.11
P1 P+ ( p—a) { p; P+ ( )

ahonnan kévetkezik, hogy a stabilitas szlikséges és elkéggdtptele
[1-p—q <1

7 s - 00 _ q p 7
A hatéreloszlés pedigR{®) = <m, m) eloszlas.

Az elb6z6 szakaszban mondottak alapjan az 1.1. példa Markov-léantagan
akkor irreducibilis és aperiodikus, a> 0, g > 0 ésp+ g < 2, ugyanekkor
azonbanl— p—q| < 1is teljesul, ami példankban ekvivalens volt a stabilighss
Megmutatjuk, hogy ez nem véletlen.

1.3. tétel. Egy véges allapotd, irreducibilis és aperiodikus Marlkérel stabil.

A tétel bizonyitasat 2 lemmara bontjuk fel.

1.1. lemma. Egy véges allapotu, irreducibilis és aperiodikuMarkov-lanc ese-
tén létezikng Ugy, hogy mindem > ng ési, j € Sesetén

)

pj’ >0.

BIZONYITAs: Az irreducibilitas miatt minden, j-hez létezikn;j ugy, hogy
pi(jnij) >0,
masrészt az aperiodikussag miatt mingemez létezikn; agy, hogy mindem >
nj-re
p\) >0,
tehat mindem > nj; +n; esetén

(n)

P (nij) (n=nij)

2 P Pjj > 0.
Legyen
no = max{nij +n;},
i,jeS
ezzel a bizonyitast befejeztik. |



20 1. DSZKRET IDEXJ MARKOV-LANCOK

1.2. lemma (Markov tétele). Ha egy véges allapotli Markov-lanc esetén léte-
zik N ugy, hogy mindem, j € S esetén

N
pi( j )
akkorX stabil.

BizoNYiTAs: Az 1.23. feladat allitasa miatt azt kell megmutatni, hogy-b
mely j € Sre an™ matrix j-hez tartoz6 oszlopa maximumanak és minimumanak
ugyanaz a hatarértéke. Tehat bevezetve az

m"™ = min pi(j”)

J ieS
és az
(n _ (n)
M = maxe
jeloléseket, azt kell belatnunk, hogy
lim M( ) — lim mgn).
n—oo n—oo
Mivel
(n+1)
p”n Zplkpkj )
ezért
+1 (n+1)
m™ = minp*Y = min ng.kpk, >
(n) (n)
> - miY —m
> min Zsp.kmm p| rirygkgsp.km, m;”,
tehat
m(n+1) > m(_n)
i = o
és hasonlé médon
MO < ),

I

{M } monoton fogyasabol eﬁm } monoton nbvekedésébkbvetkezik, hogy
ha{M } 0-hoz tart, akkor{M } nek es{m } -nek ugyanaz a hatarér-
téke, és ezt akarjuk megmutatlﬁM } monoton fogyasabol e{sn } monoton
névekedésétl az is kovetkezik, hog;{Mj j } monoton fogy0, ezért 0-hoz
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tartasat elég egy részsorozatan megmutatni. Allitasuekat bebizonyitjuk, ha
belatjuk, hogy
lim (M(”m — m(-”N)> —0. (1.12)

n—oco J )
Legyen
inpN)
e=minp; " .
i,jesp”

Ekkor a feltétellink miatt > 0, és
(N+m) - _ (N) () _ (N) _ep™) p(™ () 5 _
o DAL AR R ALY
N 2
— 5 (68 o) o+ o
(S

(n) (N) (n)

mivel € definicidja miattpi(li\') >¢€és Pk <1, gy py, — epy =0, és ezért

o203 (o —eo) e =2y s
ke

tehat

)

2
> mﬁ”)(l—s) +sp§j”)

és hasonlé médon

kovetkezésképpen

MJ(N+n) _ mgN-i-n) < <M1(n) _ m(_n)) (l— E).

Legyenn = kN. Ekkor

k k k K
MJ(( +UN) mj(( +1N) < <M( N N)) (1—¢),

vagyis ezt ismételve

((+DN) _ ((k+1)N) (N) _ (N) k
M; —m; §<Mj —m; )(1—8) ,
és itt a jobb oldali kifejezék — o esetén 0-hoz tart, igy a bal oldal is, amivel
az (1.12) egyeidiséget belattuk. |

A bizonyitasbdl az is kdvetkezik, hogy

im ot — 1im o™ — i (n)
AL P = P = g my > 0.
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hiszen afeltétel miamEN) >0 és{mﬁ”)} monoton névekedl Ezzel belattuk, hogy
véges allapotu, irreducibilis és aperiodikus Markov-l&setén a hatareloszlas
minden tagja pozitiv.

Fontos megjegyezni, hogy az irreducibilitas és apericatiig véges allapot
Markov-lanc esetén elégséges, de nem sziikséges feléstdddilitasnak. Az 1.7.
példaban a stabilitad — p— q| < 1 feltétele teljesul, hgp = 0 ésq > 0, béar a
Markov-lanc nem irreducibilis. Ekkor a hatareloszlasnedzlnulla tagja, pél-
dankbarP(*) = (1,0).

1.8. definicié. Egy diszkrét idej(iC sztochasztikus folyamatot @sen)staciona-
riusnak neveziink, ha barmely pozitiv egésee, m-re 60 <t; <ty < --- <tpy-
reaz(Xy,...,%,) és(Xy+n, ..., X,+n) valoszinlségi valtozok egylittes eloszlasa
megegyezik, azaz a véges dimenziés eloszlasiditolasra invariansak.

Nyilvan haX erbsen stacionarius, akkor azonos eloszlasu. A megforditia-a
ban nem igaz, de Markov-lancokra igen (lasd az 1.22. fetddat
Stacionarius Markov-lanc esetén

PO = p®) = pORn,

tehat ez az azonos eloszlas is kielégiti az (1.8) egyenketdarkov-lancok azon
osztalyaban, ahd?(®) hatareloszlast tudunk garantalni, ott az (1.8) egyenketne
egyetlen egy megoldasa van (amely eloszlas), tehat stalokdi-lanc hatarelosz-
lasa a stacionarius eset eloszlasa, e2éPtt gyakran stacionarius (vagy egyen-
sulyi) eloszlasnak hivjuk.

1.4. Oldalak rangsorolasa webes kerésendszerekben

exyakran ebfordul, hogy a felhaszndl6 altal feltett kérdésre egy $endszer
Jrengeteg oldalt talalt, melyek koziil természetesen néekelgntosabbak,
masok kevésbé fontosak. Rangsorolni kell tehat az olda#akamatikusan asze-
rint, hogy mekkora kozik van a feltett kérdéshez. Itt a Gedgre$rendszer
Pagerank algoritmusat mutatjuk be.

A feladat a rendelkezésre allb darab weboldal kézti fontossagi sorrendet
felallitani. A legtébb kere&rendszer abbdl indul ki, hogy ha egy oldal készi-
toje linket helyez el az oldalan, akkor valamiért fontosraakja a mutatott oldalt.
Tehét a linkstrukturabdl kiindulva adhato a fontossagrgkheeurisztikus defini-
cioja, nevezetesen, hogy egy oldal akkor fontos, ha soknintat ra. llletve egy
rekurziv definicioval élve: egy oldal fontos, ha fontos ¢tdétamutatnak ra.
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A weboldalak kéztdtt mutaté linkek teszik leldet, hogy egyik oldalrol egy
Iépésben atmenjink egy masik oldalra, tehat ha az oldaddikgbtoknak tekint-
juk, akkor az Interneten valé barangolast homogén Markoeként foghatjuk
fel. Az egylépéses allapotatmenet-valésziniiség legyen

i %, hai-rél mutat link j-re,
Pi 0, kulonben,

aholm azi-edik oldalon talalhat6 linkek szama.

Egy oldal fontossagat mutatja az, hogy a Markov-lanc mekkatészinliség-
gel tartdzkodik az oldalnak megfetehllapotdban. Vagyis a lanc hatareloszla-
sat kellene meghatarozni. A linkstruktara &ltal adott Markdnc azonban nem
biztos, hogy irreducibilis és aperiodikus, igy egyrésanr®ztos, hogy stabil,
masreészt lehetnek benne zart halmazok, ahonnan nem véziét lkik, és igy
a hatareloszlasban a halmazon kivili oldalak valészgdisélla lesz, vagyis a
halmazon bellli oldalak magukba gyiijtik esetleg az skr@tessagot.

Az elsh problémat megoldja, hogyha a lancot az egyenletes ekigdlindit-
juk, azazP© = (%, el %), ugyanis megmutathaté, hogy ebben az esetben mindig
létezik hatarértéke B(" eloszlasnak. A hatarérték megkaphaf®a PN egyen-
let megoldasaval. De célunk nem a valészinliségek porgaérkiolasa, hanem az
oldalak rangsorolasa. Ezért elé®® eloszlasokat " = P("I iter4cioval
addig szamolni, amig egy iteracié utan az eloszlas alagjafifott sorrend nem
valtozik.

Az algoritmus ebnye, hogy gyors, kénnyen programozhaté és hlien tikrozi a
.Sztochasztikus szorfér lelkivilagat, aki egyenletes eloszlas szerint valagpt e
kiindulasi oldalt, majd az aktudlis eléridatidalak kbzul valaszt minden Iépésben
egyenletes eloszlassal. Viszont nem oldottuk még meg ahafrtazok okozta
problémat.

A Pagerank algoritmus finomabb véltozata a fdmtallapotatmenet-matrix
helyett all’ = €U + (1 — €)M matrixot hasznalja valamely @ € < 1-ra, ahol

U — .

Intuitiven ez az jelenti, hogy minden oldaltdl beszedjiktéssaganak egy részét,
és ezt a beszedett fontossagot egyenletesen szétosziplttadak kozott. AN’
allapotatmenet-matrix a ,szeszélyes sztochasztikus@ddrbarangolasi maéd-
szerét mutatja, akd valészinliséggel nem az aktualis oldalrél 1ép tovabb, tmane
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szeszélyesen, véletlenszerlien valaszt az 6sszes okl kBbben az (j mo-
dellben a Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus ledgzén az &tmenetmatrix
foatlojaban és mellékatldiban csupa pozitiv elem all (1&stl.48. feladatot). igy
az 1.3. tétel alapjan a Markov-lanc stabil lesz, és a térelryiitasat kovét meg-
jegyzés szerint a hatareloszlas minden tagja pozitivt ik oldal fontossaga
sem nulldzodik le.

1.5. Visszatébség

CX¢ajnos végtelen allapothalmaz esetén az irreducibilitészésperiodikussag
&2 nem elég a stabilitashoz. Ezt illusztralja a kévetkpglda:

1.8. példa. Tekintsiik a kévetkeZ, az 1.1. tételben bevezetett jelblésekkel defi-
nialt folyamatot:S legyen a nemnegativ egész szamok halm@&k} flggetlen,
azonos eloszlast valoésziniiségi valtozok sorozata, kelpszlasa:

tovabbaXy = 0 ésH (x,w) = (X+W)+’ azaz
Xnr1= X +Whi1)t (n=0,1,2,..)).

Szavakban a folyamat miikédése igy irhatoXg:b6l % valészinliséggel felfelé
léplink egyet,;l1 valészinliséggel ugyanott maradunk%ésalo’szinﬁséggel lefelé
Iéplink, ha tudunk. Az 1.1. tétel értelméHbéfa} homogén Markov-lanc, melynek
atmenetmatrixa

2000
i i300
n-={03 330
001} i3

Mivel N féatléjaban és két szomszédos mellékatléjaban minden edenitip
azért az 1.18. feladatban mondottakra tekintettel a laeclircibilis és aperio-

dikus. Meg fogjuk mutatni, hogy mindare S-re rI‘gn pi(”) = 0, ami ekvivalens
azzal (lasd az 1.31. feladatot), hogy mindenS-re rI]mn Zij=o p}”) =0. Vegyluk

észre, hogyz‘j:0 pﬁ”) = P(X, <), igy az utobbi valdszinliség becslésével kell
foglalkoznunk. Ha bevezetjiikz, = S 1 W jelolést, akkor egyszeriien lathato,
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hogyZ, < X,, igy az{X, <i} esemény maga utan vonja(@, < i} eseményt,
azaz
P(Xn <i) < P(Zy <).

Mivel E(Z,) = nE(W,) = n3, ezért

P(Za<i) = P

i1 ;
L — 32} esemény maga

Han > 4i, akkor: — 1 <0, tehdt az{1z,—E(1z,) <
‘ )

utan vonja a{\%zn—E(%zn)‘ > Iﬁ_%‘} eseményt, és igy
2(1
P(Zo <i) <P(|3Z0—E(320)| > [i - 1[) < 2 (72n)

R 29
(7—2)

ahol az utolsé Iépésnél a Csebisev-eggiahséget alkalmaztuk. Ugyanakkor a
{Wh} sorozat fliggetlen és azonos eloszlasu, tehat azt kaptgy, ho

1 ng2 11
PO <i) < PZa<i)< PO 35 (1.13)

(-2 nG-2)
(1.13) igaz mindem > 4i-re és jobb oldala — « eseté-hoz tart, igy a bal is,
tehétr!i_rgo P(Xn <i) =0, amitdl kovetkezik, hogy a lanc nem stabil.

Ahhoz, hogy végtelen allapoti Markov-lancok stabilitasiat kezelhed kri-

tériumot kapjunk, Gjabb fogalmakat kell tehéat bevezetnurégyenfi(j”) annak a
valoszinlisége, hogy aallapotbdl inditva a lanc pontosan aedik I€épésben jut
el eldszor aj allapotba, azaz

fi(j”)zp(xn:j,xk;éj,1§k<n|Xo=i), (n>1,i,j€s)

és definicié szerint Iegyeiﬂ(jo) =0 (i,] € S). Nyilvanval6, hogy minden j € Sre
és mindem-re fi(j”) < pi(j”).
1.9. példa. Az 1.1. példaban a.fé? valoszinliségek a kévetk@zeppen alakul-
nak: fe) = p, fo? = (1= p)p, f3 = (1= p)?p, ..., g = (1= )" 2p.

Vezessik be tovébbépélp) jelolést a 0-lépéses atmenetvaldszinliségre, ennek ér-
téke értelemszertien 1, ha j és 0, ha # j.
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1.3. lemma. Az el6bb bevezetett jelblésekkel minden € S-re ésn > 1-re

p'J Z f'J pJJ

BiZONYiTAS: Irjuk fel pi(j”)—et a teljes val6szinliség tételével az alabbi teljes

esemeényrendszer felhasznélasaval:
Ac={X# X% #],.. Xa# [, X%=]} (k=1,...,n-1),
A={X#] (I=1...,n-1)}.
Ekkor
A =P(Xa =] [Xo=1) =
— 3 Pl A Xo=i) -

n—1
= 3 P =] AcXo=1)P(Ac| X0 =1)+ P = j,An | X0 =1) =
k=1

n—1

= Y PXa=jIX=1PX=]X#] (I=1... k=-1)|X=i)+
k=1
+W =i X#](I=1...,n-1) [ X=i)=

- Zm i =

= qu pJJ ,

ahol felhasznaltuk a Markov-tulajdonsagot. |

A bizonyitasban definidy események paronkénti kizarosagat felhasznalva
egyszerlien belathaté, hogy annak a valdszinlisége, htimcaazi allapotbdl
inditva valamikor eljut g allapotba, éppen arg(j”)-ek Osszege, azaz

P(Xn =] valamelyn > 1-re | Xo=i) = i f(- ), (1.14)

1]
n=1

Ha a lancoti-bdl inditjuk és egy valészinliséggebébrdul késbb is azi alla-
pot, akkor azt mondhatjuk, hogy a lanc biztosan visszabér és ez indokolja a
kovetked definiciot:
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1.9. definicié. Az i € S allapototvisszatédnek nevezziik, ha

00

£ _ 1

=]
=

ésnem visszatének, ha

1.10. definici6. Egy X Markov-lancotvisszatédnek neveziink, ha minden alla-
pota visszatdr, ésnem visszat&mek, ha minden allapota nem visszatér

1.4. tétel. Azi € Sallapot akkor és csak akkor visszatéha

n; " = oo, (1.15)

Azi € Séllapot pontosan akkor nem vissza@téna
n; " < oo, (1.16)

BizoNYiTAS: A tételt belatjuk, ha megmutatjuk, hogy egyisszatéd allapotra
(1.15), nem visszatérallapotra pedig (1.16) all fenn. Vezessiik be az

an = Z)p.. (N>0)
jeldlést, ezt hasznélva az 1.3. lemma alapjan

N
a = P+ A

n=1
N n
k k
= 1+Y Y f9p" Y =
n=1k=1
N N
= 1+ 3 6900 leny =

=]
Il
!
=
Il
s
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z

Il
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azaz N
av=1+Y fay k. (1.17)
k=1

(n

Az {an} sorozat monoton ndvekédes konvergay g p; )-hez, amelyet ezutan

a-val jelolunk, és amely lehet is.
Tekintsik ebszor a visszatéresetet és indirekt mdédon tegyik fel, hogy
véges. (1.17) alapjan mindé&h> M > 1-re

< K
ay > 1+ Z fii aN-—k;,
K=1
amibdl mindkét oldalN szerinti hatarértékét véve mindéh> 1-re
M
axzl+a) fii(k).
K=1

EnnekM — o szerinti hatarértékére a visszdigég miatt
a>1+a

ami ellentmonda végességének, tehat indirekt feltételliink nem lehet igegyis
a=oo.

Most tegyuk fel, hogyi nem visszatér. {ay} monoton ndvekedésébés
az (1.17) egyenleth kdvetkezik, hogy

<
av<l+an) i,
k=1

tehat atrendezve és hatarértéket véve

1
Al —— < oo,

T < ¢
! k21f" |

s

1.5. tétel. X irreducibilis Markov-lanc esetén a visszdtés a nem visszatér
tulajdonsagok 6roKidok.

BizoNYiTAs: Hasznaljuk az 1.2. tétel bizonyitasanak a jel6léseit. dEKk.7)

miatt . -
(n+r+s) (n)
Pji >ab) py -
PR &P

Ebbdl az ebz6 tétel alkalmazasaval kdvetkezik, hogy khaisszatéd, akkorj is
az, és hg nem visszatdr, akkork sem az. |
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1.6. tétel. Ha azX Markov-lanc irreducibilis és nem visszaiéiakkor minden
i,j €Sre
; (n _
am Py =0
BiZONYITAS: Az irreducibilitas miatt [étezik > 1 ugy, hogypgir) =a> 0, tehat
mindenn > r-re
n r n—r
o} > pji' ol

Ebbdl mindkét oldalt 6sszegezve

> pizay pf
n=r+1 n=r+1

A bal oldal j nem visszatérsége miatt (1.16) alapjan véges, tehat

)—ag".

z pi(jn) < .
n=1

De ha ez a sor konvergens, aklﬂigj?) 0-hoz tart, és ezt akartuk megmutatnim

Visszatéd Markov-lancra nemcsak az igaz, hogy egy valészinliséggel
szatér a kiindulasi allapotdba, hanem az is, hogy egy vialséggel eljut bar-
melyik allapotaba. Emlékezziink vissza, hogy annak a valGsége, hogy a
Markov-lanc az allapotbél indulva eljut g allapotaba (1.14) szerint dﬁ”) va-
I6szinliségek dsszege.

1.4. lemma. Ha aZX Markov-lanc irreducibilis és visszatérakkor minden, j €
Sre

00

f@:L

I
n=1

BizONYITAS: Legyen
=3 £,
n=1
akkor a visszatérség definicioja miatt mindepe Sre
f; =1 (1.18)

Lattuk, hogyf;; éppen annak a valdszinlisége, heggl inditva a lancot valami-
kor eljut j-be, és igy

F<l. (1.19)
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irjuk fel f;;-ot részletesebben!

P g _ (1) _
1:ij - Zlf” flj ;gsplkfkj =
k]

i " f_( §(n=1) _
plj n; pl] i ;kgsplk Kj
= Pij— R Z i+ Z Pik (Z fé?) =

= pj(1-f)+ Z pifij = > Picfj, (1.20)
keS

ahol az utolsé Iépésnél felhasznaltuk az (1.18) ed@ssiget. Az irreducibilitas
miatt [étezikN > 1 ugy, hogypﬂ\') > 0, ekkor az (1.20) képletet ismételten alkal-
mazva azt kapjuk, hogy

fii = 3 Pt = 3 Pi (I;pkl fr}) =I;p§.2> ffi=...= gsp,t o

ahonnan (1.18) és (1.19) felhasznalasaval

N) /£ x
L= B = 3P <R T3 e =R B LR = 1 g (D).
teS
t#i
Haitt f; < 1lenne, akk0|pEiN) > 0 miatt ellentmondast kapnank. [

Bizonyitas nélkil k6zoljuk, hogy havisszatéd allapot, akkoii-bdl inditva
a lancot nemcsak az igaz, hogy egy val6szinliséggel visszhe, hanem egy
valoszinliséggel végtelen sokszor is visszatér. Ha ped@n visszatdy, akkor
j-bél a lanc egy valdszinliséggel csak véges sokszor tér vjdsea

Belathatd, hogy véges allapotd Markov-lancnak mindig egralabb egy visz-
szatéb allapota, tehat ha irreducibilis is, akkor visszatér

1.6. Veégtelen allapotd Markov-lancok stabilitasa

i" véges allapotu Markov-lancokhoz hasonléan végtelen étiteghmaz esetén
Flis vizsgalhat6 a stabilitds az atmenetvaldszinliséggkaaa Ebben az eset-
ben is teljesiil a kovetkézétel, amelyet véges esetben be is bizonyitottunk.
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1.7. tétel. Az X Markov-lanc akkor és csak akkor stabil, ha mindgne S-re a

N (1) S
P = Py
hatarértek létezik, fliggetlértdl mindenj € S-re és{p;} eloszlast ad meg. Stabil
lancraf = p;.

Az 1.7. tétel szemléletesen azt jelenti, hogy stabil Matkmc esetén &1
(azaz (1.4) alapjan@") matrix konvergal egy olyan matrixhoz, amelynek minden
sora megegyezik B(®) vektorral.

Az 1.7. tétel és (1.4) miatt a stabilitas levezethegyedul d1 matrixbol. Bi-
zonyitas nélkil kdzoljik, hogy B(*) hatareloszlas végtelen esetben is megoldja
a

P=PnN (1.21)

egyenletet.

1.8. tétel. Ha aP®) hatarérték létezik és fiiggetlen a kezdeti eloszlastélpakk
az vagy azonosad, vagy eloszlas. Ez utébbi esetbBl*) az (1.21) egyenlet
egyértelm(i olyan megoldasa, amely eloszlas.

1.10. példa. Egyszer(ien lathatd, hogy a kévetkestmenetvaldszinliség-matrix-
szal jellemezhét Markov-lancra létezik ') hatérérték, fliggetleR(©)-tél és
azonosaf) (azaz a lanc nem stabil):

0100 0.
00100.
n—|ooo1o0.
0000 1.

Ha azX Markov-lanci € Sallapota visszaté, akkor azf“(”) feltételes valo-
szinlségek valoszinliségi eloszlast definialnak a paaiiész szamok halmazan,
ezt az eloszlast a visszatérésd idloszlasanak nevezzik. A visszatérééi e
oszlasanak varhat6 értéke, az atlagos visszatérédointos szerepet jatszik a

tovabbiakban.

1.11. definicio. Az i € S allapototpozitiv visszaté&nek nevezzik, ha visszatér
€s az atlagos visszatérésbidéges, azaz
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ésnulla visszaté&nek, ha visszatérés
m = 00,

1.12. definici6. Az X Markov-lancotpozitiv visszatébnek (illetve nulla vissza-
térdnek) nevezziik, ha minden allapota pozitiv vissZafifletve nulla visszatér).

Markov-lancok hatareloszlasara vonatkozé@arétellink a kovetker

1.9. tétel. Ha azX Markov-lanc irreducibilis, aperiodikus és visszétéakkor
mindeni, j € Sre

lim p" =

NP =

Tehat ha g allapot pozitiv visszaté, akkor a hatareloszlasbam > 0, ha
pedigj nulla visszatéd, akkor a hatareloszlasban= 0.

1.10. tétel. X irreducibilis, aperiodikus és visszabévlarkov-lanc esetén a pozi-

tiv visszatéd és a nulla visszatértulajdonsagok 6réKdok.

BizoNYiTAs: Hasznaljuk ismét az 1.2. tétel bizonyitasanak a jeltiéEékor

p{7*"" > abyf}), (1.22)

ahonnan kovetkezik, hogy tepozitiv visszatés, akkor az 1.9. tétel miatt (1.22)
jobb oldala egy pozitiv szdmhoz tart, ezért a bal oldal sethat0-hoz, tehj is
pozitiv visszatéd. Ha j nulla visszatéd, akkor (1.22) bal oldala 0-hoz tart, tehat
a jobb oldal is 0-hoz tart, ezéktis nulla visszatés. [ |

Eddigi eredményeinket a kdvetk@zppen foglalhatjuk 6ssze:

1.11. tétel. Ha azX Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor két eget |
hetséges:

Pozitiv visszatéb eset: a lanc stabil, mégpedig mindeyi € S-re
im
A, P
létezik, fliggetlen-tél és pozitiv, tovabba a hatarérték egy eloszlas.
Nem visszatéd vagy nulla visszatéd eset: a lanc nem stabil, mégpedig minden
i,j €Sre
lim p” = 0.

n—oeo ' |
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Mindkét esetben igaz, hogy mindea S-re és minden kezdeti eloszlasra

()

lim p{" = lim pf.

oo ' )
Az 1.11. tétel szerint a stabilitast a kovetkdzarom tulajdonsag garantélja
egylttesen (tehat ezek fennallta elégséges feltétel ditstsia):

e irreducibilitas,
e aperiodicitas,
e pozitiv visszatéiség.

1.7. Foster-kritérium
sFgy X homogén Markov-lanc stabilitasara az 1.11. tétel ad etfrssteltételt.
Az ott megkivant tulajdonsagok koziil az irreducibilitésté aperiodikussa-
got altalaban kénnyebben, mig a pozitiv visszséget nehezen lehet elteizni.
A tétel jelentsége, hogy amennyiben egy irreducibilis és aperiodikusdida
lanc esetén létezik j € Sugy, hogypi(j”) nem 0-hoz tart, akkor az a lanc pozitiv
visszatéd, tehat stabil is. Ezt a tétel végén mondottak alapjan ugyegfogal-
mazhatjuk, hogy ha egy irreducibilis és aperiodikus Matlémcnak van legalabb
egy allapota, melynek valdszinlisége nem 0-hoz tart, akkarlanc stabil.

A tovabbiakban Foster egy eredményét mutatjuk meg, amslyekmséges
feltételt ad a stabilitasra, és amelynek bizonyitasa@eahegjegyzésre éplil.

y
GX

1.12. tétel (Foster-kritérium). Legyen aZX Markov-lanc irreducibilis és aperi-
odikus. Tegytik fel, hogy léteznék> 0, C > 0 ésd > 0 szamok ugy, hogk < |
esetén

E(Xnr1 | Xa=k) <C, (1.23)
ésk > | esetén
E(Xnt1 | X =k) <k—d. (1.24)
Ekkor a lanc stabil.

BizONYiTAS: A feltételek miatt tets@leges € Sre a teljes varhato érték tételé-
nek alkalmazasaval

E(Xns1 | Xo=1) = %:

S Bl poknmiy)
2

P(Xo=1)
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e E (Xnt 1l {xy—k xo=i}) B o
= 2 Pl k=) e TkIXo=D=

- iE(XnH|xn:k,xo=i>P<xn=k|xo=i>=
k=

|
— S E(s1 | % = P =k | Xo=i)+
k=0

o]

+ E(Xnt1 | X = KPXn =k | Xo=1) <

k=1+1

|
Y CP(Xa=K|Xo=1i)+
k=0

£y (k= dPOn =k Xo =)=
K=TH1
_ IZ)(C—k+d)P(Xn:k|Xo:i)+

k=

IN

+ 3 (k=GP0 =k Xo=1) <

< (CHAPKa T [Xo=1i)+
FE(X | Xo=1)—d. (1.25)

Ha be tudjuk latni, hogy(Xs <1 | Xo = i) hatarértéke pozitiv, akkor létezik egy
0< j <1 allapot, melyrenﬂwpi(j”) > 0 és az éz6ekben mondottak miatt a lanc
stabil.

Indirekt modon tegytiik fel, hogP(X, < | | Xo =) hatarértéke 0, ekkar =

d/2(C+d) > 0-hoz létezikN agy, hogy mindem > N-re

d

PCasTX0=1) < 3E5gy

azaz

(CHd)P(X < | |Xo=i)—d<—g.

Ezt az (1.25) egyedtlenségbe helyettesitve minden- N-re
E(Xar1 [ Xo=1) B[ Xo=1) -5,

ahold/2 > 0, ebll viszont kdvetkezik, honginE(Xn | Xo =1i) = —00, amiX, >

0 miatt lehetetlen. Ezzel belattuk, hogyX, <1 | Xo =) hatarértéke nem lehet
0, és a bizonyitast befejeztik. [ |
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1.8. Ergodicitas

zexondoljunk a fejezet elején bevezetett tomegkiszolgatsiszerre. Tételez-

22701k fel, hogy a rendszerben a£dik iddszelet végén IévigényekX, szama
homogén Markov-lancot alkot. Ha X, } lanc stabil, azaz %p(”) =P(X, = i)}

|
valdszinliség-eloszlasnak van egy egyértelmi hatareloszlasa, és ezt ki is tud-
juk szamolni vagy kozelileg meg tudjuk hatarozni, akkor a rendszer viselke-
désédl sok dolgot megallapithatunk. &brdulhat viszont, hogy a stabilitas té-
nyét egyszerlien igazolhatjuk (pl. a Foster-kritériumndé a hatareloszlas ki-
szamolasa nehézségekbe Utkozik. llyen esetekben j6 ledne hogy az{X,}
lanc értékeinek megfigyelés@iliudunk-e kdvetkeztetni a hatareloszlas tagjainak
nagysagara vagy a hatareloszlas varhat6 értékére. Vamdsei az, hogy as
allapothalmaz egy részhalmazara az

1 n-1

n i; lixieny

p

relativ gyakorisag konvergal a

valészinliséghez, vagy az
1 n—1

n 2%

atlag konvergal a hatareloszlashoz tartozé varhato égkizaz a

szamhoz.

Az ellenked iranyu feladatkitizésnek is van gyakorlati jefesé#ge. Tegyik
fel, hogy A az allapotok egy olyan halmaza, mely a kiszolgal6 rendszessz”
allapotait tartalmazza (példaul ha a rendszerben bénitg@nyek szadma nagy, ak-
kor sokat kell egy 0j igénynek varakoznia), és valamilyerdorokiszamitottuk,
hogy a hatareloszlas szeritnak kicsi a valészinlisége. Ez a felhasznalé sza-
mara nem mond tul sokabt az érdekli, hogy a szolgaltatas tdmeges (sokszori)
igénybevétele esetén milyen aranyban kap ,rossz” szalgélt, azaz mekkora a
,r0ssz” allapotok relativ gyakorisaga. Ha ez a relativ gy&ég konvergél a ha-
tareloszlas szerinti valészinliséghez, akkor ez az érélarfelhasznalé szamara
is jelentséggel bir.
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llyen jellegii, a nagy szamok térvényével analég tulajdgik teljesiilésekor
a folyamatot ergodikusnak nevezzik. Az ergodicitas viletg&btt vegyik észre,
hogy itt nem szadmsorozatok, hanem valészinliségi valteatdzatanak konver-

s sz

1.13. definicio. Az{Y,} valdszinliségi valtozok sorozadgy valdszinliséggélagy
majdnem mindeniitt) konvergal #zvalésziniliségi valtozéhoz, ha
P(Iim Y, :Y> ~1.
n—oo
Példaul a nagy szamokds torvénye azt allitja, hogy ha ag valoszinliségi val-
tozok teljesen flggetlenek és azonos eloszlasuak, tovaphslétezik, akkor
n—1

lim =Y Y, =E(Yy) egy valdszinlséggel

n—oo N i
1.14. definicio. Az {Y,} valdszinlségi véaltozok sorozatatochasztikusafvagy
valészinliségben) konvergaléaalészinliségi valtozohoz, ha minder 0O-ra

lim P([Ya—Y|>¢€)=0.
n—oo

Erre illusztracié a nagy szadmok gyenge térvénye, amely aridja ki, hogy ha
azY, valdszinliségi valtozok teljesen fliggetlenek és azoraszEstak, tovabba
E(Yn) létezik, akkor
n-1

lim =y Y, =E(Yy) sztochasztikusan

n—o N &
Bizonyitas nélkil kdzoljuk, hogy az egy valészinliségvargencia maga utan
vonja a sztochasztikus konvergenciat, igy a nagy szamokggyrvényének itt
ismertetett alakja kovetkezik a nagy szamotsatidrvényébl, ez magyarazza el-
nevezésuket.

1.15. definici6. Az {Y,} valdszinliségi valtozok sorozdia-ben konvergal a¥
valésziniiségi valtozéhoz, ha

lim E([Ya—Y|) =0.

n—oo

1.5. lemma. HaY, — Y L;-ben, akkolY, — Y sztochasztikusan is.

BizoNYiTAs: A Markov-egyenbtlenség alapjan mindern> O-ra

E([Ya—Y
(YY) >8) < ST,

€s a jobb oldal a feltétel szerint 0-hoz tart, tehat a bal is. |
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1.16. definicio. Az {Y,} valoszinliségi valtozok sorozatgben (vagy négyzetes
kézépben) konvergal & valoszinlségi valtozohoz, ha

lim E((Yn—Y)2> =0.

n—oo

1.6. lemma. HaY, — Y Ly-ben, akkol,, — Y Lj-ben is és sztochasztikusan is.

BiZONYiTAS: Mivel mindenZ valészinliségi valtozoma(Z?) > E(Z)% ezért

E(Ya— YD) <y /E((—Y)?).

itt a jobb oldal 0-hoz tart, tehat a bal is. A sztochasztikasvergencia az 1.5.
lemmabol kovetkezik. [ |

Ezek utan térjink ra az ergodicitas fogalmanak definidéassz eds ergodi-
citas altalanos értelemben sztochasztikus folyamatokgglolyan tulajdonsaga,
mely garantalja a nagy szamoldsrtdrvényének teljesilését.dsen stacionarius
{Yn} folyamat esetén ez azt jelenti, hogy

. 1n71
lim — f(Yi,Yi+1,...,Yi+N_1) = E(f(Yo,Yl,...,YN_l)) (126)

n—oo N i

egy valoszinliséggel minden pozitisre és minden olyamN-valtozos f fligg-
vényre, melyre a fenti varhato érték véges. Ha az egy valtiségl konvergen-
cia helyett az (1.26) egyenletben csak sztochasztikusgkgancia teljesul, akkor
gyenge ergodicitasrol beszéliink. Az ergodicitas fogabkarem stacionarius fo-
lyamatokra val6 értelmezésekor évatosan kell eljarnuisizem nem biztos, hogy
az egydimenzios eloszlasok varhato értékei megegyeznek.

1.17. definicio. A diszkrét ideji{ Y, } folyamatot valamely > 1-re L ,-ben gyen-
gén ergodikusak nevezziik, ha valamety-re

p

) o

ln—l
limE|( |- ZﬁYi -m
n— oo n i

Altalaban ap = 1 vagy p = 2 értéket szoktak vizsgalni, példaul az-ben vald
gyenge ergodicitas azt jelenti, hogy ¥zk atlagal;-ben konvergal am kons-
tanshoz.

El6sz6r nézziik meg gyengén stacionarius folyamatok ergadét!
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1.18. definicio. Egy diszkrét ideji{Y,} sztochasztikus folyamatatyengén sta-
cionariusiak neveziink, ha mindenre E (Y?) < oo,

E(Yn) = E(Yo)
és minden-re ésj-re
co(Y;, Y;) = E((Y —E())(Y; —E(Y}))) =Ri-j,

azaz a kovariancia csak az indexek kllénbs@igiéigg. Rx-t kovarianciafligg-
vénynek hivjuk (annak ellenére, hogy ez esetiinkben egy szaaespro

Gyengén stacionarius folyamatok esetén egyszet-4en valé gyenge ergodi-
citast vizsgalni a kbvetkértétel alapjan:

1.13. tétel. Gyengén stacionariddy} folyamatra, ha

11’171
lim=>=S R =0, (1.27)
2,

n—oo N

akkor
2

=0. (1.28)

n—oo

1n—1
IimE| =Y Yi—E(Yo)
n i;)

A bizonyitashoz sziikséglink lesz egy&ls is jol hasznalhat6 segédeszkozre.

1.7. lemma (Toeplitz-lemma). Haaj, > 0 (i,n=0,1,2,...), mindenn-re

%ain < 007
i=

[o0]

im Y apn=a<w
n—)ooi:

és

ugy, hogy minden régziteittre

lim a, =0, (1.29)

n—oo

akkorlim b, = b esetén
n—oo
(o]

lim ainbi = ab.
i_

n—oo
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BizONYITAS: Legyen

B = sup|b, — b,
n>0
A= SUp ainv
n>0i=

€s egye > O0-raN olyan, hogy

suplb, —b| < e.
n>N

Ekkor az (1.29) feltételtd kovetkezik, hogy

N
lim ain =0,

n—oo .

tehat létezik olyaiM, hogyn > Ms-re

N
Zjam <E.
i=

Legyen tovabb#l, olyan nagy, hogy > M,-re

Z)am —a
i=

Ekkor mindem > max(M1,My)-re

iiambi —ab

<E.

iiainbi —iiaaanriiamb—ab

<

<

< ain(bi—b)|+ b din—a

5ot ) o 0]

< > an|bi—b[+b]|) an—a
2,210 2,
N )

= ain|bi — bl + ain|bi — b| + |b|
i;) A i:g-i-l A

< Be+As+|ble=

= (B4+A+|b|)e,

ahol (B+ A+ |b|) nemnegativ konstans.

Z}am —a
i=

<

39
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Az 1.13.TETEL BIZONYITASA: Legyenm= E(Yp) és vezessuk be az

1I’l 1
n 2N
jeldlést. Ekkor (1.27) miatt
limS,=0. (1.30)
n—o0
Tovabba
n-1 n-1 2
(1ZDY m ) = E<<l ZD(Yi—m)> ) =
n.4
l n—1n-1
= Z)Z)E (Yi—my(Y; —m)) =
l n—1n-1

SRR

RO 2n2n1

= —+= Rj-i =
n n?, J|Z+1
R 2 n- 1
= 24 = Z (n—K)R (1.31)

Ro = 02 (Yo) < o miatt (1.31) elé tagja 0-hoz tart. A masodik tagra

2"

Z = 2

32 (1K) (K + 1)Sea — kS) =

>
|TM|

1

/\

S (n—k+ 1)ksk—nf(n— k)k5‘k> _
k=1

2
n2 \ &
2

= SNS- (n 1S+
S K+ 1)k— (n—K)k) Sc =
ZZ (n—k+1)k—(n—k)k) S
2 ( ) 2n1

= S-SR+ ZZkS( (1.32)

(1.32) el$ tagja (1.30) miatt 0-hoz tart, masodik tagjaban pedig-R? (o), igy
az is konvergal 0-hoz. A harmadik tag a Toeplitz-lemma mnigatt 0-hoz (lasd
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az 1.47. feladatot), tehat (1.31) minden tagja 0-hoz kayale¥s igy axi-k atlaga
tart a kozos varhatod értékhkez-ben. [ ]

Ennyi kitér utan térjiink ra a Markov-lancok gyenge ergodicitasanakgé-
latéra. A fentiekbl két ponton tériink el: egyrészt &Markov-lanc nem staci-
onarius még gyengén sem, csupan konvergal az eloszlasasrtasem akarjuk
feltenni, hogy a hatareloszlas masodik momentuma végést itza gyenge er-
godicitastL;-ben bizonyitjuk.

Egy homogén X,} Markov-lanc az 1.12. feladat alapjan mindig definialhato
agy, hogy megadjuk aX; eloszlasat, §W,} fuggetlen, azonos eloszlasu soroza-
tot és aH (x, w) figgvényt, tovabba

Xnr1 =H(X0,Whi1) (n2>0). (1.33)

1.19. definicio. Az X Markov-lancotmonoton tipusiak nevezziik, hald (x,w)
fliggvény minden régzitett-re azx valtozoja szerint monoton névek&dazaz
mindenx; < Xo-re ésw-re

H (X1, W) < H(X2,w).

Az X = {X,} ésX' = {X/} Markov-lanc (1.33) alaku éhllitdsa legyen olyan,
hogy csak a kezdeti eloszlas kiulonbozik, a gerjegith} sorozat és a(-,-)
fuggvény megegyezik. llyenkor (nem tal preciz széhasztad)azt fogjuk mon-
dani, hogy a két lanc aX két valtozata. Hal < X3 ésX monoton tipusu, akkor
(1.33) alapjan teljes indukcioval az is lathatd, hogy mimdee

Xn < X

Ha azX, egy diszkrét idejl tomegkiszolgalasi rendszerbem-azlik iddegység
végén a kiszolgaldban lévgények szamét irja le, akkor jozan feltételezés a mo-
notonitas, hiszen ez azt mondja, hogy ha a rendszer kétmgibéal ez elében
eredetileg kevesebb igény volt és ugyanugy jonnek az idemyedkét kiszolga-
I6hoz, akkor az efsben mindig legfeljebb annyi igény lesz, mint a masodikban.
Példaul az 1.5. példaban leirt, evolucios egyenletteltddot monoton, hiszen
X1 < Xp esetér(xy — V)T +y < (o —v) T +y.

1.14. tétel. Xo = 0 esetén tegylik fel, hod¥ monoton tipusd, irreducibilis, ape-
riodikus és pozitiv visszatémMarkov-lanc. Ekkor tetddegek € S-re

) 1nfl
i, 5 2, 1ok = P
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sztochasztikusan, ahppy} a hatareloszlas. Ha még rdadéasul

Z Kp < oo,
K=0
akkor
1 n-1 0
Iim =3 X =Y ki
n—en i;) kZO
sztochasztikusan.

A tétel el allitdsat bizonyitjuk. Ehhez tekintsuloskor a kovetkez lemmat.

1.8. lemma. Az 1.14. tétel feltételei mellett legyefX,} és{X.} azX Markov-
lanc két valtozata ugy, hog = 0, és azX) eloszlasa a stacionarius eloszlas
(amely megegyezik a hatareloszlassal). Ekkor

. N
lim (X, —X;) =0
egy valészinliséggel és
1n—1
im=Y Il =
n'_fj’goni; (x'=k} = Px
sztochasztikusan.

BizoNYiTAS: A feltétel alapjanXy < X/, tehat a monotonitas miatt mindesre
Xn < X,. EbbBI kovetkezik, hogy ha egiN-re X{; = 0, akkor mindem > N-re
Xn— X}, =0, hiszen a gerjesiatsorozat azonos. Ez azt jelenti, hogy az

An = {Xy =0}
esemény maga utan vonja a
Bn = {Xn = X}, mindenn > N-re}
esemeényt és igy
UAvc B
N=1 N=1
De

| Bn = {IétezikN : X, = X/ mindenn > N-re} ,
N=1
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és ez utobbi eseménghviszont kdvetkezik, hogy aX, — X/, tart 0-hoz, tehat azt
kaptuk, hogy

p(lim (0~ X) - )>P<Nf]1{x,a=0}).

Az els Allitast belattuk, ha

P( O (X, = 0}> =1, (1.34)
N=1

ami az irreducibilitds és a visszaéeg miatt az 1.4. lemma alapjan igaz (lasd
az 1.48. feladatot).

Mivel X} eloszlasa a stacionarius eloszlas, ezért az 1.22. felkggda{ X/}
erdsen stacionarius, igy a[i{xrf]:k}} folyamat is ebsen stacionarius (lasd az 1.49.
feladatot). }x,—x, véges szorasy, hiszen

E((1p4)?) = E(l i) = PO =K) = < 1

amibdl az 1.45. feladat alapjan k('jvetkez{ik{xé:k}} gyenge stacionaritasa is. A
kovarianciafiiggvény hatarértékére

am, ‘E< L=k = Pi) (g — pk))‘ =

= lim [P(X = kX = K) — pZ] =
= lim [POG =KX = PO = K) - pi?] =
= lim IP(X, = KXy = K) — P/ p =0

a stabilitdsbol kbvetké®en. A kovarianciafuiggvény tehat 0-hoz tart, igy a Toeplitz
lemma miatt a kovarianciak atlaga is 0-hoz konvergal. Ekkszont a gyenge
stacionaritast figyelembe véve alkalmazhatjuk az 1.18ltt&melyldl

: 1t ’
MLE n ;3 lix=ky —Px| | =0,

'E[Ln %'{x i = P

tehat
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négyzetes kdzépben, arbllaz 1.6. lemmara tekintettel kdvetkezik a sztochaszti-
kus konvergencia. |

Az 1.14.TETEL BIZONYITASA: Nyilvan

1 n—1

= i; lix=kp = r‘l]z'{x’—k} + % 'z <|{>Q:k} - |{)q:k}> _

A jobb oldal el$ tagja az 1.8. lemma miatt tapi-hoz sztochasztikusan, mig a
masodik konvergal 0-hoz, mivel egy véletleimdex utan az dsszeg tagjai nullak.
|

1.9. Késleltetés

ngy diszkrét ideji tdmegkiszolgalasi rendsséiegyiik fel, hogy am-edik
GXidbegység végén a kiszolgaldbandégények szamabdl alkotofiX,} folya-

mat Markov-lanc, ahoXy = 0. Ha a lanc stabil, akkor a hatareloszlas nage
kdzelibleg megadja a sorhossz eloszlasat illetve varhato értiekett a rendszer
tervedjét, Uzemeltdijét érdekd adatokat. A felhasznalok persze nem erre kivan-
csiak, hanem arra, hogy egy igényt a rendszer atlagosanyirddralatt dolgoz

fel. Szeretnénk kiszdmitani tehat az igények atlagos késdeét, pontosabban
annak az inek a hosszu idejl atlagat, amit egy igény a rendszerb&h ele-
I6lje D, az el®, masodik, ... nh-edik iddegységben beérkezett igények 6sszes
késleltetését éR, az ugyanezen iibzeletekben beérkezett igények szamat. Ha a
{Dn/Rn} valoszinliségi valtozok sorozata sztochasztikusan kgems, akkor az
atlagos késleltetés ennek a hatarértékeként definiathzaa,

=

~ . Dn
D=lm =,

sztochasztikusan.

1.15. tétel (Little-formula). HaY1,Y,,... az egymas utani iikgységekben ér-
kezb igények szama, amebyrfeltessziik, hogy fliggetlen, azonos eloszlasu so-
rozat, akkor

(X0)

E(MV1)’

m

D=

aholX, eloszlasa a hatareloszlas.

Az 1.15. tétel tovabbi feltételek nélkil nem igaz mindenbsmlldsi mo-
dellre, de a legtobbre igaz. Itt most egy szemléltetést ladiun
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igényeki
szama|

|

n o idé
1.2. 4bra. A késleltetés kiszamitasa
Az elsh n idbegységben érkezett igények késleltetését gy is megtakha

hogy nem az egyes igények rendszerben toltdit @djuk 6ssze, hanem az egyes
idoszeletekben késleltetett igények szamat 6sszegezasikakdaszonként, azaz

n-1
Dn = %xj + €n,
J:

ahole, azn-edik iddegység végén kiszolgalasra vagpigény hatraléé késlelte-
tése (1.2. abra).
Igen altalanos korilmények koz@tt-nek van hatareloszlasa és ekkor

. €
lim =2 =0 (1.35)
n—o N
sztochasztikusan. Ha a
M= lim = Dn
és a
v=Ilim 1Rn
" nown

sztochasztikus hatarértékek léteznek, akkor

p=}
v
Mivel
n
Ri=>Yi,
=1

ezért a nagy szamok gyenge térvéngiéb

V= E(Yl).
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Masrészt az 1.14. tételben leirt monoton tipusu, irrediisibperiodikus és pozi-
tiv visszatéd Markov-lancra

M= E(X(IJ)’
ahonnan a Little-formula mér kovetkezik.

Az 1.15. tétel igazsaga azon mulik, hogy (1.35) teljesUkzt altalaban Ugy
ellendrzik, hogy megmutatjak, gyenge ergodicitasat, vagyis azt, hogy

1 n

= Zfi —C< o

n.<

sztochasztikusan, valamilyerre. Ekkor ugyanis egyrészt

1 n

1 n—-1
&——— ) §—0
ni;I n—1i;' ’
1o, 1 n_ls-—8”+ 1 1\¢,
ni;' n-14" n n n-1 i; b

ahol tehat mindkét tag nullahoz tart.

masrészt

1.10. Feladatok
1.1. feladat*). Lassuk be az (1.1) egydigéget!

1.2. feladat*). Bizonyitsuk be, hogy a Markov-tulajdonsag ekvivalens aetév
kezvel: minderm> 1-re,0<ng < < ... < Nm-re €%, . .., Xn, € Sre

P(Xnm = Xnm | Xnm—l = Xnm—l’ cre 7Xn0 = XnO) =
= P(Xnm = Xnm | Xnm—l = Xnm—l)!

1.3. feladat*). Bizonyitsuk be az (1.2) egyeigéget!
1.4. feladat. Bizonyitsuk be az (1.4) allitast!

1.5. feladat. Tekintstlik a

2 1
0 5 3
M= 1 0 O
1 1
03 3

atmenetmatrixszal megadott Markov-lancot. MennPi(#, = 1| Xo = 2) kétlé-
péses atmenetvaldésziniiség értéke XMeloszlasa, ha a Markov-lancoP&) =
(1,0,0) eloszlasbdl inditjuk?
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1.6. feladat. Legyen a Markov-lanc atmeneti matrixa a kévetkez

1/2 1/2 0
n( 0 y21p>
1 0 0

Tegylik fel, hogyXo eloszlas40,1,0). Milesz azXs eloszlasa?

1.7. feladat. Tekintslik a harom allapottal rendelkeMarkov-lancot, melynek

atmeneti matrixa
0.1 03 06
N=1] 02 04 04
08 01 01

Tegylk fel, hogy a lanc kiindulasi allapotanak eloszI&¥at = 1) = 0.7,
P(Xo=2) = 0.2, P(Xo = 3) = 0.1. MileszX; eloszlasa?

1.8. feladat. Szabalyos dobdkockaval dobunk, és azt tartiuk szamon, hagy
eddigi dobasok kézil mekkora a legnagyobb. Vagyidobas utan a Markov-
lancunk aj allapotban van, ha az éls dobas soran a legnagyobb dobott ériték
Ird fel az atmenetvalésziniiség-matrixot! MennyA(@, = 4 | Xo = 3) kétlépéses
atmenetvaloszinliség értéke?

Mi X, eloszlasa, ha a Markov-lancoP®) = (0,1,0,0,0,0) eloszlasbdl inditjuk?

1.9. feladat. LegyenXs,... X, ... fliggetlen azonos eloszlasu valészinlségi val-
tozok sorozataP(X,=0) = 1/2, P(Xn =1) = 1/2 eloszlassal. LegyeM, =
X1+ ...+ Xn. Bizonyitsuk be, hog¥Y,} Markov tulajdonséagu! Mi aX, el-
oszlasa?

1.10. feladat. Legyen{X»} Markov-land atmenetvalészinliség-matrixszal. Le-
gyenYn, = Xxn. Bizonyitsuk be, hogy{Y,} is Markov-lanc és szamitsd ki az
atmenetvalészinliség-matrixat!

1.11. feladat®). LegyenX, valésziniiségi valtozé, amely értékeit eqgy megszam-
lalhaté| halmazbdl veszi. LegyeM,Y.,... flggetlen, al0,1] intervallumon
egyenletes eloszlasu valdszinlségi valtozék sorozatkintElik adottnak a ko-
vetked H fliggvényt:

H:lx[0,1] =1,

és definialjukX,-et a kbvetked rekurzio szerint:

Xar1 = H(Xn, Ynt1).

Bizonyitsuk be, hogyXn} Markov-lanc és fejezziik ki B atmenetvalészinlségi
matrixotH segitségével!
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1.12. feladat*). Lassuk be az 1.1. tétel kévetkemegforditasét: minden ho-
mogénX Markov-lanchoz létezik{ € S valdszinliségi valtoz6{\\W,} fligget-
len, [0,1]-en egyenletes eloszlasu sorozat, amely fliggetetdl is és egyH :
Sx [0,1] — Skétvaltozds fliggvény tgy, hogy az

Xnt1=H(X,Whi1) (n>0)
rekurziotXy-bol inditvaX-et kapjuk!

1.13. feladat. Tekintsiik azXn+1 = (Xn — 1+ Yn11)t sorozatot. Milyen feltéte-
lekkel lesz ez Markov-lanc? Mikor lesz homogén?

1.14. feladat. Tekintsiik a1 = Xn+Wh+1 mod 4 egyenlet altal megadéix, }
Markov-lancot, ahol 8\, sorozat egymastol ég-tol fliggetlen, azonos eloszlasu,
nemnegativ, egész értékii valoszinliségi valtozokb@tikdikus bolyongas) Wy
milyen eloszlasa esetén lef%,} stabil és milesZX,} hatareloszlasa?

1.15. feladat. Lassuk be, hogy egy homogén Markov-lareS allapotaban valoé
tartézkodasi idej@ — pij paraméterii geometriai eloszlasu valészinliségi valtozo

1.16. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy homogén Markov-lanc akkor és ckak a
kor fliggetlen és azonos eloszlasu, ha az atmenetmatrisgmakegyformak és
egyenbekP9)-lal, a kezdeti eloszlassal!

1.17. feladat. Déntsiik el, hogy a megadott atmeneti matrixszal rendélkéar-
kov-lanc irreducibilis-e, illetve aperiodikus-e?

01000
00100
NM=| 0 0 p g 0 |,
0 0 0 01
q 00 O0p

aholp#0, q#0, p+q=1.

1.18. feladat. Bizonyitsuk be, hogy haB matrix féatléjanak és szomszédos két
mellékatléjanak minden eleme pozitiv, akkor a lanc irrétlilis és aperiodikus!

1.19. feladat. Mutassuk meg a kévetkér ha minden, j € S-re, melyrdi — j| =

1, igaz, hogy léteziky; > 0 gy, hogyp™’ > 0, akkor a I4nc irreducibilis!

i]
1.20. feladat. Irreducibilis-e az 1.8. feladatban adott Markov-lanc? Wgmbikus-
e?

1.21. feladat. Bizonyitsuk be az (1.10) és (1.11) képletet!
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1.22. feladat. Mutassuk meg, hogy egy Markov-lanc akkor és csak akkiger
stacionarius, ha azonos eloszlasu sorozat!

1.23. feladat. Bizonyitsuk be, hogy véges allapoti Markov-lancra a kévetk
négy tulajdonsag ekvivalens:

e a lanc stabil;

e mindeni, j € Sre lim pi(j”) létezik és nem fiigirtol;

e mindenj € Srelim MJ(”) — lim m}”);
n—o0 n—co

e mindenj € S-re lim (I\/IJ(”) _mgn)> —o!
N—-o0

1.24. feladat. Tekintsiik a

1 1
P20
Nn=|2 1 2
02 9 :
0055

atmenetvaloszinliség-matrixszal adott Markov-lancata Matareloszlasa?

1.25. feladat. Tekintsik a kovetkdz M atmenetmatrix altal megadott Markov
lancot. Stabil-e ez a lanc?

1/4 0 1/4 0 0 12
0 1/4 1/4 0 1/2 0
n_| 0 v2 0o oy2 o
14 0o o 0 Y4 172
0 1/2 0 0 12 0
o 0 0 0 0 1

1.26. feladat. Milyen p ésq értékekre lesz stabil az alabbi atmenetmatrixszal
megadott Markov-lanc? Mi ekkor a hatareloszlas?

0 1-p p
N=1| 1 0 0
0 q 1-q¢

1.27. feladat. Ha tegnap esett az@&sakkor legyem annak a valésziniisége, hogy

ma is esni fog. Ha tegnap nem esett akkor annak a valosgiefiségy ma esni
fog legyenP. Szamitsuk ki az ésvalészinliségének hatareloszlasat!
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1.28. feladat. Egy bolha egy haromsz6g csticspontjain ugral, tgy hogy minde
lehetséges ugrasnak ugyanakkora a valoszindsége. Mk anmaloszinlisége,
hogy az n-edik lépés utan ugyanott lesz ahonnan indult?

Hogyan alakul ez a valészintiség, hogy ha a bolha kétszerakkldszinliséggel
ugrik az dramutato jarasaval megeg§éznyba, mint azzal ellentétesen?

1.29. feladat. Adjunk példat harom allapott nem stabil Markov-lancra!

1.30. feladat. Egy diak 3 kényvet tart a polcan. Minden reggel véletlendeer
kivalaszt egy kényvet a harom kézlil, fliggetleniil a koral#iasztasaitol. Annak
a valészinlisége, hogy aedik kényvet valasztjai, ahol0 < aj < 1,i =1,2,3.
Minden este a knyvet visszateszi a polc elejére. Jel@ckel annak valészind-
ségét, hogy am-edik reggelen a diak a kényveit 42,3 sorrendben talalja. Add
meg ap, valészinliséget — o esetén!

1.31. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy Markov-léncﬁg)n pi(”) = 0 akkor és
csak akkor teljesul mindere S-re, halim Yo pgn) = 0 mindeni € S-re!

1.32. feladat. Lassuk be, hogy mindem> 0-ra és, j € S-re fi(j”) < pi(j”), tovabba
hogyn = 1 esetén a két mennyiség megegyezik!

1.33. feladat. Pozitiv visszatér-e az 1.8. feladatban adott Markov-lanc 1-es alla-
pota?

1.34. feladat. Tekintsiik a

1-p p )
n=
( g 1-q
atmenetvaloszinliség-matrixszal adott binaris Markmecét, ahod < p< 1,0<
q< 1. Szémitsuk ki a kovetkézmennyiségekettD, {7, my =y nf{,

my =350y

1.35. feladat. Tegyiik fel, hogy az 1.26. feladatbarésq értékét ugy valasztot-
tuk, hogy a Markov-lanc stabil. Igaz-e, hogy ebben az esefizd -es allapot

pa

nulla visszaté#? Mekkora axy varhato visszatérésia®

Py

1.36. feladat. Tekintsiik a kévetkaz allapotatmeneti matrixszal adott végtelen
allapota Markov lancot (véletlen bolyongas);i—1 = p, piji+1=9=1—p min-
deni > 1-re,poo =P, poa=9=1-p.

Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat:
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a) az allapotok nem visszabdes, hap # %
b) az allapotok nulla-visszaték, hap = 1

1.37. feladat. Tekintsiik az adott a&tmenet matrixd lancot.

0O 1 0 0 O

/2 0 12 0 0

n=| o 12 o 12
o 0 0 0 1

O 0 1 0 O

o

z 7

Irreducibilis-e a lanc? Aperiodikus-e a lanc? Pozitiv zégeb-e a lanc?

1.38. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy tet8leges véges allapoti Markov-lanc-

nak nincs nulla visszatéallapota, és nem lehet az 6sszes allapota nem vis8katér

1.39. feladat. Nagyesze professzor a vizsgasdak egy adott percébgnvalo-
szinliséggel beir egy jegyet egy indexbe,p valdszinliséggel pedig a titkdije-

nek udvarol. Legyen annak a valészinilisége, hogy egy adott percben egy Ujabb
jegyre éhes hallgaté érkezik a professzortoz (| valoszinliséggel nem érkezik
senki). Irjuk fel a professzor szobajattitekerg sor hosszara vonatkozoé atme-
netmatrixot! Milyenp ésq értékek mellett lesz a Markov-lanc stabil?

YL

1.40. feladat. Tekintsik a kovetkedzjatékot. Ha Ft-ja van a jatékosnald < i <

N), akkorp valészinliséggel nyer 1 Ft-ot, €s- p valészinliséggel veszit 1 Ft-ot
(0< p< 1). Ha 0 Ft-ja van, akkot — p valoszinliséggel nem véltozik a pénze
ésp valoszinliséggel nyer 1 Ft-ot. HaFt-ja van, akkomp valoszinliséggel nem
véltozik a vagyona, é5— p valészinliséggel veszit 1 Ft-ot. irjuk fel az &tmeneti
matrixot! A Markov lanc stabil-e? Ha igen, akkor adjuk megagdneloszlast! Ha
nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nincs hatareloszlas!

1.41. feladat. Bergengociaban az utébbiitien tal sokandltek a kardjukba azért,
mert a kaszinoban elvesztették utolso darab fehérnemtijsik Ezért a kormany
ugy érezte, hogy egy sokkal baratsagosabb szerencsejatéksziikség. Hama-
rosan ebélltak az uj jaték, Bankrobitervével: Ha a jatékosnak> 0 Ft-ja van,
akkor egy jatékbam valdsziniiséggel nyerjen 1 Ft-ot, Bs- p valésziniliséggel
veszitsen 1 Ft-of0 < p < 1). Ha O Ft-ja van, akkot — p valészinliséggel ne
véltozzon a pénze s valészinliséggel nyerjen 1 Ft-ot. Tudni lehet még, hogy
a kaszino végtelen sok pénzzel rendelkezik. (Ennek okattasdiik, talan egy
aranybanya, de az is lehet, hogy egyszeriien csak kézekathaanyhoz.) Irjuk
fel a jatékos pénzére vonatkozé atmenetmatrixot! Milpegrtékek mellett lesz
stabil a Markov-lanc? Mi ekkor a hatareloszlasa?
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s

1.42. feladat. Milyen p ésq esetén lesz a kbvetkézatmenetvaldsziniiség-mat-
rixszal adott végtelen allapoti Markov-lanc stabil?

1-p-q p
1-p—-q p
p
0

|

I
CcooT o

T

s

1.43. feladat. Milyen a,b szamokra lesz a kdvetkézatmenetvaloszinliség-mat-
rixszal adott végtelen allapoti Markov lanc stabil?

l-a-b a b 0 0 .
l-a-b a b 0 0 .

n- 0 l-a-b a b 0 .
0 0 l-a—b a b .

Legyena =0 ésb = 1/4. Mi ekkor a hatareloszlas?

1.44. feladat. Bizonyitsuk be, hogy gyengén stacionarius folyamat kaweria-
fliggvénye szimmetrikus az origora!

1.45. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy véges szdrasisen stacionarius folya-
mat egyben gyengén stacionarius is!

1.46. feladat. A Toeplitz-lemma alapjén bizonyitsuk be, hogy{ha} tetsdleges
konvergens sorozat enﬁgn b, = b, akkor

ln—l
lim =3 b =bh!
2

n—o N
(Gyakran erre a kévetkezményre hivatkozunk Toeplitz-lerkémt.)
1.47. feladat. Mutassuk meg, hogy az 1.13. tétel bizonyitasanak masoldikda

2 n—-1
lim — k& = 0!
”Lwnzk 7 X

1.48. feladat. Irreducibilis és visszaté{ X} lancra lassuk be az (1.34) egyénl
séget!
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1.49. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a@X,} diszkrét idejd folyamat éisen
stacionarius 6%, = f(X,), akkor az{Y,} folyamat is eésen stacionarius!

1.50. feladat*). Tekintsiik az alabbi &llapotatmeneti matrixszal adott Mark
lancot '

Pii+1=Pi, Pii-1=0G=1-p;, 1=01,2,...,
aholpg = 1. Bizonyitsuk be, hogy a lanc akkor és csak akkor pozitivaasss,

ha w '

&Gt

Py

1.51. feladat. Tekintsiik a kévetkazallapotatmenetivalészinliségekkel adott Mar-
kov lancot &,1,2, ... végtelen allapottéren.
Poi = pi >0, Zopi =1,
i=

00

%ipi <o, pio1=1 (i>1)

sz

Mutassuk meg, hogy a lanc irreducibilis, aperiodikus, poxisszatéd és adjuk
meg a stacionarius eloszlasat!

1.52. feladat. Tegyiik fel, hogy egy autot 0.5 valészinliséggel mosnakyl@dgtt
percben (ugyanekkora valészinliséggel egyet sem moshdkelgyen 0.6 annak
a valdszinlisége, hogy egy adott percben nem érkezik Ujeauiitomosoba és
0.4 valbszinliséggel egy auto érkezik. Stacionarius Esisteltéve mi a valészi-
niisége annak, hogy nem tudok beallni az autébmosoba, ha ef@en mosott
autoval egydtt csak harom autd varakozhat? (Kész auté avegen tavozik,
érkezés a percen bellil térténik.)

1.53. feladat*). Egy szerencsejétékos 2 dollarral kezd jatszani és a leggbhbi
id6 alatt el akarja érni, hogy 10 dollarra névelje vagyonat.atékszabaly a ko-
vetked. Egy szabalyos érmét dobunk 6l és a jatékosunk el kelfaaldogy fej
vagy iras lesz-e a dobasbdl. Ha eltalalta akkor nyer anmatmmekkora a tétje
volt (és természetesen a foltett pénzt is visszakapjanletly esetben elveszti
a tétjét. A jatékos a kovetkézstratégiat valasztja. Mindaddig amig 5 vagy an-
nal kevesebb dollarja van az egészet folteszi, kiilbnbemymsak annyit tesz fol
amennyi nyerése eseten épp arra elegehdgy pont 10 dollarja legyen.
Bizonyitsuk be, hogy a szerencsejatékos 1/5 valészigéséagja elérni céljat!

1.54. feladat. Tegyiik fel, hogy vamN darab eserrink, amelyeknek egy részét
otthon egy masik részét a munkahelytinkén tartjuk. Mindegeéelmegyink
a munkahelyiinkre. Ha esik azée<s van otthon ernk, akkor magunkkal
viszink egy erngit. Ugyanigy, ha este elindulunk haza, és esik & és van
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ernydnk a munkahelyen, akkor magunkkal visziink egyet. Ha neknases,
akkor nem visziink magunkkal erdty Hosszu idre tekintve mi a valészinlisége
annak, hogy elazunk, feltéve hogy minden indulasunkkealdésziniiséggel esik
az e fliggetlendl a korabbi ifarastol?

1.55. feladat*). Egy operaénekeénminden este koncertet kellene adjon. Min-
den este a fellépés utan 1/2 valdszinlséggel visszavéaid, tovabbi estéken
mindaddig nem Iép fel Ujra, amig a menedzsere ki nem endiesZi a mene-
dzser ugy probalja elérni, hogy minden nap virdgot kiild azkéamdnek mind-
addig, amig az vissza nem tér. Mazer dollarért vasarolt mar viragot g
valészinliséggel fogja kiengeszteli az énekbesHa a menedzser minden koncer-
ten 750 dollart keres, mennyi pénzt érdemes viragra k@teni

1.56. feladat. Tekintslink egy szerencsejatékost, aki minden egyes jétékraa-

val p valészintiséggel nyer 1 dollart gs= 1 — p valdsziniiséggel veszit 1 dollart.
Ha az egymast kévétatékok egymastdl fliggetlenek, mi annak a valészinijsége
hogyi dollarral indulva a jatékosnaX dollarja lesz? (Természetesen gy, hogy
kézben a vagyona egyszer sem csbékken 0-ra).

1.57. feladat. N darab fehér ébl darab fekete golyd van szétosztva két urnaba
ugy, hogy mindegyikben pontos&h darab goly6 van. Definialjuk a rendszer
allapotat a kovetkdiképpen. Az-edik allapot(=0,1...,N) jelentse azt, hogy
az el$ urnaban darab fekete golyd van. Minden Iépesben egy-egy golyotikizu
az eld illetve a masodik urnabdl. Azt a golyot amelyiket azbalsnabdl hiztunk

a masodik urnaba tesszlik vissza, mig a masodikbdl hiuzattaisibe tessziik.
Adjuk meg ap;; allapotatmeneti valoszinliségeket!

1.58. feladat. Dobjunk egy szabalyos dobdkockavekzer egymas utan és te-
gylik fel, hogy a dobasok egymastol figgetlenek. Leg¥graz 6sszege aa
dobas soran kapott értékeknek. Szamitsuk ki a kbvétkararértéket

r!i’n P(Xn 0szthato 13-mal

1.59. feladat. Legyeni és| egy diszkrét idejii Markov-lanc két allapota. Bizo-
nyitsuk be, hogy hiaésj egymasbal kélcsénésen elérbgtagyisin > 0, pi(j”) >0
ésim> 0, pgim) > 0, akkor pozitiv annak a valdészinlisége, hodpl elérjik aj-t
anélkiil, hogy kézben visszatérnénrke.

1.60. feladat. Egy atmenetvaloszinliség-matrixot duplan sztochasatgikineve-
zlink, ha az oszlopok 6sszege is 1-et ad, vagyis; = 1V| € S. Bizonyitsuk be,
hogy egy véges allapotu duplan sztochasztikus allapotetneatrix esetén ha a
lanc stabil, akkor a hatareloszlas egyenletes.



2. fejezet

Diszkrét idejl tomegkiszolgalasi
modellek

= '\'g) bben a fejezetben diszkrét idejl tomegkiszolgalasi reerds mutatunk
“’ ‘fQ konkrét példat, és ezen tanulmanyozzuk, hogy a Markoweléetmé-
Ieterol tanultak hogyan alkalmazhat6ak gyakorlati feladatokjohdé-

Modelliinkben az i@t egységekre osztjuk. A kiszolgaléhoz tartoz6 sorban tet-
sZ0legesen nagy szamu igény varakozhat, a szolgaltataskiozozzaférés érke-
zési sorrendben torténik (FCFS). A rendszer tebjétza varakozasi sor hosszanak
alakulasa, a felhasznaldkat pedig az igények varakozgjg édekli.

2.1. Evollcios egyenlet sorhosszra

rendszerben a keaddnulladik) idpillanatbanXo igény van. Vezessiik be a
D kovetked jeloléseket:
Xn a sorhossz az-edik iddegység végén;
Y, azn-edik iddegységben érkezett Uj igények szama;
V, azt mutatja meg, hogy a kiszolgélo a kapacitasabol menépie& kiszolgalasra
forditani azn-edik iddegységben, azaz legfeljebb hany varakozo igénynek tud
szolgaltatast nyujtani.
A bevezetett mennyiségdlifeltesszik, hogy
{Yn} fuggetlen és azonos eloszlasu sorozat;
{Wn} is fuggetlen és azonos eloszlasu;
{Vn} fuggetlen{Y, }-tol;
az{{Yn},{Wn}} par fuggetlerXo-tol.
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Ekkor a sorhossz valtozasat a kévetkexollcios egyenlet irja le:

Xnt1 = (Xn —Vn+1)Jr +Ynt1, (2.1)

azaz a sorhossz &a+ 1)-edik iddszakasz végéw, . 1-gyel csdkken, ha van ennyi
kiszolgalandé igény, é%,.1-gyel no.

A 2.2. szakaszban részletesen foglalkozunk néhany gyskar is érdekes
problémakdrrel, melynek megoldasa visszavezétaae a modellre. A csomag-
koncentrator esetén a kilénlidallomasokroél érkez csomagok allnak sorba, és
a kiszolgal6 egy idegységben egy csomagot szolgal ki (azaz tovabbit). A meg-
szakitasos csomagkoncentrator &izétdl abban kilonbozik, hogy ekkor a ki-
szolgalé nem mindig all rendelkezésre. A prioritasos cgkoacentratornal a
koncentratornall-féle prioritdsi csomagot kell kiszolgalni. Ennek megféém
N sor képddik, és az-edik sor 1-gyel csbkkenhet, ha az@lsasodik,. . .| — 1-
edik sor Ures.

2.1.1. Stabilitas

Feltételeinkidl és az 1.1. tétefld kovetkezik, hogy a (2.1) rekurziéval definialt
{Xn} folyamat homogén Markov-lanc (lasd még az 1.5. példat is)ynek atme-
netvaldszinliségei

pj = PXi=j|X=i)=

= P(X-V)" +V1=j|X=i)=

P((i—Va)"+Y1 =)

alakuak. Ennek a lancnak a stabilitdsara elégséges fettdta kdvetkea tétel.

2.1. tétel. Tegytik fel, hogy
pij >0, havagyi=0¢ésj=0,1vagyi >0ésj=i—1,i,i+1, (2.2)

tovabba
E(Y]_) < E(V]_) < 00, (23)

Ekkor az{Xn} Markov-lanc stabil.

BizoNYiTAS: Konnyen elleBrizhed, hogy (2.2) miatt azX,} egy irreducibilis
és aperiodikus Markov-lanc, hiszen az atmenetvalésemrtisatrix Hatlojaban és
a vele szomszédos két mellékatlobarblelemek pozitivak. Elég tehat megmu-
tatni, hogy{X,} pozitiv visszatés, amelyhez ellefrizzik a Foster-kritériumot
(1.12. tétel).
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Eni1l X =K = E((X—Var) +Yoir [ Xa=k) =
= E((k Vn+1 +Yni1 | Xn = k)
= E((k Vni1) +Yn+1)

(

= E((k—=V1)"+1), (2.4)

ahol az utolso6 ditti Iépésben azt hasznaltuk ki, holy aVi,...,Vh,Y1,..., Yy €S
Xo fliggvenye, valaminfV; } és{Y;} emlékezetnelkiliek, fliggetlenedg-tol, to-
vabba egymastdl is fuggetlenek, ezt Vi, 1) " + Yoy 1 €sX, fliggetlenek, mig
az utolso lépés af(Yn, V) } stacionaritasa miatt igaz. A (2.3) és (2.4) kifejezé-
seki®l kdvetkezik, hogy mindek > O-ra
E(Xnt1 | Xn=K) = E((k—V1)" + Y1) <Kk+E(Y1) < o
azaz barmely > O-ra, hak < |, akkor
E(Xat1 | X =K) <k+E(Y1) <I+E(Y1) =C < o,
vagyis (1.23) teljesil mindehre. Legyen
1
d=5(E(V1) —E(11)),
ekkor (2.3) miatd > 0. Valasszult-t tgy, hogyk > I-re

k
Z Vl_j >E(V1) d

(ez megtehét, hiszen a bal oldalon allé 6sszkgal monoton n6% maddon tart
E(V1)-hez, amely véges). Ekkér> | esetén

k

E((k—=V1)") = %iP((k—Vl)Jr:i):

i=
k

= Y iPM=k=i)=

k

= 3 (k-iP0i=])=
2

k k

= kZP(Vlzj)—ZJP(Vlzj)S
=1 =1

< K—E(V1)+d,
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tehat
E(Xni1 | X =K) =E((k—V1)" + Y1) <k—E(V1)+d+E(Y1) =k—d,

igy a Foster-kritérium teljesiil, amivel a stabilitast iblz®nyitottuk. |

A (2.3) feltétel azt kéri, hogy az @kgység alatt érkézgények atlagos szama
legyen kisebb a kiszolgalé atlagos kapacitasanal. Erézhety a lanc ilyenkor
stabil, hiszen ekkor nem tud gyakran hossz(@aim sor.

Ha egy{X} lanc stabil, akkoix}-vel fogunk jeléIni egy olyan valészinliségi
valtozét, amelynek eloszlasa éppen a hatareloszlas, ahapt kordbban is tet-
tik.

2.1.2. A sorhosszak varhato értéke

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az evollciés egyenlettel medddatkov-lanc
monoton tipusy, ezért a stabilitasi feltételek teljegiiésetén (az 1.14. tételben
leirt értelemben) ergodikus is. Ott a sorhosszak atlagarkakvergenciajat azzal
a feltétellel bizonyitottuk, hogy a stacionarius eloskatistartozo varhato érték
véges. Kérdés, hogy a stacionarius eloszlashoz tartobdwaérték és altalaban
egy k-adik momentum mikor véges. Altalaban megmutathatd, hagyyesolu-
cios egyenlettel adott stabil Markov-lanc stacionarieselasahoz tartoaéadik
momentuma véges, amennyib@n(k+ 1)-edik momentuma véges.

Binaris{V,} esetén a stacionérius eloszlashoz tartozhmismentum, vagyis
E(Xg) kozvetlenil kiszamolhato:

2.2. tétel. Tegytik fel, hogy a stacionarius eloszlashoz tartoz6 méasmoimen-
tum véges é$\\} binaris. Ekkor
E(X)) = E(Y1)(1—2E(Y1)) + E(Y1?)
2(E(V1) —E(YV1))

(2.5)

BizoONYIiTAs: Az evollcibs egyenletat, binaris volta miatt atirhatjuk a kovet-
kezb forméaba:

Xor1 = (X0 —Vni1) "+ Yos1 = Xo = Varal 1y + Yot

Tekintsik mindkét oldal varhat6 értékét stacionariugp@ithan. Ekkor

E(Xn+1) = E(X%0) — E(Vatal x,>13) + E(Ynt1),

ahonnan a stacionaritas miatt

E(Vil x51)) = E(Y1)- (2.6)
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Szamitsuk ki most az evollciés egyenlet négyzetének a teaénigkét:

E(X11?) = E(%?) +E(Varalpo>1y) +E(Yarr?) +2E(XaYni1) —
—2E (XnVn-i—ll{xnzl}) —2E (Vn+1|{xn21}Yn+l) -
= E(X%®) +E(Vilpozy) +E(Y1%) +2E(Xo¥1) —
— 2E(XoV1) — 2E (Vil 1) E(Y).

Ismét a stacionaritast és a (2.6) egyediget hasznalva kapjuk, hogy
0= E(Y1) +E(V12) + 2E(X0)E(Y1) — 2E(X0)E(Va) — 2E(V1)?,

ahonnan az allitas kévetkezik. u
Mint mar emlitettiik, megmutathat6, hoyY:%) < « esetérE ((X(’))2> < 0o,

2.1.3. Késleltetés

Az 1.9. szakasznak megfeben jeldljeD, az el$ nidéegységben beérkezett igé-
nyek késleltetését €3, az ezen id alatt beérkezett igények szamat. Ekkor az
atlagos késleltetést a 5

— N

D=1lmR
sztochasztikus hatérérték definialja, amennyiben létezik

Egy kdzvetlen utat mutatunk a késleltetés kiszamitasdrarah specialis eset-

ben, amikoV, konstans 1, azaz determinisztikus binaris kiszolgalageseé\z
(j +1)-edik idoszeletberY, 1 igény érkezik, melyek kozul az €ékesleltetese
(Xj—1)* +1, a masodik&gX; —1)" +2, ..., az Yjq-ediké (Xj — 1)" + Y41,
amennyiberyj;1 > 0, egyébként 0, tehat

Yit1

Dit1 = Dj+lyi0 _Z((Xj ~1)"+i) =
=

Yit1

= Dj+ v Yis1(X =1 + gy 50 Zi i =
i=
= Dj+Ya(X = 1"+ V(Y1 +1)/2.

MostDj-t kivonva és 6sszegezve az egyenleteket G+toll-ig azt kapjuk, hogy

=]

Dh = Y (Yi(X 12— +Yi(Yj+1)/2) =

=]
o

n
= > Yi(X1-1)"+ Y V(Y +1)/2,
1 =1
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kovetkezésképp

n
p= lim Dn_ lim = ZLYJ Xj—1—1)7" + lim = ZYj(YjJrl)/Z. (2.7)
1:1

n—oo N n—o N

p-t kiszamithatjuk altalanos esetben is és az eredmény agyasz, mint abban
a specialis esetben, amit az egyszeriiség kedvéért mastiitgk nevezetesen,
legyenX stacionarius. Adjuk hozz4 és vonjuk le a (2.7) egyenlet jodalabdl a
r!m = > -1 E(Yj)(Xj—1—1)" hatarértéket. Ekkor mivéfj-k azonos eloszlastak

1 n
= E(Yy)lim = Xi_1—1)*
p <>gnn1=l<11 ) o+
| 1S ) (X "
+nmnz i-1—1)7 +
ﬂﬂl - J;Y,- Yj+1)/2. (2.8)

Az elfh és a harmadik tag egy-egy atlagnak a hatarértéke, igy a smEggok
gyenge térvénye alapjan a sztochasztikus hatarértékago#tt/alészinliségi val-
tozok kdzos varhatod értéke. A masodik hatarédékregmutatjuk, hogy nulla,
mégpedig Ugy, hogy megmutatjuk, hogy négyzetes kézéph&hoa tart a kife-
jezés, és abbol az 1.6. lemma szerint kvetkezik, hogy sasatikusan is nulla-
hoz tart.

Tegyk fel, hogyE (Y13) < . EkkorE(Xp?) < o és mindenj > i esetén

(( E(Yi ))(X| 1D (Y —EY)(X1—1)T) =
(E( ))(X| 1= DY —E(Y)(Xj—a— D)7 ¥, Xi21,Xj-1)) =
= (( )(Xi—1—1) " (Xjma—DTE((Y; —E(Y))) | ¥, %21, Xj-1)) =

és

E((—EM) (X)) = E((G—EM)?)-E((K2—1)°) <
< E((-EM)?)EC?).

tehat

(( ¥ i=1(Y] (YJ))(xj—1—1)+)2> =



2.2. CSOMAGKONCENTRATOROK 61

= 2 3 E((n—E0P(O5a-17) +
J:
n—1 n
53 3 E(-E00) 01 ()~ EC)G- - D)) <
i=1j=1+
< cE(n—EM)?)E(%?), (2.9)

ez pedig tart 0-hoz, hatarto-hez. Ebil és a (2.8) kifejezésh kbvetkezik, hogy
h o= EME(X-1)")+EM(M+1)/2) =
= EM)(E(X0) —P(% > 1))+ (E(V2?) + E(1))/2. (2.10)
A (2.6) és (2.10) 6sszefliggésékbapjuk, hogy

E(Y1)(E(Xo) —E(W1)) + (E(Y1?) +E(V1))/2

E(Y1) )
Ha még a sorhossz varhat6 értékét, ((2.5) kifejezést) iglpettesitjikvy = 1
esetén, akkor

D=

5 _ E(MV1?) —2E(V)°+E(Y2)
B 2EM1)(1-EM1))
_ EM)(A-EM)+E(MY?) ~EM)* _

2E(Y1)(1—E(V1))
1 E(MW?) -EM)?

2 2E(\1)(1—-E(W))
1 02 (Y1)
- 4 _ 2.11
2 2E(Y1)(1—E(V1)) ( )
Ellen6rizhe, hogy az 1.9. szakaszban emlitett

5 E(Xo)

E(11)

Little-formula is ezt az eredményt adja, tehat az evollegenlettel adott Mar-
kov-lancra teljesiil a Little-formula.

2.2. Csomagkoncentratorok

rxyakran felmeri mérnoki probléma, hogy egy kozés hirkbzisatornat kell
& 'megosztanunk egymassal versériglhasznalok kozott. A felhasznalok vé-
letlenszerlien generalnak egy-egy adatcsomagot, amelédibitani akarnak. A
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csatornat azonban egyidejlileg csak egyetlen felhaszediéti igénybe. llyen
példaul egy radiécsatorna, amelyen minden adé ugyanazkaeinciat hasz-
nalja, vagy egy busz. A probléma két megoldasi I6kége a csomagkoncent-
rator (aszinkron idmultiplexalés, statisztikus multiplexalas) illetve abdsztas
alkalmazésa.

A csomagkoncentrator feladata, hogy a kilortbiggnyforrasokbol hozza ér-
kezb csomagokat valamilyen algoritmus szerint tovabbitsanarkonikacios csa-
torndba. Ez az algoritmus, mint majd latni fogjuk, kezdllagtigényforrasokat
egyenranguan vagy prioritdsosan.

Tegylk fel, hogyM darab forras akarja hasznalni a csatornat szinkron tizem-
ben, s ehhez fitésekre osztjuk azt. Egyddésben legfeljebb egy csomag tovab-
bithat6. Arra, hogy ar-edik felhasznalé g-edik idérésben general-e csomagot,
bevezetjik aX; j valoszinlségi valtozot, ahol

1, ha azi-edik felhasznalo
Yij= a j-edik résben general csomagot,
0 egyeébkeént,

és legyen

2.2.1. Egyszer( csomagkoncentrator

Az egyszerli csomagkoncentrator eg@edységben egy csomagot képes tovab-
bitani, tehalV, = 1. Az eBbzbeknek megfelélen X, jeldli az n-edik iddszakasz
végén a koncentratorban &\kiszolgalasra varé csomagok szamat és

M
Yn = ZlYi,n-
i=

az ebben az ifkzeletben érkezett Uj csomagok 6sszes szawatloszlasa ho-
mogén rendszer esetén jellegzetesen jol modellézbiabmidlis eloszlassal, ha
pedig a lehetséges kifil¢sombépontok szama nagy, Poisson-eloszlassal. A csoma-
gok szamara (vagyis a sorhosszra) vonatkozo evolUcionbgiyiek a kdvetke
egyszerl alakot olti:

Xnr1 = Xn+Ynp1 — |{xn21} (n>0).

Ha az{Y,} ésXp valészinliségi valtozokra teljestlnek adz szakasz elején
ismertetett feltételek, akkofX,} homogén Markov-lanc. Azt vérjuk, hogy a
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sorhosszak sorozata akkor mutat valamiféle stabilitdajdansagot, ha az @
egység alatt beérkézcsomagok szamanak varhaté értéke kisebb egynél, azaz
E(Y1) < 1, ami kovetkezik is a 2.1. tétedb Tehat a stabilitas feltétele

E(V1) =M-E(Y%j)=Mp< 1

A koncentrator tervegét, Uzemeltaijét nyilvan a sorhossz eloszlasa illetve
varhato értéke érdekli, mig a felhasznélokat a késleltedgsezekre vonatkozé
képleteket az élzb6 szakaszban levezettiik.

Az 4tlagos késleltetés (2.11) alapjan

- 1 02 (Y1)
P = 5t BN A—EMD)
_ 1 Mpl-p _
2 2Mp(1—Mp)
1 1-p
- §+2(1—Mp)’

ahol felhasznaltuk, hogy; binomialis eloszlasil ésp paraméterekkel, és ezért
véarhato értékd p, szorasnégyzete pedigp(1— p).

2.2.2. |dbosztas

Az id6osztas (TDM, time-division multiplexing) esetén mindethfisznaléhoz
hozzarendellink egy-egyadést, s az egymas utakl darab idrés egy keretet
alkot. Azi-edik felhasznal6 kizarélag a kereedik idérésében adhat. A fenn-
maradé idben M — 1 db rés) varakozik, ezalatt sorba allitja az igényeket & saj
pufferében. Amennyiben egy felhasznalénak nincs rendélice allé6 csomagja,
akkor a hozza tartoz6 @és Uresen (kihasznalatlanul) marad a keretben, akkor is,
ha esetleg a tdbbinek lenne adhat6 csomagja.

Valasszuk most idlegységnek a keretet, amely a rés hosszédhakzerese az
el6zoek alapjan. Az-edik felhasznél6 sorhossza @e+ 1)-edik keret adasakor a
kovetked evollciés egyenlettel irhato le:

Z,n+l = (%,n - l)+ +Y—i,n+1-

Az n-edik idbegységben azok az igények érkeznek a felhasznéalok saiea,
lyeket az(n— 1)-edik idbegység alatt generaltak, s a sajat pufferiikben taroltak.
Ezen igények szamanak meghatarozasahoz 0sszegez¥jjkvaittozokat ennek

az iddegységnek a réseire:

(n—=1)M+i

Yin = Yi,j-
j=(n=2)M+i+1



64 2. DISZKRET IDEX) TOMEGKISZOLGALASI MODELLEK

Y eloszlasa ugyanaz, miit eloszlasa a csomagkoncentratornal, igy az atlagos
késleltetésre is ugyanaz az eredmény adodik.

IStime = } —Mp(l_p) =
2 2Mp(1—Mp)
1 1-p
- §+2(1—|v|p)‘

Vegytk észre azonban, hogy mig a csomagkoncentrator eseigiegység
arés addig idbosztas alkalmazasanakaret A kettdé hanyadosa, azaz ha
mindkét késleltetést tmrésben mérjik, akkor

D_time =M D_mux

2.2.3. Megszakitdsos csomagkoncentrator

Az egyszerli esethez képest itt a koncentrator nem all miregidelkezésre, pél
daul az adatcsomagok kiszolgalasat beszéd- vagy videaistenagjainak kiszol-
galasa miatt felfliggesztik. Ebben az esetben azonban @yakdokolt feltéte-
lezni, hogy a rendelkezésre allds nem emlékezetnélkiafoht, amikor viszont
a sorhosszak nem alkotnak Markov-lancot.

Tegytk fel, hogy valahany bes#éhltal (példaul egy konferencian) mondot-
takat akarjuk tovabbitani. Az anal6g beszédjelet mintleéés és kvantalas utan
digitalis csomagokba rendezve visszik at a halézaton. 2duesomagokat nem
késleltethetjiik sokaig, ezért azt az eljarast kdvetjlkyto idészeletet egy ugy-
nevezett keretté fogunk 6ssze és az egy keretben kelethkeszttdcsomagokat
a kovetked keret elején tovabbitjuk, a fennmaraddsdakaszokat hasznalhatjuk
adatcsomagok atvitelére. Hamedik keretberkK —V,,, 1 beszédcsomag keletke-
zik, X, jeloli az n-edik keret végén varakozo6 adatcsomagok szaméi ésadat-
csomag érkezik am-edik keretben, akkor az adatcsomagok szamara vonatkoz6
evollcios egyenletlink alakja

Xor1 = (Xn—=Vor1) "+ Yo (n>0). (2.12)

Altalaban{V,} nem emlékezetnélkiili (fiiggtelen) folyamat, de j6I modeiiet
egy véges allapotu stacionarius Markov-lanccal. llyenof,,Vn)} egy kétdi-
menziés homogén Markov-lancot alkot (lasd a 2.8. feladlatot

Az {(%n,Vn)} Markov-lanc stabilitdsa levezetifet Foster-kritérium egy itt
nem részletezett altalanositasabol. A stabilitas féééte

E(Yl) < E(Vl),

ami (lasd a 2.1. tételt) megegyezik az emlékezetnélkijl} esetén kapott képlet-
tel.
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2.2.4. PrioritAsos csomagkoncentrator

Itt a koncentratornaki-féle kiilonbdd prioritasi csomagot kell tovabbitania. En-
nek megfeledenM sor képddik (a kisebb index jelenti a nagyobb prioritast), és
azi-edik sor eggyel csokkenhet, ha azéelsnasodik,. .. (i — 1)-edik sor Ures.
Vezessik be a kdvetkézeldléseket:
Xi n azi prioritasu csomagokbol képzett sor hossza-arlik iddegység vegen.
Yi n azn-edik idbegységben érkezetprioritasu tizenetcsomagok szama. Feltesz-
szlik, hogy minden rogziteittre ez fliggetlen és azonos eloszlasu sorozat, mas-
részt kulonboa i-kre fliggetlenek egymastol és Ez-ktol is.

Ekkor a sorhosszak valtozasat a kdvetkegyenletek irjak le:

Xi,n+1 = Xi,n +Yi,l’l+1 - I{Xi,nzlyzij;llxj,nzo} (I = 17 27 [ERE) M;n> O)a (213)

mivel a sorhossz am + 1)-edik iddszelet végén nyilvanvaléardraz (n+ 1)-
edik iddszakaszban tortént 0j beérkezések szamaval, és csokipgel dop volt
i prioritdsu elkildend csomag an-edik idbegység végén (a sorhossz nagyobb
volt nullanal) és nem volt,1..,i — 1 prioritasu elkildend csomag.

Az {Xn} folyamatok tanulmanyozasa meglebsgn nehéz, igy vezessuk be
az§ n akkumulalt sorhosszat €<Za, akkumulalt forgalmat, 6sszegezveiazdik
prioritasig a sorhosszakat illetve a beérkezések szamat:

i
S’n:ZXLn (i:1,2,...,M), (214)
=1

i
Zin="S Yin (i=12,...,M). (2.15)
i,n ; j,n
Ezekkel a mennyiségekkel a (2.13) egyenletikivetkezik, hogy

s,n+1:Si,n+zi,n+1—|{syn21} (I :172a"'7M)'

{Sn} rogzitetti-re homogén Markov-lanc (lasd a 2.9. feladatot).

Az {X n} sorokkal ellentétben afS } sorok egyenkent kezellak, példaul
stabilitasuk a 2.1. tétel alapjan tisztazhato, stacioaséloszlasuk varhato értékét
pedig a 2.2. tétel szerint kiszamolhatjuk:

E(Z1)(1-2E(Z1))+E(Zi1?)

E(S1) = 2(1-E(Zy))

(2.16)

Tekintetbe véve, hogy (2.14) miatt
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B

2.1. dbra. Egyiranyu busz

igy haE(Z 1)-et ésE (Z; 1%)-et meg tudjuk hatarozni, akk&(X; 1)-et is megkap-
juk. A (2.15) definiciobol és aY; 1-ek fuggetlenségéib

E(Zi1) = ZEY,l

Ez.?) - (z )

i
= Z i1 +2 Yk1Y|,1 =
= k—lI
i

= Z (Y12 Z %lE(Yk,l)E(\ﬁvl).

=1 k=1l=

tovabba

2.2.5. Egyiranyu busz

Az el6z6 szakasz illusztralasaként tegyik fel, hogy a felhaskred§ buszra fel-
flzve sorakoznak. A kiszolgalas antidemokratikus jéllegagyis az adasra kész
felhasznaldk kozil mindig arra kertil a sor, amely legkdalelean a busz elejéhez,
vagyis legkisebb a sorszama (2.1. abra). Tehat a prioatédtasznalok sorszama
adja, egy felhasznal6 egyféle prioritdsi csomagot forgalra sorszamanak meg-
feleldt. A sorok, az idosztashoz hasonléan, a felhasznaldk pufferében aldkulna
Ki.

A prioritasos csomagkoncentratornal megismert médontisagznaljuk a&
akkumulalt sorhosszat ésZpakkumulalt forgalmat. Ha; ; binaris, akkor (2.16)
alapjan

E(Z1)(1-2E(Z1))+E(Zi1?)

E(S1) = 2(1-E(Z1))
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E(Z1) N 0*(Z1)  _
2 2(1-E(Z,))

ip ip(1-p)

2 2(1-ip)’

hiszen mosg; binomialis eloszlasuésp paraméterekkel, tehat varhaté értée
szérasnéegyzete pedig(1l— p). Ebkbl azi-edik felhasznal6 sorhosszat kifejezve:

E(X,1) = E(S1)—E(S-11)=

_ b ip(l—p) (i-1p(l-p) _

2 2(1—-ip) 21-(i—-1)p)

_ _p+p(l—p)_i(l—(i—l)p)—(i—l)(l—ip):
2 2 (1-ip)(1—-(i—-1)p)

_ g+p(l—p), 1
2 2 (1-ip@A-(i-1)p)

Ahonnan a késleltetésre:

|
m
x
B

X =
S

mm

+ ©
[EEN
[
©
[EEN

2 (1-ip)A-(i-1)p)
rs

Q

NI~ NI -

(1—ip)*’

Legrosszabb helyzetben a busz végéid iéx M-edik felhasznalé van, az kés-
leltetése:

1 1 1

Dous=Dm ~ Z+4- s~
bus M 2+2 (1—Mp)?
. Dmux
1-p’

aholp = Mp a kihasznaltsag.
A megismert csatornamegosztasi médszerek atlagos letékstk6zott a ko-
vetked Osszefliggés all fenn:
ISmux IStime

ST T M)
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(n—1)-edik n-edik igény (n+1)-edik

igény tavozik tavozik  igény tavozik
A
S T . - )
il ki ~ kiszolgaléegység
Wn WI’H—l - Lo
— varakozasi sor
T Tn+1 T idd

n-edikigény  (n+1)-edik
érkezik igény erkezik

2.2. 4bra. Témegkiszolgalasi rendszdidihgramja

Példaulp = 0.9 kihasznaltsag esetén:

_ _ 10 —
Dbus~ 10Dmux = M Diime,

ami azt jelenti, hogy ha sok felhasznalé van a rendszerenggy), akkor az
egyirdnyu busz moédszere jobbnak bizonyul a késleltetéstetkben az idosz-
tasnal. Mindketinél jobb azonban a statisztikus multiplexalas, azaz agzegy
csomagkoncentrator moédszere. Ennek hatranya azonbaynkbagonti szerve-
zést igényel, igy nem mindig alkalmazhato.

2.3. Evollcios egyenlet a varakozasi ire

SSNtartdzkodik egy igény sem, igy az élbeérked igény kiszolgalasa azonnal
megkezddik, varakozasi idejel) nulla. Vezessiik be a kdvetlk@rloléseket:
W, azn-edik igény varakozasi ideje;
S, azn-edik igény kiszolgalasi ideje;
T, azn— 1-edik és an-edik igény érkezése kozott elteltid
A bevezetett mennyiségedirfeltesszik, hogy
{S,} fuggetlen és azonos eloszlasu sorozat;
{Tn} is fuggetlen és azonos eloszlasu;
{Tn} fuggetlen{S,}-tol.
Ekkor a varakozasi itit a kdvetked evollcios egyenlet irja le:

~Nvost feltessziik, hogy a rendszerben a Kegaulladik) iddpillanatban nem

Whi1 = (Wh—Tops + S1)+7 (2.17)

hiszen am-edik igényW, + S, id6t tolt el a rendszerben (2.2. abra). Ba1 >
Wh+ S,, akkor a rendszer Ures &+ 1)-edik igény érkezésekor, és igy nem kell



2.3. BvOLUCIOS EGYENLET A VARAKOZASI IDORE 69

varakozniah;1 = 0. Ha pedidl,.1 <W,+ S,, akkor az(n+ 1)-edik igény érke-
zésekor, an-edik még a rendszerben tart6zkodik, de Man id6 eltelt érkezése
Ota, tehat a rendszerben még + S, — T, idOt tolt el, ennyit kell az(n+ 1)-
edik igénynek varakoznia. Azaz &+ 1)-edik igény varakozasi idejét aeedik
igény varakozasabol még hatradddd W, — Tnh1) és am-edik igény kiszolgalasi
idejének 6sszege adja, ha még nem fégkitt be am-edik igény kiszolgalasa. A
{W} folyamat homogén Markov-lancot alkot az evolucios egyeladott sor-
hosszhoz hasonl6an. A stabilitas elégséges feltétele &2el alapjan

0<E(M—-S) <o,

vagyis

E(S) <E(T1) < co. (2.18)
llletve az irreducibilitast és aperiodikussagot biztasdo:
Pij =PWhi1=] |[Wh=i)>0,havagyi=0ésj=0,1vagyi >0ésj=i—1,
i1

A 2.4. szakaszban részletesen foglalkozunk a zajos visatzdésos csatornan
tortérd Uzenetkildés néhany lehetséges megoldasaval, melysavezethéek
erre a modellre.

Egy témegkiszolgéalasi rendszerre kilonbdeltételek mellett lesz a sorhosz-
szak illetve a varakozasi @k altal alkotott folyamat Markov-lanc, igy altalaban
ha az egyik Markov-lanc, akkor a masik tipikusan nem az. Adtked specialis
esetben mindkeaftMarkov-lanc lesz, & mind a sorhossz, mind a varakozas id
hatareloszlasat ki tudjuk szamolni. Tudjuk, hogy stabirkt&-lanc esetén a sta-
cionarius eloszlas (azaz a hatareloszlas) kiszamithat@arétel alapjan, vagyis
az (1.21) egyenlet megoldaséaval:

P=PN.

Ez altalaban nem kdnny(i, mivel végtelen sok darab dsszaeggtnlen sok isme-
retlent tartalmazd linearis egyenletiink van, de ha a (2:4)ieiés egyenletben
mind V,, mindY;, binaris, akkor a fenti egyenletrendszer egyszeriien rdegtd,
és a megoldas a nemnegativ egészekre koncentralt, Kfeglgeometriai elosz-
las. Legyenv, ésY, binéris ugy, hogy

PWh=1)=p ésP\h=1)=q.

Ez azt jelenti, hogy az egymast kofidehetséges kiszolgalasiGipdontok tavol-
saga (ha a sorban mindig van igény), aza&Sakiszolgalasi i@ p paraméterii
geometriai eloszlasu valészinliségi valtozd, mig az egykiivet igények érke-
zési idbpontjainak al, tavolsaga) paraméter(i geometriai eloszlasu valoszinliségi
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valtozo. Ebben az esetben az igények varakozasi idejadédin (2.17) evollcios
egyenlettel.

Mind a sorhosszra, mind a varakozagie vonatkoz6 lanc stabil, ha0q <
p<1(lasd a 2.1. feladatot).

2.3.1. A sorhossz stacionarius eloszlasanak kiszamitasa

Vezessik be a kdvetkézeldléseket:

a = (1-gp,

b = (1-p)q,

r = 1l—a-—Db,
b

Yy = a

Ekkor az atmenetvaloszinliség-matrix:

1-g g 0O
a r b o
n= 0O arb

A megoldando linearis egyenletrendsZiréz eld egyenlet

Po = po(1—0)+ P13,
ahonnarp; a pp segitségével kifejezhi@t

_ Po
p1= 1o o
A masodik egyenlet
P1 = Pog-+ pP1r + P23,

ahonnan o
P2=71"1 pvz-

Innen mar sejthét hogy
p=gsy (21),
ami teljes indukcidval bizonyithaté, ha figyelembe vesshiglgyi > 2 esetén az
(i+1)-edik egyenlet
Pi = pi—1b+ pir + pia (2.19)
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po értékét megkapjuk, ha felhasznaljuk, hogy

iipi =1,

azaz
Po+ ) Pi=Po+ ) —Y =
° ig; o iZ;l__p
ahonnan q
=1——.
Po 0

Kiszolgalasi feladatokban igen gyakori az az eset, amilsmrdnossza korla-
tozott, nem lehet nagyobb, mint efjytermészetes szam ugy, hogy amennyiben
egy Uj igény akkor érkezik, amikor a sorhossz mamkkor ez az igény elveszik,
ezért ezt a kiszolgalasi problémat veszteséges kiszsluygénevezzik. A stacio-
narius eloszlas ebben az esetben is kiszamithat®hb alkalmazott triikkokkel,
ha meggondoljuk, hogy az atmenetvaldszinliség-matrix:

1-q

v = O
= T O
T O o

oo

a r b
0 a 1-a

Nyilvan a hatareloszlas utolsé tagja a legérdekesebbemisz a sor telitettségé-
nek, vagyis a veszteségnek a valdsziniisége.

2.3.2. A generatorfuggvény

Az ag,a1,ay, ... valés szamsorozat generatorfiiggvénye (vagy z-transatgen
A(z) = Z;aka’
k=

amennyiben ez a sor konvergens valamely intervallumbarmzidasorozat korla-

tos, akkorA(z) felllr6l becsulhet egy geometriai sorral, amely konvergens min-
den|z < 1-re. Ez teljesul példaul akkor, ha ag szamok egy diszkrét eloszlas
tagjai, hiszen ekkoey < 1. Tehat a nemnegativ egészeken értelmezett minden
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{po, p1,...} eloszlasnak létezil(z) generatorfiggvénye. &b eloszlasok eseté-
ben a generatorfiggvény nem mas, mint egy varhaté érték:

ha{po, p1,...} azX valészinliségi valtozo eloszlasa.

A generatorfliiggvény szamos fontos tulajdonsaggal rendidkezek kozil
itt csak néhanyat emeliink ki.

A definicio alapjan vilagos, hogy ha a sorozatot eggyel jekdbalra, akkor
a generatorfuggvérgvel szorzodik, azaz afayx—1} sorozat generatorfiiggvénye
zA(z). Hasonloan, afay_;} sorozat generatorfliggvéngd\(2), illetve az{ay1}
sorozat generétornggvénge[-A(z) —ap|, hiszen itt az el§ szam eltlinik a soro-
zatbol a transzformalt szamolasakor.

Szintén a definiciobol kdvetkezik, hogy tettegesa konstansrdaay} gene-
ratorfuggvenyeA(z).

Most tegyuk fel, hogy két sorozatunk vaa, €éshy, generatorfiggvényeiket
jeldlje A(z) illetve B(z). Megint csak vildgos, hogg + bk generatorfliggvenye
A(z) +B(2).

e

Ck = _iai D
=

sorozatot értjuk. Emlékezzink vissza, hogy két valés#giivaltozé dsszegének
eloszlasat a két eloszlas konvollciéjaként kaphatjuk mézzik meg, hogy
miként kaphatjuk megy generatorfliggvényét.

00 o k 0 0o
CO) = SoF=S Sabor=S Y ab s
(Z) kZO . kZO i; A i;) I; A

:iiaazuﬁfi:<iﬁz><§ﬁz>:

= A(2)B(2).

Tehat az eredeti sorozatok konvollciojanak képzése tielyatredmény genera-
torfliggvénye egy egyszeri szorzassal adddik.

A generatorfliggvénydl az eredeti sorozatot ugy kaphatjuk vissza, ha@
fuggvényt sorfejtjiik, hiszea, pontZ egyiitthatdja a hatvanysorban:

1
ay = EA(k)(Z”z:Oa
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ahol A (z) azA(z) fiiggvényz szerintik-adik derivaltja.

Most nézziik néhany nevezetes eloszlas generatorfliggvényé
BERNOULLI- (INDIKATOR-) ELOSZLAS

Ebben az eloszlasban csak a 0-nak és az 1-nek van nemnultz ivilsége.
Legyen az 1 valdszinlisége Ekkor a generatorfiiggvény a definiciét hasznalva:

P(z)=(1-p)2+pZ=1-p+pz

BINOMIALIS ELOSZLAS
Az (n, p) paramétr(i binomidlis eloszl&sadik tagjapy = () p*(1—p)" ¥, ha
0 <k < n. Az eloszlas generatorfliggvénye

P(2 = %pkzk Z)() K(1— p)"*z =

= Z (n>(p2) (1-p"*=(1-p+p2"
&o \K
Erre az eredményre Ugy is eljuthatunk, ha meggondoljuky lrobinomialis el-
oszlasn darab indikator valészinliségi valtoz6 6sszegének azléks vagyis
n darab indikator eloszlas konvollciéjaként adddik. Febtielvezettik, hogy a
konvollcioképzés a generatorfiiggvények szorzasat ieignt

(1-p+p2(l-p+p2---(1-p+p2 =(1-p+p2"
adodik.

POISSONELOSZLAS )
A A paramétrii Poisson-eloszlésdik tagjapk = Ak—, —A hak > 0. Generator-

flggvénye
- A < M) _,

Mivel Zk—o k, egy hatvanysor, meghozxeétZ hatvanysora, igy a generéatorflgg-
vény

P(z) = % ==Y, (2.20)

GEOMETRIAI ELOSZLAS
A p paramétrii geometriai eloszlksadik tagjapx = (1— p)*~1p, hak > 1.
Generatorfuggvénye

PR = imi:éu—mk%izmjarmmk%:
=1 =1

k=0
1 _ pz
1-pz 1-(1-p7

= pZI;((l— p)2)' = Pz (2.21)
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A generatorfliggvény segitségével is megkaphatjuk@eizakaszban kisza-
molt hatareloszlast az evollciés egyenlettel adott sedras A (2.19) egyenlet
egy differenciaegyenlet, megoldasan keresztil szerjldtehogy miként lehet
a generatorfiiggvények modszerével differenciaegyemetgoldani. Tekintsik
a (2.19) egyenlet mindkét oldalanak a generatorfiiggvéaygéiz szorozzuk meg
az egyenletet -vel mindeni-re, majd 6sszegezzik az egyenletéket2-t5] vég-

telenig: ) ) i ]
i; pizi = bi; piflzi +r i; pizi +a22 pi+1z‘.

Emeljuk ki z hatvanyait a szummajelek alél, Ggy hogy a maradék hatvamy me
egyezzera indexével:

i pizi = bzi2 pi_lzil+r.i pizi +a§ i pi+1zi+l.

Felhasznalva a generatorfiiggvények fenti tulajdonsagasgyenletiink
P(2) — po— p1z=
1
= bz(P(2) — po) +r (P(2) — po— p12) + a (P(2) — po— prz— p22) .

Atrendezve és felhasznalva, hogy 1 —a— b, illetve, hogy (2.19) alapjap; =

Ipo, P2 = 125 (2)* = apo

(=bp+(1-r)pr—ap)Z+((1-r)po—ap)z—ap _
—bZ+(1-r)z—-a B

(a+b)p—ap)Z—apz _

P(2)

= Pot —bZ+ (a+b)z—a
_ p+((a+b)%po—aqa—bzpo)zz—qpoz:
0 —bZ + (a+b)z—a
qpoz(z—1)
= Po+ =
—b(z-2)(z—-1)
_ {@—pjaPo?
- P ~bz+41
b
bz
- p°+% 5=
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 Po (b)i_ Po ;
p=r—(3) =1=
—p\a 1-p

2.3.3. Avarakozasi id stacionarius eloszlasanak kiszamitasa

ahonnan a mar ismert

képlet adodik.

Ha egy igény an-edik iddpontban érkezik, akkox, igényt talal a rendszerben,
igy kiszolgéalasaig végig kell varnia ennek ¥z igénynek a kiszolgalasat. Két
kiszolgalas kdzott eltelt i@, vagyis a kiszolgalasi @ esetlinkberp paraméteri
geometriai eloszlasu. A sorban &ligény kiszolgalasa mar megkéxribtt abban

az értelemben, hogy kiszolgalasi idejémar eltelt valamennyi, de a geometriai
eloszlas 6rokifju tulajdonsaga (lasd a 2.7. feladatottineigy kiszolgalasbol hat-
ralévd ido is geometriai eloszlasu, ha a kiszolgalaéiad. igy aw varakozasi ié

X, darab fuggetlen azonggparamétrii geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozé
Osszege. Ezért a generatorfiiggvény tulajdonsagai miadtadkozasi id genera-
torfliggvénye a geometriai eloszlas generatorfliggvényéregfeleb hatvanya-
ként irhatd. Jelolj&V(z) a varakozési id hatareloszlasanak generatorfuggvényét.
A p paraméter(i geometriai eloszlas generatorfliggvénye

Pz
1-(1-p)z
(lasd a (2.21) levezetést), igy tehat
W) = > W(EZ[X=])PX=])=

_ pz oo b j
T 1(1—(1—p)2> 1—p<a> P

00

_ p b pz pz b\
- 1—pal—(l—p)zk;(l—(l—p)za) +Po

8

_ po b pz a(l-(1-p)z) +p

~ 1-pal-(1-p)za(l-(1-p)2)—bpz

_ Po bpz

= 1-pall-(1-p)7-bpz

_ 9z

T PITg @

T = q

= _—4_1__’
p1_<1_M>z p
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Ado

Y

zajos csatorna Vév

visszacsatolas
ACK/NAK

2.3. dbra. Az adatkapcsolati kommunikacio modellje

ahol felhasznaltuk, hogg = p(1—q),b=q(1—p) éspp=1— % Az eld tag
az{1,0,0,...} eloszlas generétornggvényénele%-szerese, a masodik pedig
a E%g paramétrii geometriai eloszlas generétorfijggvény%neierese. Tehat a
varakozasi id 9p valészinﬁségge{f—g paramétrii geometriai eloszlasu, gs=
1- % valészinlséggel nulla.

2.4. Csomagkuldés zajos csatornan

= kOvetkeDkben a hal6zatok adatkapcsolati rétegének (data link)laghany
ZClehetséges protokolljat mutatjuk be és vizsgaljuk a téfepesség szem-
pontjabol. Az adatkapcsolati réteg feladata az (adat)agoi sorrendhelyes és
hiba nélkili tovabbitdsa a haldézat két szomszédos csonjadaizétt. A proto-
kollokat csak a tényleges adatétvitel kzben fogjuk virsgde megjegyezzik,
hogy a gyakorlati megvalésitasok természetesen rendetkdapcsolatlétesitési
és -lebontasi fazissal is. Az adatatviteli csatorna zajestendelkezésiinkre all
egy visszacsatolas a @bl az ado felé (2.3. abra), tehat a %ewminden idegy-
ség végén informalja az adét arrél, hogy a csomagkildéseskmlt-e az illed
id6szakaszban. Hibazas esetén az érkezett csomagot eléshgzk a kovetkér
id6szeletben Gjra elkildjuk.

A csomoépontok kdzotti kommunikacié aszinkron, igy a szimkzélashoz
szukséges informaciot maguknak a csomagoknak kell teatatiak. Ez egy szink-
ronizalé meb segitségével torténik. A csomagok sériilését is észlklkéth a
vevd oldalon, erre szolgdl a hibajé@kodolas (tobbnyire CRC ellénzb 6sszeg
generalasaval torténik). Hibajavité kédolast a tulzottagy edforras- és redun-
danciakarakter-igény miatt az adatkapcsolati rétegben smokas alkalmazni.
Helyette azARQ (Automatic Repeat reQuest, automatikus ismétléskérésly moé
szerét hasznaljdk, azaz hibajelzés esetén a csomagoitildjkak A csomagok
sorrendhelyességét pedig egy sorszamdradkalmazasaval biztosithatjuk leg-
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szinkronizal6é| cim | sorszam

hibajelz
mez mez mez 0

adatcsomag
me®

2.4. 4bra. A csomag egy lehetséges felépitése

egyszerlibben. Az adatcsomag és éblkelemlitett vezéél medk egylttesét cso-
magnak, néha keretnek (frame) nevezzuk (2.4. abra).

Szamos ARQ technika lehetséges: Minden egyes helyesertsatiagot
nyugtazhatunk egy specidlis nyugta csomaggal (ack), vagyugtat beagyaz-
hatjuk az ellentétes iranyban tovabbitott csomagok vézgddibe (amennyiben
van forgalom a masik iranyban). Bevezethetiink negativ t@i{gak) az atviteli
hiba jelzésére. A deadlock helyzetek elkerlléséd&adatokat is fel kell allita-
nunk: ha az adé nem kap sem pozitiv, sem negativ nyugtat égy mleghataro-
zott iddkorlaton belll (példaul azért, mert a deszinkronhiba miatt mar magat a
csomagot sem észleli), akkor megismétli az adott csométptitez az sziikkséges,
hogy amig a ve®y nem nyugtaz egy elkildétt csomagot, addig azt az ad6 atz adas
pufferében tarolja.

Ha X, jeloli az n-edik idbegység végén az addban sorbanall6 csomagok sza-
mat ésY,, az ezen idszeletben érkézlj csomagok szamat, akkor ismét a mar jél
ismert evollcids egyenletet kapjuk:

Xnr1 = (Xn— Vn+1)+ + Yhi1,

ahol most
V. — 1 ACK (sikeres)
"7 1 0  NAK (sikertelen)

a sikeres illetve sikertelen csomagtovabbitasnak mdgfate Azaz az egymas
utani csomagok, egymastol fluggetlemt= 1 — E(V1) = 1 —P(V1 = 1) val6szi-
nlséggel hibasodnak meg, i§y,} figgetlen sorozat. Ha mégy,,} is fuggetlen

és azonos eloszlasu, akkpX,} homogén Markov-lanc. Az egyes csomagok va-
rakozasi idejére is felirhatjuk az isndesrrekurziot

Whi1 = (Wh—Thyr + Sn)Jr .

A kiszolgalasi id a csomag sikeres tovabbitasaig eltett, idmi a fuggetlen és
azonos valoszinliségli meghibasodasok miatt fliggetlancd®s eloszlasu soro-
zat lesz. Fuggetlen és azonos eloszlasu{@sy is, ha{Y,} binéris, igy{Wh} is
homogén Markov-lanc.

A targyalasrakeri@l harom legelterjedtebb protokoll a pozitiv és negativ Ryug
tak kezelésének madjaban kulonbozik.
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2.4.1. Késleltetésmentes nyugta

Tekintstink el elé megkozelitésben a jelterjedésofdl. A 2.1. tétel szerint a
stabilitas feltétele ebben a késleltetésmentes esetben

E(Y1) < E(Wi)=

= P\V=1)=
= 1-—P(sikertelen kuldés=
= 1—p.

Informéacidelméletben jaratosak kedvéért megemlitjikytegyp=1—E(V1) =
1-P(V1 = 1) valészinliséggel taslemlékezetnélkili toriéses csatornarol van szo,
ahol a csatornakarakter egy csomag. Az ilyen csatorna kapagl — p) = E(V1)
csomag/csatornahasznalat. Tehat a stabilitas feltételeogy az atlagos forras-
sebesség kisebb legyen, mint a csatornakapacitas.

Hatarozzuk meg az optimalis adatcsomagméretet, amelynnddigi atvitelt
tesz lehdlvé adott csatorna esetén! Emlékezziink vissza, hogy egyatpeezér-
[6meDkbdl és a tényleges adatot szallité adatcsomagbdl all. Ha azsamag
kicsi, akkor a rendszer kevésbé hatékonyan mikddik, hisg€bb vezédinfor-
maciot szallit, mintsem adatot. Masrészt, minél nagyobbhdatcsomag, annal
nagyobb val6szinliséggel jut el egy csomag hibasan@hézy ami tébb Gjrakul-
dést tesz sziikségessé, s ez nyilvanvaléan cstkkentbagydég alatt atvinét
adatmennyiséget. Létezik azonban egy optimalis adatagoiret, amely maxi-
malizalja az atvitelt.

Tételezzik fel, hogy az atvinni kivant bitek egymastél féihgn il hibasodnak
meg, Py bithiba-valészinliséggel. Legyen az adatcsomag hdsgb#t, a vezér-
I6medk hosszad\,, bit, s igy a teljes csomag hosdga= Ni + Ny bit. Ekkor egy
csomag hibas vételének valészinlisége (legaldbb eghbitain a csomagban):

p=1—(1—py)". (2.22)

A stabilitasi hatar csomagban mérve-D, ésNhNTde a hasznos bitek aranya egy
csomagon belll, ezért a kihasznaltsagra a stabilitasi hata

Nqg
Np+ Ny’

(1-p)
amely a (2.22) képlet felhasznalasaval

)Nh+Nd _Ng

1-— .
(1=po Nh + Ng
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A maximalizalashoz legyen a kifejezBg szerinti derivaltja O:

(1— pp)Nn+Nd (Nhl\-liPNd 4+ NglIn(1 - pb)>

Nh + Ng
A tort értéke akkor lehet 0, ha a szamlalé masodik tédye, vagyis az
Nh
+NgIn(1—pp) =0
N N (1—po)

egyenletet kell megoldanunk, amelyet atalakitva

Np
IN(1— pp)
adodik. Az egyenlet pozitiv gydkeként az

ot_Nh 4
Nf'_3'<¢l_ﬁﬁaffﬁﬁ_l> (2.23)

optimalis adatcsomagméretet kapjuk. (A masodik deritatiagativ, igy valdban
a maximumbhelyet hataroztuk meg.) Kigs-re alkalmazhatjuk a In(1— pp) ~ pp
kodzelitést, tehat ekkor

Nh 4
NP~ /14— —1) =~
d ( * Nh Po )

NZ 4+ NnNg + ~0

2
Np 2
~ 7(%‘)“
Nh
~ A\ o

Nézziink egy szampéldat az elmondottak illusztralasarajyéme a csomag
fejrészeN, = 48 bit hosszu, a csatorna hibavalosziniisége ppglig 10°° (ez
a foldi telefonos adatatvitelben jelledn2rték). Ekkor (2.23) felhasznalasaval
Ncc,"”t = 2167 bites optimalis adatcsomagméretet kapunk. Ha a osatibava-
l6szinliségét szazadara, vagyis 10e sikeriil leszoritanunk, akkor az optimalis
adatcsomagmeéret tizszeresére novekszik (21885 bit).

2.4.2. Stop-and-Wait protokoll

Ebben az esetben egyszerre csak egyetlen csomagot killdizeddd, majd meg
kell varnia ennek nyugtajat (2.5. abra). Amennyiben negatiigta érkezik vissza
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T T

—— - ~
1 | | | ad é
|
[
N
| «©
[
|
' . L . vevd
—_— ~~

tprop th’OC

2.5. 4bra. A Stop-and-Wait protokoll

(ha hasznalja a protokoll ezt a lefiséget) vagy lejar a varakoza$kbrlatja, a
csomagot Ujraadja. Az ado kizardlag pozitiv nyugta esétéulitja el a csomagot
az adasi pufferéd, s |1ép tovabb a kovetkézeretre.

Bar még sikeres tovabbitas esetén is sokat kell varakozaonkean ez egy
megfeleb protokoll lehet fél-duplex atvitel esetén, amikor a kédadlfelvaltva
ad. Ugyanakkor nyilvanval6an csokkentett adatatvitedi tesak lehétvé full-
duplex esetben (fliggetlen atviteli igények mindkét iramy)y killondsen akkor,
ha a csatorna jelterjedési ideje Iényegesen nagyobb, nmigbmag adasi ideje.
Ha a jelterjedési id elhanyagolhatd az 6sszekottetés révidsége vagy a visapny
alacsony adasi sebesség miatt, akkor a Stop-and-Waitigptbtem okoz lénye-
gesen rosszabb atvitelt, mint azt révidesen latni fogjuk.

A jelterjedési és feldolgozasi @l azonban altalaban nem tekinthetiink el.
LegyenT egy csomag adasahoz sziikségéstigp a jelterjedési id, tproc pedig
az az id, amely a vetinek sziikséges a csomag feldolgozasahoz és a nyugta visz-
szakuildéséhez. Mivel Uj csomagot csak akkor kiildhet az aadkor az ebzd
csomag sikeres tovabbitasarol visszaérkezett a nyugtsbeieezért az ado o
zitést allit be

T = Ztprop+ T +1tproc

hosszra: ha ez alatt nem jon nyugta a csomag sikeres toagatit a vedtol,
akkor ezt atviteli hibanak tekinti. A minimalis @ amelynek két sikeres csomag
kozott el kell telnie:T + 1.

Vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz stabil a csomagok varakiod&ge altal al-
kotott Markov-lanc! Tegytk fel, hogy a T egész szamu tobbszérdse. Ekkor a
kiszolgalasi i@ tyansis T egész szamu tébbszordse. Ha tekintjik egy idegy-
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ségnek, akkor a%; kiszolgalasi id t‘%ﬂs Tegylik fel, hogyy; binaris, ekkor két
szomszédos érkez@s tdvolsageE(Y:) paraméterli geometriai eloszlasu valdszi-
nliségi valtozo, ezért a szomszédos érkezések tavoldéagdmto értéke—~ .
Msed T

Igy a stabilitas feltétele (2.18) miatt

E(t rans) _ _ l
= =E(S) <E(Ty) = 5

azaz
T

E(ttrans) ‘

Az id6egység alatt sikeresen atvibetdatmennyiség meghatarozdsahozdfels
becsléséhez) tegyiik fel, hogy minddssze egyetlen adé édegyew vesz részt
a kommunikacidban, valamint nem alkalmazunk negativ ratufgkkor maxima-
lisan 1 csomag vihétatT + 1 id6 alatt (abban az esetben, ha mindig sikeres az
atvitel, azaz pozitiv nyugta érkezik vissza).

Legyen egy csomag hibas atvitelének valoszinlgedgeegyik fel, hogy egy
csomagot tet€degesen sokszor Gjrakildhetiink. A gyakorlatban ez &ltadem
igaz, ugyanis ha a sikertelen atviteli prébalkozasok szélgreegy ebre megadott
értéket, akkor az dsszekottetést hibasnak nyilvanitjdla &lébb rétegek fel-
adata a probléma megoldasa. A visszacsatolas esetleggatlgthanyagoljuk,
tehat egy leadott nyugta mindig rendben visszaér az adéteaz adas azedik
kisérletre sikeres, a tovabbitasbidT + 1), melynek eloszlasg — p) paraméteri
geometriai eloszlas. igy egy csomag sikeres atvitelériagas ideje:

E(\\1) <

Eltund = 3 0 (1 P(T+1) =

= G+wgzm“%r—m,

1=

ahonnan a geometriai eloszlas varhat6 értékének kiszamih

T+1

1-p

Az Ujrakildések miatt bekovetkézadonovekedést j6I mutatja a nevidzen 1€V
1— pfaktor. AzE(tyans) értékének felhasznalaséaval a stabilitas feltétele tehat

E(ttrans) =

T T 1-p 1-p
E(Y: === =—
)< Ettvand 55 a’
ahol bevezettik az Tt .
am-tt_14%59

T T
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2.6. 4bra. Go-Back-N protokoll

paramétert. Amennyiben a nyugta visszaérkezéséhez gaitsél6 a gyors jel-
terjedési és feldolgozéasiddniatt elhanyagolhatd, akkar= 1, s igy visszakapjuk
a késleltetésmentes esetet:

E(Y1) <1-p.

2.4.3. Go-Back-N protokoll

A legtébb modern kommunikaciés rendszer full-duplex &tvihasznal, s feltéte-
lezhetjik, hogy a csatorna sem tul rossz, vagyis az elkitddimagok altalaban
rendben odaérnek a véhdz. Ebben az esetben célszeriibbnek tlinik, hogy az ado
folyamatosan kiildje a rendelkezésre all6 csomagokat ahélégy mindig nyug-
tara varna. Amennyiben negativ nyugtat kap, vagy lejar akazasi id, az adott
csomagot és az ezt kdven elkiildott csomagokat Ujrakiildi. Ezt valésitja meg
a Go-Back-N (visszalépés N-nel) protokoll (2.6. abra). Amagok folyamatos
adasa noveli az atvitelt, kiléndsen akkor, ha a jelterjgdésnem hanyagolhaté
el egy csomag adasi idejéhez képest. A protokoll gyakomatjvalositasaiban
nem feltétlenll kell minden egyes csomagot nyugtazni. AZzxamulativ nyugta
nem csak az adott csomagot, hanem az azt rée@jesomagokat is nyugtazza.

A Stop-and-Wait protokollnal megismertéptllemzket felhasznalva a Go-
back-N protokollnal két csomag adasa kozoétt csak miniriudonek kell eltelnie
(nem pedidl + T idének). Az ebz6ekhez hasonld feltételekkel élve szamitsuk ki
egy csomag sikeres atvitelének atlagos idejét.
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Amennyiben az-edik kisérlet sikeres, egy csomag tovabbitasi ideje:
i=1 T
i=2 T+LT+1)

i T+(i—1)(T+7)

s igy
E(trang = Zpi_l(l—p) (T+({-1)(T+1) =
i=
= lei’l(l—p)(—TJri(TH)):
i=
= —1- 3P 1-p+(T+1) - Yip (1-p)=
2 2
T+1
= —T 1+1Tp—
o pt+T
= 1
A stabilitas feltétele pedig, a Stop-and-Wait protokdllesiezetett moédon:
T T 1-p 1-p

E(Y;) = < = = .

Itt is visszakapjuk a késleltetésmentes esetea Bal (amikor a jelterjedési és
feldolgozasi id elhanyagolhatd egy csomag adasi idejéhez képest).
Az optimélis csomagméret meghatarozasdhoz ebben az esatbe
(l o pb)NthNd Nd
(1-@—p)™M) (a—1)+1 Mo+ Ne

kifejezést kell maximalizalnunk. Ehhez a kifeje2ésszerinti derivaltja legyen 0:
(1— pp)"n N (ﬁ (a— (a-1)(1- pb)Nh+Nd> +aNgIn(1— pb)>
(Nn + Ng) <1+ (a—1) (1— (1- pb)Nh““d))

Sajnos, mivel a szamlalobady exponencidlis és polinom fliggvényének 6sszege
all, csak specialis esetben tudjuk megoldani az egyenkéddaul aa =1 esetre,
amellyel a 2.4.1. szakaszban mar foglalkoztunk.
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2.4.4. Szelektivismétlés

A szelektiv ismétlés (selective repeat) Megegyezik a Gadd protokollal ab-
ban, hogy az ado¢ itt is folyamatosan kiildi a rendelkezésbecabmagokat. Itt
azonban csak azt a csomagot kiildi Ujra az add, amelyre negatijta érkezett,
vagy amelynek lejart a varakozasi ideje és kdzben nem étimzativ nyugta. Ez
a megoldas noveli az adatatviteli teljé@siépességet, azonban a §eddalon egy
(atrendezésre is alkalmas) puffert igényel, hiszen eggshisomag vétele utan
a tovabbi csomagokat mindaddig tarolni kell a $ben, amig az ébbi csomag
az Ujrakuldéssel helyesen meg nem érkezik (bfdsrétegeknek sorrendhelye-
sen kell atadni a csomagokat). A sziikséges puffer méretméisién nagy lehet
miholdas adatéatvitel esetén, ahol a nagy jelterjedésimdatt egyidejlileg sok
csomag van Uton az add és a &b zott.

A Nemzetkozi Szabvanylgyi Szervezet (ISO, Internationaa@ization for
Standardization) az altala kidolgozott OSI hivatkozasdelbmasodik, adatkap-
csolati rétegében (data link layer) az an. HDLC (High-lelaka Link Control,
magas szintli adatkapcsolat-vezérlés) protokollt agaalnely egyfajta szelektiv
ismétlés technika.

2.5. Feladatok

2.1. feladat. LegyenV, ésY, binaris tgy, hogy
PWVan=1)=p ésP(Y\,=1)=aq.

Lassuk be, hogy ha< q < p < 1, akkor

a) az evoldcios egyenlettel adott sorhossz stabil!
b) a varakozasi id stabil!

2.2. feladat. Legyen az 1.39. feladatban= 0.5 ésq = 0.4. Varhatéan mennyit
kell varakoznia egy hallgaténak, amig a professzor beiiggyet?

2.3. feladat. Legyen az 1.39. feladatbgn= 0.5 ésq = 0.4. Tegylk fel, hogy a
professzor szobajaba maximdrhallgato fér be, és a szoba#lnem folytatodhat

a sor, mert a dékan ur egy nemrég kézreadott rendelete stilerinaz egyetem
kéztertiletein jegyre varakozni. Stacionarius eloszléBéfelezve, mi annak a
valészinlisége, hogy az Gjonnan ékeliak nem fér be a professzor szobajaba és

sz

kénytelen ké8bb visszajonni?
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2.4. feladat. Egy adatcsomagot tovabbito csatokaalészfnﬁséggel all rendel-
kezésre, azaz tud atkiildeni csomagot egyédben. Uj csomag valészin(iség-
gel érkezik egy idrésben. irjuk fel a sorhossz atmenetvalésziniiség-xagttia
a pufferben maximum négy csomag fér el!

2.5. feladat. Kézeledvén a tél, az eddszélén laké kismdkus elhatarozza, hogy
hozzafog a diogyljtéshez. Vidaman ugrandozik a diofanégsefcenként, ha
mancsa (gyébe akad egy dié, akkor azt ledobja a fa ala. Envelészinlisége
%. Koézel s tavol egy allatot sem latni, igy hat agy gondolja&rrénajd a nap
végén dsszeszedni a lehajigalt diékat. Igen am, de amintlkasné gy(ijtéshez
lat, kidugja a fold aldl a fejét a falank kishércs6g. Ez a kists6g ezutan is
minden egész percben kidugja a fejét, korllnéz, és ha madéaalatt egy diot,
azt egy perc alatt joizlien belakmarozza, majd ismét k@beéyabb finom falat
utén. Ha nincs dio a fa alatt, akkor a kévetégrercig visszabujik a fold ala. A
kismokus minden perc végén lenéz a fa ala, hogy mennyi ditt gydr dssze,
és elgondolkozik azon az érdekességen, hogy a fa alatb gydk szama vajon
Markov-lancot alkot-e. ird fel a lanc atmenetmatrixat! ISk a lanc? Varhatéan
mennyi diét fog latni a kismokus, amikor lenéz?

2.6. feladat. Varhatéan mennyi ideje van hatra ab#i feladat egy diéjanak le-
esés utan, mig a kishércs6g megeszi, ha feltételezziik, &dgghdrcsdq jartas
a sorbanallas-elméletben és elhatarozza, hogy FIFO renstserint fogyasztja a
diokat, azaz amit a kismokus hamarabb dobott le, annak kitthie hamarabb?

2.7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a geometriai eloszlas 6rokifji, azazabY
valoszinliségi valtozp paraméter(i geometriai eloszlasu, akkor mindgr> 0
egészekre

PYY=i+]j|Y>])=P(Y=i).

2.8. feladat. Bizonyitsuk be, hogy h4Y,} fliggetlen és azonos eloszlasu soro-
zat, {\\} stacionarius Markov-lanc, melyek egymastobgstol is fliggetlenek,
tovabba aX,-t a (2.12) képlet definialja, akkdXn,Vn)} egy kétdimenziés ho-
mogén Markov-lanc!

2.9. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (2.14) képlettel definigh n} akkumulalt
sorhossz régziteittre homogén Markov-lanc!

2.10. feladat. Tekintsiik a csomagkuildés problémajat zajos csatornaalkaisis-
mentes nyugta esetén. Legyen a csomag meghibasodasabskimasége.1.
Ha egy résben valdszinliséggel keletkezik egy csomag, akkor legfeljmlek-

kora lehety ahhoz, hogy az atlagos késleltetés 5 résnél kisebb legyen?
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7

2.11. feladat. Az el6z6 feladatban legfeljebb mekkora leluedrtéke ahhoz, hogy
az 5 résnél nagyobb késleltetés valdszin(i®8gyenal kisebb legyen.

2.12. feladat. Tekintsiik a Stop-and-Wait és a Go-Back-N protokollt, éyédeyg
egy csomag hibas atvitelének valészinlispge 0.01. Milyen id6aranyok @)
esetén stabil a két rendszer?

2.13. feladat. Rendelkezésiinkre all egy adatatviteli csatorna, amelgaekag-
mérete 1200 bit, atviteli sebessége 9600 bps. A jelterjedés2 ms, a feldol-
gozasi idtbl pedig tekintsiink el. Mekkora egy csomag sikeres tovabkbftak
atlagos ideje a Stop-and-Wait, illetve a Go-Back-N protbasetén?



3. fejezet

Folytonos idejd Markov-lancok

D) bben a fejezetben olyafiX(t) : t > 0} sztochasztikus folyamatokat
‘,‘; ?c(@ vizsgalunk, melyek rendelkeznek a Markov-tulajdonsagaedz a fo-

<3 lyamat jo\dje és multja feltételesen fliggetlenek a jelen ismeretében
ugyanakkor az allapotvaltozasok teikges idpontban térténhetnek.
Azon témegkiszolgalasi feladatoknal, ahol az igényekZtkeiddpontjai nemne-
gativ valos értékeket vehetnek fel, ezen modell alkalmrapésitosabb analizist

tesz lehelvé, mint a diszkrét idejii Markov-lancokkal vald kdzedité

El6szor a Poisson-folyamat fogalmat vezetjik be, aniékédbb, a 3.4. sza-
kaszban latjuk be, hogy rendelkezik a Markov-tulajdons&gg

3.1. A Poisson-folyamat

%e: gyakorlatban slr(in talalkozhatunk azzal a jelensédgajy egy bizonyos
ZJ\id6 alatt bekovetkez események szama j6 kdzelitéssel Poisson-eloszlasu.
Az el fontos ilyen iranyu felfedezés a radioaktiv anyagok bemkapcsan szii-
letett. Nevezetesen, ha Geiger—Miiller-szamlaloval rkéegy idd alatt elbomlott
atomok szamat, akkor az Poisson-eloszlasu, ahol az etgsatamétere aranyos
az atomok szamaval és a valasztofttattammal. A jelenség mogétt az all, hogy
,S0K", ,Kis” varhat6 érték, fiiggetlen, binaris valésafaegi valtozé 6sszegének
hatareloszlasa Poisson, vagyis a binomialis eloszlaséraike bizonyos feltéte-
lek esetén Poisson-eloszlas (lasd a 3.1. tételt). Tomsggdlasi problémakban
a bizonyos i@ alatt keletkezett igények szama ugyanilyen okok miagtidiitan
Poisson-eloszlasu. Indokolt tehat, hogy bevezessiinkzégaljunk ilyen tulaj-
donsagu folyamatokat.
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FX(t)
3t o—
2+ o— o
1+ o———0
T T2 T3

3.1. abra. Pontfolyamat

3.1. definicié. Tekintsiink egy, a valés szamegyenesen elhelydrked
{TH e (- Tiea <Ti<Tig1...)
véletlen pontsorozatoBontfolyamatak nevezziik az ebbaz
Xt)=#{i:0<Ti <t} (t>0)

Osszefliggéssel kapott folytonos idejli sztochasztikyaifeatot, ahol & operator
az utana allo halmaz elemeinek szamat adja meg,»@#az[0,t) intervallumba
e pontok szama.

Mivel X(t) értéke nem fligg & pontok indexelését, csak azok helyét, és sza-
munkra csak a nemnegativ félegyenesei lgontok az érdekesek, a tovabbiak-
ban az egyszeriiség kedvéért a legkisebb ilyen pontotkagjd indexszel ellatni.
Egy pontfolyamat realizacioi olyan monoton riwalrdl folytonos, lépdsalaku
fuggvények, melyeknek ugrasai éppef @aontokban vannak (3.1. 4bra).

3.2. definicid. Legyen) > 0 régzitett szam. A intenzitdst homogén Poisson-
folyamatnak neveziink egy pontfolyamatot, haxdt) eloszlasazt paraméter(
Poisson-eloszlas, tovabba a folyamat fliggetlen és statiemndvekményli, azaz
teljesiti a kbvetked harom feltételt:

1. X(0)=0, P(X(t) = k) = &e M (t>0kes);

2. mindem>2egészre é8<t; < ... <ty-re azX(t1) — X(0), X(t2) — X(t1), ...,
X(tn) — X(th—1) valdészinliségi véaltozok teljesen fliggetlenek (fliggetiévek-
ményliség);
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3. minders,t > 0-ra azX(t) — X(0) és azX(t +s) — X(s) valdszinliségi valtozok
eloszlasa megegyezik (stacionarius névekmény(iség).

Ha azX = {X :t € T} sztochasztikus folyamatra mindea T esetén teljesl,
hogy E(X:?) < =, akkor X-et masodrend(i folyamaak nevezziik. Masodrenddi
folyamatnal azm: T — R; m(t) = E(X;) 0sszefuggéssel definiat fliggvényt
a folyamatvarhatoérték-fuiggvémynek, az RT x T — R; R(s,t) = cov(Xs, %)
képlettel értelmezett kétvaltozos figgvényt peklyarianciafiiggvergnek hiv-
juk. (Ez utébbit egy specialis esetben mar az 1.18. definétismerjik.)

A Poisson-eloszlas tulajdonsagaibdl kbvetkezik, hogyiagéo-folyamat ma-
sodrend(, hiszen

E (X(t)2> = (A)2+ AL < o,
tovabba varhatéérték-fliggvénye

m(t) = E(X(t)) =At (t>0).

3.1.1. A binomidlis és Poisson-eloszlas kapcsolata

Legyenn darab igényforrasunk, melyek egymastdl fliggetlenil kiddeigénye-
ket egy kiszolgalohoz. Ha egydegység alatt egy igényforrisvalészinliséggel
kild igényt, akkor a kiszolgal6 rendszerbe egysdakasz alatt beérk@mények
szaman-edrendi p paraméter{i binomialis eloszlasu valészinliségi valtdygén
beérkezést tételeztiink fel a 2.2. szakaszban a csomaghoatoeok vizsgalatanal
is. Han nagy égkicsi, akkor az igények szamat jol jellemezhetiijkparaméteri
Poisson-eloszlasu valoszinliségi valtozoval. Ezen kézsadlapja a kbvetkézé-
tel:

3.1. tétel. Legyen a{pn},_; (0< pn < 1) szamsorozat olyan, hogy
limnp,=A>0.
n—oo

Ekkor azn-edrend(ip, paraméter(i binomialis eloszlésadik tagjan — o esetén
tart a\ paraméterii Poisson-eloszkaadik tagjahoz, azaz

A LA W S
rl]m (k> pn(l—pn) = €

BIZONYITAS:

. n kiq -k _ iy - =
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1 . nin-1)---(n—k+1) K
K rll—r{c!o nn - n (nPn)
1 npn\n
N k<1__91> _
(1—pn) n
1 k —A
= E]_}\ -1.eh,
ahol felhasznaltuk azt a tényt, mely szerint ha
lim X, = X,
n—o0

akkor N
fm (147) =

Legyen kiszolgal6é egységink egy telefonkdzpont, amelybel@izeHktol
futnak be hivasigények. Az @bbi tételre tAmaszkodva megindokoljuk, miért
tekintheth a Poisson-folyamat a hivasokdpbntjai altal generalt pontfolyamat
jo kozelitésének. Az egyesddizebk egymastdl fliggetlendl, egy rovidddza-
kasz alatt kicsi valészinliséggel kezdeményeznek hitelsht a befutd hivasok
szama binomialis eloszlasu valoszinliségi valtozo, mékyeelithetiink Poisson-
eloszlassal. Az egy tintervallumban beérkézivasok szamanak varhaté értéke
aranyosnak tekinthétaz intervallum hosszaval (Haaz idbegység alatt bejdv
hivasok szamanak varhato értéke, akkor eggpsszu idszeletre ez az adat).
Egymas utani idintervallumokban érkézhivasok szamai jo kdzelitéssel fligget-
lenek egymastol, és ezzel el is jutottunk a kivant kovettézsig. Gyakorlati meg-
figyelések alapjan ez a kozelités elég pontos.

3.1.2. Poisson-folyamat generalasa

Ebben a szakaszban azt fogjuk megvizsgalni, hogyan hazh#étre olyan vé-
letlen pontsorozatot, amely altal meghatarozott pon#fimisit Poisson-folyamat.
Ezzel egyrészt a Poisson-folyamat egy Ujabb fontos tutejdgéat ismerjik meg,
masrészt hatékony eszkdzhdz jutunk a folyamat realizdaidjpéldaul szimula-
ciés célokra tortéd) elballitdsara. Vizsgalatunkban kdzponti szerepet jatszik a
exponencialis eloszlas.

3.2. tétel (Az exponencidlis eloszlas 6rokifja tulajdonsga). Ha azY valoszi-
niiségi valtozd paraméterii exponencialis eloszlasu, akkor

P(Y<t+s|Y>t)=P(Y<s) (st>0). (3.1)

Megforditva, ha egy nemnegativ értékii, abszolut folysavaldszinlis€gi valtozo
eleget tesz a (3.1) kifejezésnek, akkor az eloszlasa expi#iis.
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BizONYiTAs: Legyen ebszorY A paraméter(i exponencialis eloszlasu valészi-
nliségi valtoz6. Ekkor

PY<t+s|Y>t) = 1-PY>t+s|Y>t)=
_ , Plr>t+sy>t)
P(Y >t)

PY>t+s)

P(YY >t)

ef)\(t+s)

= 1——E3r-:1—e4sz

= 1-P(Y>s)=P(Y<5s).

Most tegyik fel, hogyy eloszlasa kielégiti a (3.1) kifejezést. Mivel BZt) =
P(Y <t) eloszlasfiiggvény monoton ndyvazért aG(t) = P(Y >t) = 1 —F(t)
fllggvény monoton csokkénés (3.1) alapjan

G(t+s)

STy

=1- G(S)a
azaz
G(t+5) = G(t) - G(9). (3.2)

Megmutathatd, hogy a monoton csokkeds folytonos fiiggvények kozétt (3.2)
egyetlen megoldasa
G(t) =e™,

aholA = —InG(1), és igyF(t) = 1—e ™, ami éppen az exponencidlis eloszlas
eloszlasfliggvénye. [ |

Az Orokifju tulajdonsagot néha ugy is megfogalmazzak, haggxponencia-
lis eloszlas memériamentes vagy Markov-tulajdonsagu. Mlaszor bevezetett
szbhasznalatot fogjuk kdvetni.

A 3.2. tétel illusztralasara tekintsiink egy kiszolgaldhedyben egy igény
kiszolgalasiideja paraméteri exponencialis eloszlasu valoszinliségia@liAz
orokifjasag azt jelenti, hogy ha a kiszolgalas elkezdéls@#trt ido eltelt és az
igény feldolgozasa még nem fefedtt be, akkor a hatralévidd eloszlasa (az
eltelt idétol figgetlenlA paraméter(i exponencialis.

3.3. tétel. Legyen{Y};-, egymastdl teljesen fiiggetleh,paraméterii exponen-
cialis eloszlasu valoszinliségi valtozok sorozata, €& p véletlen pontsorozatot
definialja a

k
=YY (k=12..)
2
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0sszeflggés. Ekkor a gener@k(t) : t > O} pontfolyamal\ intenzitast Poisson-
folyamat.

BizoNYiTAS: EIl&szor belatjuk, hogyk k-adrendli gamma-eloszlasu (més néven
k-adrend(i Erlang-eloszlasu) valoszinliségi valtozé yme& stiriségfiiggvénye

(t>0).

Ezt teljes indukcioval tehetjiik meg.

1. k=1 esetéril; A paraméter(i exponencidlis eloszlasu valoszinlségiad@lt
melynek siriségfliggvényie(t) = Ae™ (t > 0), ami megegyezik az dis
rendll gamma-eloszlas slrliségfliggvényével.

2. Tegyuk fel, hogyk > 2 ési < k-ra teljesil az allitas. AX; valoszinlségi
véltozc’)k nggetIensége miéﬁt s(jr(]séngggvényét 1 ésYk Sl'jrl’jségﬂjggvé—

s sz

flggvénye éppeffu(t), azaz

) = fea(t)s faft) = /_m fiea(9) f(t—s) ds— (3.3)
- /)\((2 )2) e he M9 ds =
= (kiZ)! (/Sk st)
_ %%GMZA((&:; e (t>0),

ahol a (3.3) Iépésben felhasznaltuk az indukcios feltételt

Ezutan irjuk fel azt az eseményt, hogyOat) intervallumbark pont helyez-
kedik el:

{X(t) =k} = {Te <t} N {Tip <t}°

ahol A® az A esemény ellentettjét (komplementerét) jeloli. Mive{ .1 <t}
esemény bekdvetkezése maga utan vmja< t} bekovetkezését, ezért

t t
PX®)=k) = P(Tq<t)=P(Tess <t) = /0 fil(s) ds— /0 fisa(s)ds—

VA0 N O Y- LU
— /0<)\Ek—)l)!eA —)\%ek>ds:
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t1 1
= /5 Xfli+1(5) ds= 3 fia(t) =
_ ()\t)ke—m

k! ’

ami éppen a Poisson-folyamatot definialddkltétel. A fliggetlen és stacionarius
névekményliség kovetkezik &zk fliggetlenségéll, azonos eloszlasabdl és az
exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsagabdl, engekolasatol eltekintlink.
|

Tehat exponencidlis valészinliségi valtozék segitsédeivet Poisson-folya-
matot generalni, exponencialis eloszlasu valdsziniiedtgizot pedig konny( éF
allitani egyenletes eloszlasubol (lasd a 3.4. feladatot).

lgaz a tétel megforditasa is, azaz belathat6, Rogyenzitasu homogén Pois-
son-folyamat esetén a pontok tavolsagai fliggetleparaméterii exponencialis
eloszlasu valoszinliségi valtozok (lasd a 3.5. feladatebyd! kovetkezik, hogy
ez a tulajdonsag egyértelmien jellemzi a Poisson-folyanés annak lehetséges
ekvivalens definicidjaként szolgalhat.

3.2. Laplace-transzformalt

s | aplace-transzformalt hasonldéan hasznos eszkdz a fagtiejl fliggve-
Z¥nyek vildgdban, mint ahogy a generatorfliggvény a diszkigjtiiesetben.
Egya(t) fuggvény Laplace-transzformaltja

A(s) = [ Z a(t)e S,

amennyiben az integral létezik. Ha a figgvényiink értékeattegzamokon 0
(a(t) =0, hat < 0), akkor ,egyoldali” Laplace-transzformaltrdl beszétiin

Als) = /o " at)e .

Egy f (t) slriségfuggvényi eloszlasnak a Laplace-transzftjanal a generator-
fuggvénynél latotthoz hasonléan — egy varhaté érték,

F(s) = /: e (t)dt = E(e ),

ha azX val6szinliségi valtoz6 eloszlasanak sirliségfiggvéftye Megjegyez-
zUk, hogy egy eloszlas Laplace-transzformaltja 0ssz&fsiggn all az eloszlas un.
momentumgenerald figgvényével, amelynek a definiéd").
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Tekintsiik at a Laplace-transzformalt néhany fontos tolagdigat. A definicio
alapjan vildgos, hogg(t —to) transzformaltja

/oo B Stdt / s(t— to) STOdt — _tOSA(S).

Szintén a definiciobol kovetkezik, hogy tefitegesa konstansraxa(t) Laplace-
transzformaltjaxA(s).

Most tegyuk fel, hogy két fliggvénylink vaa(t) ésb(t), Laplace-transzfor-
maltjaikat jeloljeA(s) illetve B(s). Megint csak vilagos, hogs(t) 4+ b(t) Laplace-
transzforméltjaA( S) + (s)

sz

o(t) = /:, a(t — u)b(u) du

fuggvényt értjik. Emlékezzilink vissza, hogy — hasonlbarsakilét esethez —
két folytonos valdszinliségi valtozd 6sszegének eloaizikét eloszlas konvola-
cidjaként kaphatjuk meg. Nézziik meg, hogy miként kaphatjegc(t) Laplace-
transzformaltjat.

c) = [ oesid= (3.)

= // a(t — u)b(u) due Stdt =
= / / a(t —u)e~St"Yp(u)e~SUdt du

_ /ia(v)es dv/ b(u)e*Vdu =
)-

= A(t)B(t (3.5)

Tehét —a generétornggvénynéI Iétottakhoz hasonléan —F&Ihaa' nggvények

Ve

szer(l szorzassal adodik.

Megmutathatd, hogy ha az eredeti fliggvérnya0 értékekre azonosan nulla,
akkor derivalasa esetén a Laplace-transzformalt egyemerSel szorzédik, azaz
d"iT(t) transzformaltja

Ooo d%me‘Stm = [at)e™], —/Oooa(t)(—s)e‘Stdt =

= —a0)+s [ "a(t)e St =
= sA(s)—a(0). (3.6)
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Példaként szamoljuk ki az exponencilis elosAl&3 = Ae ™ siirliségfiigg-
vényének Laplace-transzformaltjat.

F(s) = / f(t)e Stdt — / e MeStdt —
0 0

_ /w)\e*(sﬂ)tdt _ [)\ —1 e(S+)\)t:| _
0 S+ A 0

A
= —. 3.7
S+A 3.7)
A Laplace-transzformalt segitségével egy masik bizosyissgadhatunk a 3.3.
tétel azon allitasara, hogly k-adrendli gamma-eloszlasu. kfadrend(l gamma-
eloszlas sirliségfiiggvényének Laplace-transzforanalt]
)\k

(s+A)k

(lasd a 3.6. feladatot), ami épp&rdarab exponencidlis eloszlas transzformalt-
janak a szorzata, hiszen az exponencialis eloszlas Laplatszformaltja (3.7)

szerint
A

S+A’
Ugyanakkor, ha vesszik darab fliggetlen exponencidlis eloszlasu val6szinU-
ségi valtozd 6sszegét, akkor az 6sszeg eloszlasanak kaptatszformaltja is
az exponencidlis eloszlas Laplace-transzformaltjankiadik hatvanya, hiszen
flggetlen valészinlségi valtozok dsszeadasakor a Leqtaoszformaltak 6sz-
szeszorzédnak. Azd&adarab fliggetlen exponencialis eloszlasu valoszinligggi v
tozé 6sszege gamma-eloszlasu.

3.2.1. A Poisson-folyamat tovabbi tulajdonsagai

Ebben a szakaszban bevezetlink egy Uj jel6lést, amely habkzsmwa késbbiek-
ben is és ennek segitségével Ujabb alternativ definicidikeal & oisson-folyamat-
ra.

3.3. definicid. Legyenf (t) ésg(t) két, a0 valamely jobb oldali kérnyezetében
értelmezett valés fliggvény, melyeknek-dan létezik a jobb oldali hatarértéke.
Azt mondjuk, hogyt — 0+ esetérf (t) = o(g(t)) (olvasd:f(t) egyenb kis ordo

g(t)), ha
f(t)

t—0+ g(t)
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Példaul haf (t) =o(g(t)) és lim g(t) =0, akkor lim f(t) =0 és azt mondhatjuk,
t—0+ t—0+

hogy f(t) gyorsabban tart 0-hoz, mig(t). Szdmunkra azok az esetek lesznek
fontosak, amikorg(t) hatvanyfiggvényt(vagyt?). A 3.7. feladatban ezekkel
kapcsolatban mondunk ki néhany egyszer( allitast.

A tovabbiakban ott, ahol ez célszerlinek latszik, bizorjiggvényeket he-
lyettesiteni fogunk naluk lassabban 0-hoz tart6 fuggvkkeeés helyikre egy-
szer(ien a megfelélo(-) fliggvényt irjuk, példaul® helyetto(t)-vel szamolunk.

A 3.7. feladat alapjan a kovetk@&zszamoléasi szabalyokat” alkalmazhatjuk:

o(t)yxo(t) = oft),

co(t) = oft),

o(ct) = o(t) (c#0),
oft)-oft) = oft),

o(t?) = oft),

t-o(t) = oft).

A fentiek szemléltetésére szolgal a kovetkéantos példa:

3.1. példa. Megmutatjuk, hogye* = 1+ x+o(x). Irjuk fel a fiiggvényt az el
rend( Taylor-polinommal és a Lagrange-féle maradéktagga

)

e52 X2 =14+ x+r1(x),

€ =1+x+
ahol0 < &(x) < x. Ebbol

r el e
0< lim X _ lim X< lim —x=0,
x=0+ X x—0+ 2 X—0+

azaz1(x) = o(x).

3.4. tétel. Legyen{X(t) :t > O} A intenzitasu Poisson-folyamat. Ekkor
1. P(X(t) =0) =1—At+o(t),

2. P(X(t) =1) = At +o(t) (sdrlségi feltétel);

3. P(X(t) > 2) =o(t) (ritkasagi feltétel).

BizoNYiTAS: A 3.8. feladat allitasat felhasznalva

P(X(t) =0) =e ™M =1-A+40(At) =1—At+o0(t),
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és hasonldan
P(X(t) =1) = Ate™ = At(1— Mt +o0(t)) = Mt —A%2 4+ Mto(t) = Mt 4 o(t),
valamint
PX(t)>2) = 1-[P(X(t)=0)+P(X(t)=1)=
= 1-1+At—o0(t)—At—o(t)=o0(t). -

Szavakban megfogalmazva a fenti tétel azt jelenti, hogsi kicnak a valoszi-
nlisége, hogy egy rovid @ntervallumba legalabb két pont esik (az intervallum
hosszaval osztva 0-hoz tart), mig annak a val6szinliségg,gontosan egy pont
esik ide, korulbelll az intervallum hosszanakzorosa.

A tétel megforditasaval kapjuk a Poisson-folyamatnak &azabevezéjé-
ben emlitett Gjabb ekvivalens definici6jat:

o

3.5. tétel. Ha az{X(t) : t > O} pontfolyamatra teljesil a s(irliségi és ritkasagi
feltétel, valamint fliggetlen és stacionarius névekméakéor homogén Poisson-
folyamat.

BizoNYiTAs: A Poisson-folyamatot definialé harom tulajdonsag kozitttkéa
flggetlen és stacionarius névekményliség) itt is fekétdl szerepel, tehéat ele-
gend) az egydimenzios eloszlasokra vonatkozo képletet igan&lnBevezetve a
R(t) = P(X(t) = k) jeloléstk > 1 ést,A > 0 esetén a kdvetkér irhatjuk:

R(t+4) = PX(t+4)=k)= Z}P (t+48) =k X(t) =k—n) =
= iP(X(t+A)—X(t):n,X(t):k—n):
= iP(X(H—A)—X(t):n)P(X(t):k—n): (3.8)

= ;P(X(A) =n)Rcn(t) = (3.9)

K
= ;Pn(A)Pk—n(t) =

= Po(8)P(t) +Pu(&)Rc-a(t) +0(8), (3.10)

ahol (3.8) a fliggetlen névekmény(liségk(3.9) a stacionarius névekménylség-
bdl, (3.10) pedig a ritkasagi feltétdibkovetkezik. Ismét a slirliségi és ritkasagi
feltételeket alkalmazva kapjuk, hogy

PL(A) = AA+0(A)



98 3. FoLYTONOS IDEJ) MARKOV-LANCOK
és

Po(A) =1—Pi(A)—0(A) =1—ANA+0(A).
Ezeket a (3.10) képletbe helyettesitve:

Rt+4) = (1-M+0(8))R(t) + (AA+0(A))Rc-1(t) +0(A) =
= (1= AA)R(t) + AR 1(t) +0(A).

A bal oldalon killénbségi hanyadost képezve

Pe(t+4) —R(t)
A

= AR+ AR () + 28

amelytdl elvégezve a\ — O+ hataratmenetet a kdvetk@differencialegyenlet-
rendszerhez jutunk:

Pe(t) = =AP(t) + AR 1(t)  (k>1). (3.11)

(A (3.11) kifejezést csak a jobb oldali derivaltra vezetigikHasonl6an belathatd
az is, hogy a bal oldali derivalt is kielégiti ezt az egyesilgtk = O-ra szintén a
fenti médszerrel szarmaztathato a

Po(t) = —APo(t) (3.12)

differencidlegyenlet. Kezdeti feltételeink®(0) = 1, B(0) =0 (k> 1). A
differencialegyenlet-rendszer megoldasara két modezbamutatunk:

(i) A (3.12) egyenlet kezdeti feltételiinknek elegetitenegoldasdy(t) = e M.

k > 0 esetén vezessiik beQa(t) = R (t)eM fliggvényeket, ezekkel (3.11) alapjan
a

Q) =AQe-a(t) (k=1 (3.13)

rendszerhez jutunk, ah@p(t) = 1 ésQx(0) =0 (k > 1). A (3.13) egyenletet
rekurzivan oldhatjuk meg:

Qi(t) = A, azaz Qi(t)=M+ci, aholc; =0;
2
Q,(t) =A%, azaz Q(t)= % +¢p, aholc, =0;

Q(t) = %, azaz Qs(t) = % +c3, aholcz=0;

(1) = %, azaz (t) = (Ak—t,)k +c, aholcy=0;
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A definici6 alapjan

e (*

At) = Que™ = Bl e,

és ezt kellett belatnunk.
(ii) Differencialegyenletet konnyen megoldhatunk a Laplaaeszformalt segit-
ségével. Hszor oldjuk meg & = O esetet, vagyis a (3.12) egyenletet. Jeldl-
je Po(s) aPo(t) Laplace-transzformaltjat. Ekkor a transzformalt (3.6pjuon-
saga szerinP(t) transzformaltjasPy(s) — Py(0), ahol a kezdeti feltételek szerint
Po(0) = 1. Tehat a (3.12) egyenlet transzformaltja

SPo(s) — 1= —APy(9),

amit atrendezve

adédik. Ebifl pedig (3.7) alapjan
Po(t) =e™™.

Most nézzik & > 1 esetet. LegyeR(zt) az X(t) eloszlasanak generétor-
flggvénye és tekintsik a (3.11) egyenlet mindkét oldaléngkneratorfliiggve-
nyét. Ekkor a

0P(zt)
ot

—Pj(t) = —A (P(z,t) — Po(t)) + AzP(z,t)

differencialegyenlethez jutunk. A (3.12) egyenlet szeRf(t) = —APy(t), igy
ezek a tagok kiejtik egymast a két oldalrol és marad

0P(z 1)
ot

= —AP(zt) +AzP(z 1),

amit a Laplace-transzformalt segitségével konnyen mégalehk. Legyerﬁ(z, S)
aP(zt) fuggvény Laplace-transzformaltja. Ekkor a transzfron(@ué) tulajdon-
saga alapjan az

sP(z,9) — P(z,0) = —AP(z,5) + A\zP(z,9)

egyenletet kapjuk. Innen
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ahol P(z,0) értékét a generéatorfiggvény definicidja alapjan kaphatjel, ki-
hasznalva a kezdeti feltételeket, azaz hBgy) = 1 ésh(0) =0 (k> 1).

PZ,0)= 3 A(0)X = 2R(0)+ T R(OZ =1
k=0 k=1

igy tehat

amirdl (3.7) alapjan lathatjuk, hogy a
P(zt) =MD

flggvény Laplace-transzformaltj®(zt) pedig éppen at paraméter( Poisson-
eloszlas generatorfiggvénye (lasd a (2.20) levezetggt), i

A,
F’k(t)Z%eA- .

3.2.2. Az inhomogén Poisson-folyamat

A gyakorlatban gyakran éfordul, hogy a kiszolgal6 egységhez ériegények
altal alkotott pontfolyamat nem stacionarius névekméméidaul egy telefonkoz-
pontba nappal nagyobb intenzitassal érkeznek a hivasokgéiszaka. Ezért néha
szllkséges az alabbiakban definialt inhomogén Poissoaftyalkalmazésa.

LegyenA(t) (t > 0) nemnegativ integralhaté fuggvény és a folyamat egydi-
menzids eloszlasait adjuk meg a

t k
(JoA(s)ds) o JSA(9)ds
k!
képlettel. A fentieket teljeddt fliggetlen ndvekményli pontfolyamatot nevezziik

inhomogén Poisson-folyamatnak. Ezt a modellt a tovabliakizm fogjuk hasz-
nalni.

P(X(t) = k) =

3.3. Véletlen hozzaférés visszacsatolassal

s&bben az szakaszban egy, az eddigibgkté’ tdmegkiszolgalasi feladatot mu-
“tatunk be, a toébbfelhasznalds hirkdzlés egyik legizgadinlagproblémajat.

Azt fogjuk megvizsgalni, hogy milyen médon névelbetgy tébb felhasznal6 al-
tal kozosen hasznalt adatatviteli csatorna ateb&spessége. llyen szituacioval
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talalkozhatunk, ha tobb igényforras kommunikal egy kigatdval (k6zponttal)
egy kozos aiforrason keresztil, példaul amikor terminalok a szemémtocsa-

gabdl a kommunikaciobdl adédnak, mivel a csatornat egyszsiak egy igény-
forrds hasznalhatja. &6leg megismert modelljeinkt eltéBen a kiszolgaldban
nem képbdik sor, az egyes igényforrasok egymassal egyuttmikpddiealjak

meg adatcsomagjaikat a kbézponthoz eljuttatni.

A tdbbfelhasznalds hirkdzlés legegyszerlibb, de még glatkezempontbol
is fontos csatornamodellje a réselt Utk6zéses csatorsaadsatolassal. Ekkor
az idd egyforma szakaszokra van osztva, egy ilyen szakasztkésvezink. A
tovabbiakban ez lesz azdgység és feltessziik, hogy a felhasznaldk altal kiildott
csomagok tovabbitasi ideje éppen egy rés, tovabba a cséralgidése csak rés
elején kezddhet. Ha egy résben pontosan egy felhasznalé kiild csorraddair
a csatorna kimenete ez a csomag. Ha senki sem kuld csomkkot,cacsatorna
kimenete egy Ures szimbd6lum, mig ha legaldbb két felhagznfil csomagot
egy résben, akkor a csomagok Utkdznek, tartalmuk elvészsstarna kimenetén
egy Utkdzés szimbolum jelenik meg. A csatorna kimenetészokjalo latja, aki
minden rés végén a visszacsatolason keresztiil tajélamipényforrasokat az
adott résben tortént atvitel eredmérijlér

Ha N felhasznalé akar hasznalni egy ilyen csatornat, akkor bl@nwa egy
megoldasa lehet azdsztas, amikor egy felhasznalé minderedik rést kapja
meg kizarolagos hasznélatra. Nyilvanvald, hogy ez azadjakkor hatékony, ha
mindig mindenki aktiv, azaz van elkildehdizenete. H&l nagy és mindenki csak
részlegesen aktiv, akkor ez az eljaras nem fogja jol kikieza kdz0s csatornat
és indokolatlanul nagy késleltetést eredmeényez.

A véletlen hozzaférés alapétlete az, hogy ne féljink adespet litkzEést,
a konfliktustél. Norm Abramsontdl ered ez az 6tlet, aki a Hagyetemen az
Oceankutatd hajok kozotti radibkommunikaciora javasaltba protokollt, hogy
amennyiben egy ad6 csomagja (itkozoétt, akkor az ismételjpanadast egy vé-
letlen késleltetési id eltelte utan. A helyi bennsziilétt koszontés alagi®HA-
nak nevezték el ezt a protokollt. Egy sereg publikacié detlarrél, hogy ha az
Uj csomagok < e ! = 0.36... intenzitasu Poisson-folyamatot alkotnak, akkor a
rendszer feloldasra varé felhasznaléinak a szama egy Matkov-lanc. Sajnos
ezek a cikkek egyl egyig hibasak, mivel az ismétlések egy olyan pozitiv visz
szacsatolast jelentenek, amely tétsgesen kis intenzitas esetén egy nem stabil
Markov-lancot eredményez. A dolgot a késleltetés eloanak valtoztatasaval
lehet kijavitani. A Xerox cég Ethernet szabvanya szerinh-&zik ismétlés a
[0,c2"] intervallumon egyenletes eloszlasu. Az Ethernet az ALOMA&tekom-
binalja azzal, hogy a kabelen Utkdzést ébvis tudunk detektalni, vagyis egy
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3.2. abra. A konfliktusfeloldé algoritmus menete

csomag adasat csak akkor inditjuk, ha nincyigs ha adas kdzben itkozést
észlellink, akkor abbahagyjuk az adast.

Térjunk vissza a réselt (itkbzéses csatorna problémajé@zhek hatékony
algoritmusok ilyen konfliktusok feloldasara akkor, ha (h@settinkben) van visz-
szacsatolas. Konfliktusfelold6 algoritmuson (collisi@solution algorithm, CRA)
egy olyan protokollt értlink, amely biztositja az egyméasgkbzott csomagok
mindegyikének a csatornarbbb-utébb tortéd atjutasat, és leh@té teszi, hogy
minden igényforras értesiljon a konfliktus feloldadsaréimig az eredeti konf-
liktusban szerepelt csomagok atvitele be nem fajézt, addig Uj csomagot senki
sem kildhet el, ezért az itkdzésben nem érintett felhasiamal is figyelnitk kell
a visszacsatolast.

Egy ilyen konfliktusfeloldd algoritmus a faalgoritmus, &laovisszacsatolas
harom értékd:

e Ures rés (senki sem kildott csomagot);
e siker (pontosan egy felhasznalo kuldott csomagot);

e Utkdzés (legaldbb ketten kildtek csomagot).

Az algoritmus szerint minden aktiv felhasznah darab) elkildi csomagjat az
elsd résben. HaN = 0, akkor a kimenet és a visszacsatolas lires és az algoritmus
leall. HaN = 1, akkor kimenet egy csomag, a visszacsatolas siker ésaitalgs
szintén leall. HaN > 2, akkor a kimenet és a visszacsatolas litk6zés, és mindegyik
konfliktusban 169 felhasznéld 12-1/2 valészinliséggel kisorsol O-t illetve 1-et.
Mindazok, akik O-t sorsoltak, elkildik csomagjaikat a redtked (2.) résben,

mig azok, akik 1-et sorsoltak, a 2. résben Kefdkonfliktusfeloldé algoritmus
befejeBdése utani efsrésben kiildik el csomagjukat Ujra. Az ezek utan bekovet-
kez) Utkdzések feloldaséra rekurzivan ugyanezt a médszethadizzuk.

3.2. példa. A faalgoritmus miikédésének szemléltetésére tegyliik bglyN = 4
és jeldljiik a konfliktusban lé&vcsomagokah-val, B-vel, C-vel ésD-vel. A 3.2.
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rés| szamlalé
1 2
2 3
3 2
4 1
5 2
6 1
7 2
8 3
9 2
10 1
11 0

3.3. dbra. A konfliktusfeloldé algoritmus altal bejart hiis&a

abra mutatja a csatornan az egymas utani résekben megjsemagokat €s a
rések végén sorsolt értékeket.

Vegylik észre, hogy a 10-es résben nem ér véget az eredetkkamfelol-
dasa, hiszen nem tudhatjuk, hogy nincs olyan felhasznki@zal-es rés végén
1-et, az 5-0s rés végén 1-et és a 7-es rés végén is 1-et serscfiak a 11-es rés
utan derdil ki.

Az eljaras megfogalmazhat6 Ugy is, hogy az Gitkégomagok a sorsolasokkal
egy binaris fat jarnak be, ahol az élekre irt O illetve 1 jélen sorsolas eredmé-
nyét és a csucspontok felelnek meg az egyes réseknek. A keigyéaz eredeti
konfliktus, bel$ pontjai a kéébbi konfliktusok, levelei pedig az ures illetve si-
ker szimbolumoknak megfel@lrések. Egy konfliktus (akar az eredeti, akar ké-
sObbi) akkor oldddik fel, ha gydkere lesz egy olyan binarisaid amelyben min-
den bel$ csucsnak (a gyOkeret is beleértve) két fia van. Ekkor idljegyanis,
hogy mind a 0-t, mind az 1-et sorsolt felhasznalok sikereskindték csomag-
jaikat. Mivel barmely binaris faban pontosan eggyel tobkélevan, mint belé
pont (lasd a 3.9. feladatot), azért egy konfliktus feloldasaden felhasznalo de-
tektalni tudja a visszacsatolas alapjan a kovdikegyszer(i médon: ltk6zéskor
beallit egy szamlalét keite, melyet ndvel minden tovabbi Gitkdzéskor és csokkent
Ures illetve sikeres rés esetén; amikor a szamlalo elétj akkor a konfliktus fel-
oldodott.

3.3. példa. A 3.2. példaban a binaris fa a 3.3. abran lathato.

LegyenX a konfliktusban 1é§ felhasznalék szama &sa konfliktusfeloldas
ideje. A sorsolads miattY még akkor is véletlen, hX ismert. JeldljeLy azY
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feltételes varhato értékét Xz= N feltétel mellett, azaz
Ly =E(Y | X=N).

Nyilvan

Lo=1
és

Ly =1

HaN > 2 és az 1-es rés utarfelhasznélé sorsol 0-t €N — i) sorsol 1-ef(i =
0,1,...,N), akkor a feloldasi id varhato értéke

14+ Li+Ln-i,
és ennek a sorsolasnak a valészinlisége

()

tehat a teljes varhato érték tétele alapjan

Ln = 1+ii (T) 2NLi+Lln i) =

= 1+ % ('T') 27NL+ % ('T') 2 NLnoi =
- i) )
= 1+2i;) (':') 2N,

kovetkezésképp

Ln(1—2 Nty =14 27N+ NZ: ('TI) Li. (3.14)

Ez a rekurzié lehévé teszi, hogy -t tetsDdlegesN-re kiszamoljuk. Sajnoky
pontos aszimptotikus viselkedése nem ismert, de tudjuddoél hogy

2.8810< liminf tn < IimsupL—N < 2.8867. (3.15)
N—o N N

N—o00

Mi itt most egy kicsit kevesebbet mutatunk meg:
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3.6. tétel. N > 1 esetén
Ly <3N -—-1.

BizoNYiTAs: Teljes indukciéval bizonyitunk. Tudjuk, hody = 1,
L,=1<3-1-1=2,

és a (3.14) osszefliggésb
L,=5<3-2-1=5,

azazN = 1-re ésN = 2-re teljesil az allitas. Tegyuk fel, hogy minder<i <
N — 1 esetén
Li<3i—1.

Ekkor a (3.14) 6sszefiiggésitkovetkezik, hogy
N-1 N
Lny(1—27 N+ = 1427 N+2 1+N+22<.)Li <
& i
N-1 N
1427N+1 1+N+;(.)(3i—1) =
&\

_ 1+2—N+1<1+N—(—1)—2N—(3N—1)+_ ('?)(3i—1)>:

IN

z

= 1+27 M H—4N+3) + Z_i ('T') 27N@Ei-1) =

= 1+27M(—4N+3)+2(3N/2-1) =
= 3N-1-2N14aN-3) <
< (BN-1)(1-27M,
ezeért
Ly <3N-1 -

Két példat mutatunk arra, hogy a fent leirt faalgoritmusgiyem lehet véletlen
hozzéaférésre hasznalni.

3.3.1. Capetanakis-algoritmus

A rendszer dresen indul és atdvéletlen hosszlsagu ugynevezett konfliktus-
feloldo intervallumokra (collision-resolution interyaCRI) osztjuk a kdvetkez
maodon: az el§ CRI hossza az disrésben érkezett csomagok konfliktusfeloldasi
ideje, azn-edik CRI hossza pedig aan — 1)-edik CRI-ben érkezett csomagok
feloldasi ideje.
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3.7. tétel. Tegyiik fel, hogy a csomagak intenzitast{Z(t) : t > 0} Poisson-

folyamat szerint érkeznek. Ha

1
A< =
<3,

akkor a CRI-k végen konfliktusfeloldasra varo csomagok saeak sorozata sta-
bil Markov-lanc.

BizoNYiTASs: JeldljeX, illetve Y, azn-edik CRI végén feloldasra varé csomagok
szamét illetve an-edik CRI hosszat. Egyszeriien belathatd, hfxy} Markov-
lanc, tovabba az is, hogy irreducibilis és aperiodikus agigyabilitdshoz a Foster-
kritérium (1.12. tétel) feltételeit kell ellémizni. Altalaban

 E(Xnsilix,=i
EXni1 | Xn=1) = —(P(;i {:XHI) }) =
E (3 g1 Xns1l {xomi Yo 1—d}) _
P(%=1i)
_ 2a=1EGaa [ X =i Y1 =d)PG =i, Va1 =d)
PO = 1)

00

= dz E(xn+1 | Xn=1,Yny1= d)P(Yn+1 =d | Xn= i) =
=1

00

= ; E(Xnt1 | Yat1 =d)P(Yap1=d [ X =1i) =
=

= dZAo|P(Yn+1:o||xn=i)=
=1

= AE(Mna [ Xn=1),
ezért egyrészt
E(Xnt1 | Xa = 0) = AE(Yns1 | Xa=0) = A < o,
masrészt a 3.6. tétel miatt mindehr 1-re
EXni1 | Xn=1) =AE(Yp1 [ X =1) =AL <A@Bi—1) <i—A,
és ezzel az 1.12. tétel feltételeit elfeiztik| = 0,C = A, d = A esetén. |

Ha a 3.6. tétel helyett a (3.15) képlettel adott dekorlatot hasznaljuk, neve-
zetesen azt, hogy
IimsupL—N < 2.8867,
N—o00 N
(amit nem bizonyitottunk), akkor a 3.7. tétel feltétele gykthe, és a lanc stabil,

ha
1

2.8867

A< = 0.346.
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3.3.2. Gallager-algoritmus

A rendszer Uresen indul és adtd\ hosszu szegmensekre osztjuk, ahd rés
egész szamu tbbbszordse. medik szegmensben érkezett csomagok konfliktus-
feloldasa azn— 1)-edikben érkezettek feloldasanak befejezése utadirélsben
kezdbdik, de legkorabban a szegmenst kdveld résben. Am-edik szegmens-
ben érkezett csomagok feloldasi idejét jelddje akkor az(n+ 1)-edik szegmens
végeén hatralé¥ X, 1 feloldasi ich a kbvetkedképpen szamolhato:

Xar1 = (Xn— D) " + Yoy, (3.16)
tehat az éz6 fejezetben targyalt evollcios egyenletre jutottunk.

3.8. tétel. Tegylk fel, hogy a csomagok intenzitast{Z(t) : t > 0} Poisson-
folyamat szerint érkeznek. Ha

e 268
3 KT\
akkor a szegmensek végén hatréléX,} feloldasi idh stabil Markov-lanc.
BizoNYiTAs: A 2.1. tétel miatt a (3.16)-vel megadott Markov-lanc skatie
E(V1) <A.

Jeldljez, azn-edik szegmensben beérkezett csomagok szamat. Pkkninden
n-reAA paraméter(i Poisson-eloszlasu. Ezért, valamint fellédeaa 3.6. tételben
a feloldasi idre kapott fel§ korlatot

E(v) = _iE(mzl:i)P(zl:i):
= E(Y]_|Z]_:O)P(Z]_:O)—i—-iLiP(Zl:i)S

< P(Zi=0)+ 'i(si —1PZ1=i) =

= P(Z1=0)+3E(Z1)—[1-P(Zy=0)] =
= 3\A—-1+2P(Z;=0)=
= 3\A-1+2eM

Tehét a lanc stabil, amennyiben

AMA—1+26M <A,
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vagyis ha
Aol N 1—2e 8
3 30
|
A tétel feltétele-ra bizonyosh valasztas esetén szigorubb, mint a Capetana-
kis-algoritmus
1
A< =
3
feltétele, bizonyod esetén enyhébb. Mivél egész szam, ezért csupAméhany
ertékénél kell megkeresii maximumat. Kiszamolhaté, hogy e= 4 vagy 5,

akkor
A <0.379

esetén stabil a lanc. A Capetanakis-algoritmushoz haaor{®15) segitségével
javithat6 ez az eredmény:

A <0.4294.

3.4. Folytonos idejd Markov-lancok

" < folytonos ideji Markov-lancok megleltisten bonyolult altalanos elméle-
PVtébe nydjtunk betekintést a 3.4.1. szakaszban. Ezutaterészbben meg-

vizsgaljuk a véges allapotu Markov-lancokra vonatkozbittasi eredményeket.

A sorbanallasi alkalmazasok szempontjabdl legfontosalilet®si és halalozasi
folyamatokat a 3.4.3. szakaszban targyaljuk.

3.4.1. Altalanos jellemdk, a ratamatrix

Legyen{X(t) : t > 0} a nemnegativ valds szamegyenesen értelmezett folyamat,
ahol X(t) értékeit a nemnegativ egészek halmazabdl veszi, azazagothér to-
vabbrais as5={0,1,2,...} halmaz.

3.4. definicié. Az X(t)-t folytonos ideji Markov-lancnakevezziik, ha minden
n>1-re,0<tg<ty <...<tp-reésxog,Xxa,...,Xn_1,% € Sre teljesil a

P(X(th) =Xn | X(th-1) = Xn-1,-..,X(to) =X%0) =
= P(X(th) =X%n | X(th-1) = Xn-1) (3.17)

Osszefliggés, amennyiben a feltételes valdszinlsé gk,
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A folyamat véges dimenzids eloszlasait ebben az esetbeeghatarozzak az at-
menetvaloszinliségek és a kezdeti eloszlas. A tovablyatigban csak homogén
Markov-lancokkal foglalkozunk, ezekre az atmenetvalddzégeket a

pij(t) = PX(t+5) = j | X(s) =) (i,j€S st>0)
képlet definialja. Vegyuk észre, hogy (t) at paraméter fuggvénye, de a homo-
genitas miatt nem flggtol.

3.4. példa. Megmutatjuk, hogy a homogén Poisson-folyamat homogén Mark
lanc. (3.17) bal oldalat felirva a Poisson-folyamatra #safeznalva annak fligget-
len nbvekményiségét azt kapjuk, hogy

P(X(th) = Xn | X(th=1) = Xn—1,--.,X(to) =Xo) =
P(X( )—Xn X(tn 1) :Xn_l,...,X(to :Xo)
P(X(th-1) = Xn_1, (tn—Z)ZXn—Z,---aX(tO):XO)
P(X(th) — X(th=1) = Xn —Xn—1, - - ., X(t0) = Xo)
P(X(th-1) — X(th-2) = Xn-1—X%n-2,- -,
P(X(to)= Xo) [Tiza P(X(ti) — X(ti— 1)=X
P(X(to) = xo) M= P(X(ti) = X(ti-1) =% —
= P(X(th) — X(th-1) = Xn—Xn-1),
és hasonldéan a jobb oldalra is
P(X(th) = Xn | X(th—1) = Xn—1) = P(X(tn) — X(th—1) = Xn —Xn—1)-

A fliggetlen és stacionarius névekménylsdgiedig kévetkezik a homogenitas,
hiszen

PX(t+s)=j|X(s)=i) =

P(X(t+s)—X(s)=j

ami valéban nem fligg-tol.

Folytonos idejli Markov-lancokra is érvényes a Chapmairdgorov-egyenlet,
azaz

pij(s+t) = ZSP(X(ert):j,X(t):k|X(0):i):
ke
= 3 PX(s+) =] 1X(0) =HPXO =k|X(0) =) =
ke
= Zspik(t)pkj(s) (3.18)
ke
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és hasonldéan

pij(s+t) = Espik(S) Prj(t). (3.19)
ke
Az atmenetmatrixra (amelytgparaméter fliggvénye) bevezetve a

n(t) = (1)
jelolést, (3.18) és (3.19) a kovetkialakot olti:

N(s+t) =N(t)N(s) =N(s)N(t) (st >0). (3.20)
A tovabbiakban feltesszuk, hogypg (t) fliggvények kielegitik a
. o [ 1 hai=j
N, pij(t) = i = { 0, killénben (321)

egyenbséget. Ez eléggé kézenfékvhiszen azt kivanjuk meg, hogy ,kis”éd
alatt a folyamat ,nagy” valdszinliséggel maradjon ugyaaataz allapotban.

A folyamatot (azaz annak véges dimenzios eloszlasait) diegpk a kezdeti
eloszlassalX (0) eloszlasaval) ésp(t) figgvényekkel. A diszkretidejl esetben
lattuk, hogy az egylépéses atmenetvaloszinliségek néghtitk an-lépéses at-
menetvaloszinliségeket. Folytonos idejl esetben enadb@ modon apjj(t) O
koruli viselkedése jellemzi azt te@leged-re, ugyanis a (3.20) kifejezést iteralva
alkalmazva minden-re

) =nN@/nN{t—t/n)=---=N(t/n)". (3.22)
Ha a (3.22) képletben-et minden hatéron tal ndveljik, akkbim 0-hoz tart.
3.1. lemma. Ha egy folytonos idejii Markov-lanc kielégiti a (3.21) &t#lt, akkor

pi(t) >0 (t>0,ie9).

BizoNYiTAsS: (3.21) miatt mindem e S-hez létezike; > 0 ugy, hogy < t < g;-re
pii(t) > 0. De (3.22) miatt minden-re

pii (t) > pi (t/n)",

amelynek jobb oldala pozitiv, molyan nagy, hogy/n < €;. [ |

Felvebtdik a kérdés, hogy meg lehet-e hatarozmidt) fuggvenyeket azok-
nak valamely egyszerii jelled@vel. Mint majd kideril, a valasz altalaban nem-
leges, de szamos fontos esetbgw;&) 0-ban vett jobb oldali derivaltja egyértel-
muUen leirja az egész flggvényt. Ez egyrészt azért fontes, eaeket a Markov-
lancokat ily modon aj; (t) fliggvények helyett megadhatjuk egyetlen matrixszal,
masrészt a gyakorlati problémakban (mint azt majd latnjulogéppen ezek a
derivaltak adottak.
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3.9. tetel. Ha egy Markov-lancra teljestiil (3.21), akkopg(t) fiiggvenyek diffe-
rencialhatok > O-ra ¢ = O esetén jobbral).

A tétel bizonyitasatol annak bonyolultsaga miatt eltakikt Az ebBz6ek alapjan
szamunkra a 0-beli derivaltak az érdekesek. Vezessiik beaddad jeldléseket:
(i,j€9). (3.23)

%:m@ﬂ:ﬂ&

pij (1) — &ij
t

Belathato, hogyj mindig nemnegativ €s véges, ing |, tovabba hogy; nem-
pozitiv, de lehet-w is. Mi csak azokkal a lancokkal foglalkozunk, amelyekre
gii > —oo.

3.5. definicié. A
Q= [a;j] =N'(0+)

matrixot a folyamatatamatrixanak vagyinfinitezimalis generat@nak nevezzUik.

3.5. példa. Szamoljuk ki a Poisson-folyamat ratamatrixat!

(1) — A B B
gi = lim pih)=1_ . € 1_ g IoAt+o®-1
t—0+ t t—0+ t t—0+ t
cIii+1=|imloi’“ril(t):lim PXO=1) _ , A+0® _
) t—0+ t t—0+ t 0t t

Haj > i+ 1, akkor

i (t . > .
0<qgj = lim i < lim P22 _ iy OO g
t>0+ t t—0+ t t—0+ t

Haj < i, akkorpij(t) = 0, azaz;; = 0. Tehat a ratamatrix:

-A A 00
0O A ANO
- A A

Q= 0 0

Vegylk észre, hogy a ratamatrix barmely soraban az elenszlege 0. Altalaban
ez nem igaz minden Markov-lancra, ugyanis

Z;u ;ﬁ

qu” lim plj( 6” % lim = lim :O.

t—0+ t—0+ t—0+ Tt
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A probléma gytkere abbdl ered, hogy a végtelen 6sszegzésadararték-képzés
nem cserélhétfel mindig. Mostantél feltessziik, hogy a Markov-lancrigetsil-
nek a

quij =0 (iey (3.24)
j€

egyenletek. (Eblil kdvetkezik, hogygi > —.)
3.10. tétel. Ha a Markov-lancra teljestil (3.24), akkor

pij(t) = gsqik Pij (t),

matrixos alakban

n'(t) = QN(t).

BIZONYITAS:
m - si”f}Ln(HS)s_n(t):
_ i MONO-NG
= Jim (ﬁs_Eﬂ(t)): (3.25)
= (Jm M5 ) nw —en)

ahol E-vel az egységmatrixot jeldltik, és a (3.25) lIépésben azejzes és a
hatarérték-képzés felcserélbsége a (3.24) egydgégldl kovetkezik, de ennek
igazolasatdl eltekintlnk. |
A ratamatrix jelenbségét Gjabb oldalrél vilagitja meg a kdvetkegondolat-
menet. (3.23) alapjan
Gijt — pij (t) + & = o(t),
amibol

P(X(t) = ] | X(0)
P(X(t) 1 | X(0)
P(X(t) =i | X(0)

) = pit)=ajt+o(t) (i#)),
i) = 1-pi(t)=—ait+o(t),
i) = pi(t)=1+git+o(t).

Hasonl6an a Poisson-folyamathoz, altalanos Markov-l@esetén is azallapot-
bél aj # i allapotba id6 alatt valé &tmenet valészinlisége tkie kdzel aranyos
t-vel, és az aranyossagi ténpezpper; .
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Korabban lattuk, hogy Poisson-folyamat esetén az egyemlpaavolsagai
fuggetlen\ paraméterii exponencidlis eloszlasi valészinliségiz@it Bizonyi-
tas nélkil kdzoljik, hogy Markov-lancok eseténiadlapotban eltéltott id —qg;i
paraméter(i exponencialis eloszlasu valoszinliségzdks a lané-bodl j # i-be
éppen_q—”ii valoszinliséggel Iép. A Markov-tulajdonsag alapjan aapélitartasi
idok fuggetlenek.

3.4.2. Véges allapotu folytonos ideji Markov-lancok staititasa

Ebben a pontban feltesszik, hogy a Markov-lanc allapotaszamaN + 1, és
jeloljuk ezeket 01,...,N-nel. A lancot stabilnak nevezziik, ha létezik a hatarel-
oszlasa és fliggetlen a kezdeti eloszlastél, azaz minjgenSre

lim pij (t) = p;

N

3.6. definicid. Az X(t) Markov-lancotrreducibilisnek nevezziik, ha mindenj €
S-hez leteziki; > 0, hogypij (tij) > 0.

és

3.11. tétel. Ha azX(t) véges allapotu Markov-lanc irreducibilis, akkor létezik
to > 0 tgy, hogy mindenm, j € S-re pjj(to) > 0.

BizoNYiTAs: Az irreducibilitis miatt minden, j € Sre léteziktj; > 0 Ugy, hogy
pij (tij) > 0, és ekkot > tjj-re

pij (t) = i (t) Py (t —tj) > O
a 3.1. lemma miatt. Teh& = max ;. stij vélasztassal készen vagyunk. W

3.12. tétel. Ha azX(t) véges éllapotu Markov-lanc esetén létagik O gy, hogy
mindeni, j € S-re pjj(to) > 0, akkor a lanc stabil.

BizoNYITAS: Az X = {X,} diszkrét idejl folyamatot definialjuk az
Xn = X(nto)
képlettel. X, allapotteres és Markov-lanc, hiszen
P(Xn =X%n | Xn—1 = Xn—1,..., X0 = X0) =
= P(X(ntp) =Xn | X((N=L)to) = Xn-1,...,X(0) =Xg) =
= P(X(ntg) =Xn | X((n—21L)tg) = Xn_1) =
P(Xn = Xn | Xno1 = Xn—l)-
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Az 1.2. lemma alapjaix, stabil, hiszenpi(jl) > 0 mindeni, j € Sre, igy létezik
Po; - - -, Pn Ugy, hogy

N
i;pi =1

lim p” = pj,

n—oo '

és minden, j € Sre

azaz a folytonos idejli lancra
lim pij (nto) = p;-

Becsuljuk meg g (t) ésp; eltérését! Legyeholyan, hogynty <t < (n+ 1)to,
ekkor

lpij (1) — pj| =

ki Pt = o) i () — pj‘ -

<

ki Bt = o) (P (o) — ;)

IN

N
Pic(t —nto) | pij (nto) — pj| <
k; (t = o) | pxj(Nto) — pj |

IN

Ogﬂk%\pkj(nto)— JiB

ami tart 0-hoz, ha tarto-hez. Tehat minden j € Sre

lim pj (t) = pj,

t—o0

igy a lanc stabil. |
El6z6 eredményeinket a kovetk@rételben foglaljuk 6ssze:

3.13. tétel. Folytonos idejii, véges allapotu, irreducibilis Markawnd stabil.
A hatareloszlas kiszamitasara tobb Iéiségiink is van.

3.14. tetel. HaP = {p;} egy véges allapotu, stabil Markov-lanc hatareloszlasa,
akkor mindert > O-ra

P=PM().
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BizONYIiTAS: Legyens>t. Ekkor

N
pi = limpa(s) = lim Z)pkj(s—t)loji(t):
J:
N

= Z) (gm pkj(S—t)> pji (t) = Jiloj Pii (t)-

j=
|

3.15. tetel. HaP = {p;} egy véges allapotu, stabil Markov-lanc hatareloszlasa,
akkor

ahol0 a nullvektort jeldli.

B1zONYITAS: Az el6z6 tétel eredménye alapjan

N
pj = Pk Pk (t) + Pj pjj (t).
k=0K:#]

Atrendezve és-vel osztva kapjuk, hogy

jpij(t)—pjj(o) N kpkj(t)_pkj(o)‘

—p = p
t Bk t
t — 0+ esetén ebf
N
—Pjqjj = PkOk;j,
k=0F#]

azaz

N

Zkaij =0.

k= ]

Megjegyezziik még, hogy véges allapottér esgjén —oo, tovdbba mindig igaz,
hogy

P(t) = QP(t) = P(t)Q.
Ez utébbi differencialegyenlet-rendszer megoldasa

P(t) = e =E+ i Q:Itn
n=1 :

alaku. Ezeket az allitadsokat itt nem bizonyitjuk.
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Ai—1 Ai
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Hi+1
3.4. dbra. Sziiletési és halalozasi folyamat

3.4.3. Sziletési és halalozasi folyamatok

A szlletési és halalozasi folyamatok olyan folytonos udegjarkov-lancok, me-
lyeknél allapotatmenet csak a szomszédos allapotokkentigt. Az ilyen folya-
matok felfoghatok a szamegyenesen vald bolyongasok fobgadeji altalano-
sitasaiként: egyrészt allapotatmenetek tdegzes idpontban térténhetnek, mas-
részt a jobbra, illetve balra 1épés valoszinlisége fliggtiél, hogy éppen melyik
allapotban vagyunk. Ezen folyamatok kiilén targyalasatrbawllasi rendsze-
rekben jatszott fontos szerepiik indokolja.

3.7. definicid. Egy {X(t) : t > 0} Markov-lancotsziletési és halalozasi folya-
mamak nevezliink (3.4. abra), ha

pij (0) :tif& pijt) =0 (i,jes);

Piir1(t) =Ait+o(t) (i€9),;

pii—1(t) =t +o(t) (ieS—{0});

pii(t)=1—(Ni+Ww)t+o(t) (i€9);

Uo = O és létezikk illetve | tgy, hogyAk > 0 éspy > 0.

ok~ N B

Ha mindeni-re; = 0, akkor tiszta sziiletési, ha pedig mindere \; = 0, akkor
tiszta halalozasi folyamatrol beszéliink.

A Poisson-folyamatokra vonatkoz6 slriiségi és ritkagltgtel (3.4. tétel)
alapjan latszik, hogy a Poisson-folyamatok példaul tisztialetési folyamatok,
ahol radasulj = A mindeni-re.

Szamunkra az irreducibilis sziiletési és halalozasi fohtaknlesznek érdeke-
sek, tehat a tovabbiakban feltessziik, hogy

Ai>0 (€9

és
W >0 (ieS—{0}).
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Bizonyos technikai nehézségek elkeriilése érdekébenjlikaieg azt is, hogy

SUpP(Ai + 1) < oo.
ieS
Ez az altalunk vizsgalt esetekben nem Iényeges megszoritas
Sziletési és halalozasi folyamatokra természetesen y&sék a folytonos
idej Markov-lancokrél mondottak, példaul a ratamatrix

—ANo Ao 0 0
B M —(A1+) A 0
Q=1 o o —(A2+) A2

alaku. Bevezetve B (t) = P(X(t) =1i) jeldlést, a Poisson-folyamatnal latott mo-
don (lasd a (3.11) egyenletet) kaphatjuk a

Pot) = —AoPo(t) + paPu(t)

Pt = AcR-a(t)— N+ w)R() +KaRat) (>1)  (3.26)
differencialegyenlet-rendszert, melynek kezdeti fel&t a kezdeti eloszlas hata-
rozza meg.

Benniinket elésorban az érdekel, hogyan viselkednék(s) fliggvények —
o esetén. Legyen
_ Ao-A1---Aig
Mo M- -1
Irreducibilis folytonos idejii Markov-lancndl a stabdléhoz elegeria pozitiv

visszatébség. A folyamatot mintavételezve a Foster-kritériumtségiével meg-
mutathat6, hogy irreducibilis szuletési és halalozagdmiat esetén

=1, (i>1).

T, < (3.27)

2

a stabilitas elégséges feltétele. Ekkor a diszkrét idsgileez hasonléan
tlmp'(t) =pi>0 (ie9

a kezdeti eloszlastol fuggetlenil. A (3.26) egyenletekbatérértéket véve, a
tIim P/(t) mennyiséget nullanak tekinthetjik, és igy@} stacionérius eloszlast a
—00

AoPo = H1p1
ANoipici+HiviPivr = i+p)p (i>1)

iipi =1
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egyenletrendszer egyértelmii megoldasaként kaphatjak mMe egyenletrend-
szerhez Ugy is eljuthatunk, ha meggondoljuk, hogy mind&pétra teljesiinie
kell annak, hogy a befoly6 intenzitasok 6sszege edyenkifolyd intenzitasok
0sszegeével.

Megjegyezziik, hogy ez az egyenletrendszer a

PQ=0

egyenletdl is kdvetkezik, amit véges allapottér esetén bebizottyitd.
A hatéreloszlast ki is szamolhatjuk, hiszen

Ao
P1 = Po— = PoTt,
M1

és teljes indukcioval
pi=poTy (i€9), (3.28)

tovabba a normalizal6 egyenléib

1

S

Vegyuk észre, hogy ha a folyamat allapotal0..,N — 1 és a lanc irreducibilis,
akkor stabil. Ez esetben legyep, ..., Ty_1 az ebzbleg definialt ésy = Ty, 1 =
-« =0. Ekkor a 3.15. tétel alapjan a hatareloszlasra éppen ieeigygnletrend-
szert kapjuk.
Sziiletési és halalozasi folyamatok esetém a@lfapot tartasi idejd; + | pa-
raméterl exponencialis eloszlasu valoszinlségi vétég az — i + 1 atmenet
vaIészinGségQAi—W azi — i — 1 atmeneté pedigh-...

(3.29)

3.5. Feladatok

3.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Poisson-folyamat véges dimenzioszéd-

sai a kovetkedképpen adhatok meg: fa<t; <to < --- <t 6s0<k; <k <
.. < k,, akkor

P(X(t1) = k1, X(t2) = kz,..., X(tn) = kn) =

_ )\kn t1 (lﬂl —t| lK i 1>e)\tn I
i
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3.2. feladat. Legyen{N(t),t > 0} egyA intenzitasu Poisson-folyamat. Szamit-
suk ki aE(N(t)N(t +s)) mennyiséget!

3.3. feladat. Igazoljuk, hogy a Poisson-folyamat kovariancia-fliggw&ny
R(st) =Amin(s;t) (s,t >0)
alakd! Ebl kévetkezik, hogy
02 (X(t)) = cov(X(t),X(t)) = R(t,t) = At,
amit a Poisson-eloszlas szérasnégyzetének képlete mkagjaecbre tudhattunk.

3.4. feladat. LegyenU a(0,1)-en egyenletes eloszlasu valoszinliségi véaltozo és
A > 0. Bizonyitsuk be, hogy a¥ = —% In(1—U) eloszlasa paraméter(i expo-
nencialis!

3.5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy homogén Poisson-folyamat esetén tokon

tavolsagai fiiggetlen\ paraméter(i exponencialis eloszlasu valészinliségi-valt
Z0k!

3.6. feladat. Mutassuk meg, hogyleadrend(i gamma-eloszlas

k—1
fi(t) = )\%e“ (t>0).

stiriségfliggvényének Laplace-transzformaltja

AK
(s+A)K
3.7. feladat. Lassuk be a kévetkéket:
t#o(t),
t2=o(t);
), har > 1 ésc konstans;
(t) ésg(t) =o(t), akkorf(t) £ g(t)
(t) ésc konstans, akkoef(t) =o(t),
(ct) ésc # 0 konstans, akkof (t) = o(t),
(1), akkortl_ll“cr)]Jr f(t)=0;
(t)

o(t),

© NSO A WODNR
>
D

ésg(t) = o(t), akkorf(t)-g(t) =o(t);
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9. ha0 < f( ) <g(t) ésg(t) =o(t), akkorf(t) =o(t),
10. haf(t) =o0(t?), akkorf(t) = o(t);
11. haf() o(t), akkortf(t) =o(t).

3.8. feladat. Igazoljuk, hogy
" =1-x+40(x)!

3.9. feladat. Mutassuk meg, hogy barmely binaris faban a levelek szamtpon
san eggyel tébb, mint a béipontok szama (a gybkeret is beleszamolva)!

3.10. feladat. Mutassuk meg, hogy a Poisson-folyamat kielégiti a (3.2fp)ektét!

3.11. feladat. Tegytik fel, hogy bizonyos eseménylekntenzitasu Poisson-folya-
mat szerint generalédnak. A feladatunk az, hogy szamoljekea idbpontig be-
kévetkezett események szamat. Azonban minden egyes lik&oett esemeényt
csakp valoszinliséggel vesziink észre és szamolunk meg. Bizakyie, hogy
ez a szamolo folyamat Poisson-folyamatintenzitassal!

3.12. feladat. Legyen{Ns(t),t > 0} és{Nx(t),t > O} két fliggetlen Poisson-fo-
lyamatA1 ésh; intenzitasokkal. Mutassuk meg, hogMi(t) + Na(t),t > O} is
egy Poisson-folyamat; + A, intenzitassal.

Bizonyitsuk be azt is, hogy annak a valoszinlisége, hog}ak) + Na(t),t > 0}
dsszetett folyamat eéishekovetked eseményéN (t),t > 0}-t6l szérmazilﬁ .

3.13. feladat. A 3.12. feladatban add meg annak a valdszinliséget, Rp@y
elérin-et miebtt mégN,(t) elérném-et!

3.14. feladat. Legyen{N(t),t > 0} egyA intenzitast Poisson-folyamat ¥sle-
gyen egy pozitiv{N(t),t > 0}-tél fliggetlen valészinliségi valtozd. Szamitsuk ki
E(N(Y)) ésa?(N(Y)) mennyiségeket!

3.15. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden fliggetlen nébvekmény/i folythar-
kov-folyamat!

3.16. feladat. LegyenYin, Yz, ..., Yan n fliggetlen &0,t) intervallumon egyen-
letes eloszlasu valosziniiségi valtozo. Leggea min(Yin, Yan, ..., Yan).

a) Adjuk meg &(Z, > x) valészindséget!

b) Legyert egy fliggvénya-nek, ugy hogyri]iin n/t = \. Bizonyitsuk be, hogy

lim P(Z, > x) = e
n—oo



4. fejezet

Folytonos idejl sorbanallasi
modellek

sorbanallasi rendszerek fogalmat a diszkrét idejl folytmknal mar

bevezettik. Ebben a fejezetben olyan tdmegkiszolgalasiseerek-

kel foglalkozunk, ahol az igények tefiieges idpillanatban érkez-

- hetnek, illetve kiszolgalasuk is barmelyildillanatban befejémhet.

Sorbandllasi rendszerek leirdsahoz meg kell adnunk ahemptikus folyamatot,
amely szerint az igények beérkeznek, illetve a kiszolgalasnatkozo adatokat,
vagyis a kiszolgalo egységek szamat és a kiszolgalastioszlasat. Altalaban
feltessziik, hogy az egyes igények kiszolgalasi edjymastol és az érkezési folya-
mattol fliggetlenek, eloszlasuk megegyezik, valamint amygk érkezései kozott
eltelt id6 fliggetlen és azonos eloszlasu.

4.1. definicid. Egy pontfolyamatofelljitasi folyamabak neveziink, ha a szom-
szédos pontok kézétti tavolsagok figgetlen, azonos eledzlde egyébként tet-
sZleges valdszinliségi valtozok.

Tehat az igényforrasoktol a kiszolgalo rendszerhez azymjergy felljitasi
folyamat szerint érkeznek. Példaul a Poisson-folyamadrofglujitasi folyamat,
amelynél a pontok tavolsaghiparaméterii exponencialisok.

A sorbanallasi rendszerek legfontosabb jellém@viden egy kédrendszerrel
specifikalhatjuk (Kendall-féle jel6lés):

A/B/m/K/M,
ahol

A - aszomszédos igények beérkezései kozott elt@lfadentiek értelmében ko-
z06s) eloszlasanak kodja;
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B - akiszolgalasi i@ eloszlasanak kddja;
m- arendszerben I&kiszolgalo egységek szama;

K - arendszer befogaddképessége, azaz a kiszolgalokbaraéskazasi sorban
tartozkodo igények szamanak maximuma, alapértelmezésiggelen;

M - az igényforrdsok szama, a mi eseteinkben mindig végtelen,
tovabbaA ésB lehetséges értékei:
M - emlékezetnélkili vagy Markovi, azaz exponencidlis elas;
D - determinisztikus, azaz konstans (egy pontra konceittégleloszlas;
G - altalanos (tet€deges) eloszlas.

Vezessilk még be a kihasznaltsagi tédylemalmat

_ beérkezésiintenzitas  1/érkezési i@ varhato értéke
P= kiszolgalasi intenzitds 1/kiszolgalasi id varhato értéke

A tovabbiakban két egyszer(i példa bemutatasa utéiszét leirjuk a rendszer
viselkedését exponencialis, majd atalanos kiszolgalakimellett abban az eset-
ben, ha az igények Poisson-folyamat szerint érkeznek. Métgbleges érkezési
folyamat esetén vizsgaljukd@bb az exponencialis, majd az altalanos kiszolgalasi
idejl rendszert.

4.1. Veszteséges kiszolgalas

)

Cxézlletési és halalozasi folyamatok sorbanallasi alkaliseazaelé egyszeri
&2 példank a veszteséges kiszolgalas. Ekkor a végehgsszi sorral rendel-
ke kiszolgaldhoz\ intenzitast Poisson-folyamat szerint érkeznek az igények
€s ha egy U] igény a sort megtelve talalja, akkor elvész. Amygk kiszolgalasi
id6i p paraméterii exponencidlis eloszlasu valészinliségiz@itt melyek fiigget-
lenek egymastol és az érkezési folyamattél. A fent bevédgidrendszer alapjan

a veszteséges kiszolgéalé rendszer kédja M/MNH- 1), hiszen a soN hosszu
lehet és még egy igény tartdzkodhat a kiszolgéldban. 8aift) a sorhosszt &
idépontban. Ekkor belathato, hody(t) folytonos ideji homogén Markov-lanc.
Az allapotatmenet-val6szinliségekre a kovetkez irhatjuk:

pira() = P(N(t+8)=i+1[N(t)=i) =
P (A id6 alatt eggyel tobb igény érkezik, mint amennyi
kiszolgalodik =
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= P(Aid6 alatt 1 igény érkezik és egy sem szolgalddikki
+P(Aido alatt legalabb két igény érkezik és eggyel
kevesebb szolgalodik ki=
= [AA+o(A)]e ™ +0(A) =
= [ANA+o(d)][1-pA+o(d)]+o0(A) =
= M+o(d) (i=0,1,...,N—1),

és hasonléan
Pii—1(A) =pA+o0(d) (i=1,2,...,N),

illetve

tovabba
Poo(d) = 1—-AA+o0(d),
PNN(D) = 1-pA+o(d).

A fentiekbdl kdvetkezik, hogyN(t) véges allapotu sziletési és halalozasi folyamat
Ai=A (i=0,...,N—1) éspy=p (i =1,...,N) paraméterekkel. AN(t) lanc
stabil, mivel irreducibilis és véges allapotu, és hat@aksa (3.28) és (3.29) miatt

pi = limP(N(t) =i) =

t—oo

N<%‘> P i—01,...N),

500 5o

aholp = ﬁ a kihasznaltsagi tényéz A fenti eloszlap < 1 esetén megegyezik
a{0,1,...,N}-re csonkitott(1— p) paraméterd, eredetileg{®, 1,...} halmazra
koncentralodo geometriai eloszlassal. Stacionariupdttsan annak a valészini-
sége, hogy egy igény elveszik, éppen

oN
NE N
2

4.2. Az Erlang-probléma

p

(G7%:z el sorbanallasi feladatok a telefonkdzpont feltalalasa fwgalmazod-
@iNtak meg. Az Erlang-probléma a mi modelliinkben leirva a Kezt Az
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igényekh intenzitasu Poisson-folyamat szerint érkeznek Mdyszolgalobol allé
rendszerbe, ahol nincsenek sorok, tehat ha egy igény néhszabad kiszolgalot,
akkor elvész. Az igények kiszolgalasibidu paraméterli exponencialis eloszlasu
valoszinliségi valtozok, melyek figgetlenek egymast@dzérkezési folyamat-
tél. Telefonkdzpont esetén példaul az igények a hivasqkaadészolgalok az
egyes vonalaknak felelnek meg. A fejezet elején bevezebelitendszer szerint
az Erlang-probléma kddja M/NAYN.

JeldljeN(t) at idépontban foglalt kiszolgalok szamét. Belathatd, hddy)
folytonos idejli homogén Markov-lanc. Az allapotatmenaiidszinliségekre a ko-
vetkedket irhatjuk:

Pii+1(d) = P(N(t+A)=i+1|N{)=i)=
= P(Aido alatt eggyel tobb igény érkezik, mint amennyi
kiszolgalodik =
= P(Aid6 alatt 1 igény érkezik és egy sem szolgaladikki
+ P(Aido6 alatt legaldbb két igény érkezik és eggyel

kevesebb szolgalodik ki=

= Na+o(8))(e™) +o(b) =

= M+o(d) (i=0,1,...,N—1),

és hasonléan

pii—1(d) = P(Nt+A)=i—1|N(t)=i)=
= P(Aid0 alatt eggyel kevesebb igény érkezik, mint amennyi
kiszolgalodik =
= P(Aido6 alatt O igény érkezik és egy szolgalodik ki
+ P (A id6 alatt legaldbb két igény szolgalodik ki és
eggyel kevesebb érkezik
= [1-M+o(d)]-i-(1—e ™) (e‘”A)HJro(A) =
ipA+o0(d) (i=1,...,N),
illetve
pi (A) =1—(A+ipA+o(d) (i=23,...,N—1),

tovabba

Poo(8) = 1-AA+o(h),
PuN(A) = 1-NpA+o(d).
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A fentiek alapjarN(t) véges allapotu sziletési és halalozasi folyamat A (i =
0,....,N—1) ésy =ip (i =1,...,N) paraméterekkel. AN(t) lanc stabil és
hatareloszlasa (3.28) és (3.29) alapjan

pi:tlmP(N(t):i): L (i=01,...,N),

aholp = ﬁ a kihasznéltsagi tényéz Az eloszlas megegyezik €0,1,...,N}-
re csonkitottp paraméterli Poisson-eloszlassal. Stacionarius allapabnak a
valoszinlisége, hogy nincs szabad kiszolgald, éppen

oM
NI

PN =

2

pl
i

4.3. Az M/M/1 rendszer sorhossza
" 7 érkezési folyamat tovabbra is legy®rintenzitasu Poisson-folyamat, a ki-
¥ szolgalasiidk p paraméterii exponencialisok, egy kiszolgalé egységink va
de a varakozasi sor hossza télsgesen nagy lehet, aziz= .

JeldljeN(t) at idépontban a rendszerben tartézkodd (kiszolgalas alaft 1év
vagy sorbanalld) igények szamat. Ekkor azélpéldakhoz hasonloav(t) foly-
tonos ideji homogén Markov-lanc. Az éllapotatmenet-saildliségekre a veszte-

séges kiszolgalasnal latott médon kaphatjuk, hogy

Pii+1(8) M+o(d) (i=0,1,...),
pi-1(d) = pA+o(d) (i=12,...),

pi(d) = 1-A+pwA+o(d) (i=1,2...),
Po,o(8) 1—MA+o0(d),

tehatN(t) végtelen allapotu szuletési és halalozési folyaiat A (i=0,1,...)

ésy =H (i=1,2,...) paraméterekkel. Az dtmenetvaldszinliiségek megegyeznek
a veszteséges kiszolgalas esetén kapottakkal, a kilémabségrendszer kdzott
csak az, hogy most nincs korlat a sorhosszra. A lanc irreédiscés mivel

ru:(%)i (ies,
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azért (3.27) alapjan stabil, ha a kihasznaltsagi téyez

A
== <1,
T

azaz
A<

Ez nem meglef, hiszen azt jelenti, hogy a stabilitdshoz a kiszolgads( 1/ )

varhato6 értékének kisebbnek kell lennie, mint az érkezk&dektt eltelt id var-

hato értéke, azagl/N). A hatareloszlap = ﬁ bevezetésével (3.28) és (3.29)
miatt

pi=limP(N(t) =i) = pop' (i=0,1,...),

ahol

Po=<—= =1-p,

O

p=1-pp (i€9).

A hatareloszlas tehdil — p) paraméterd, 40,1,...} halmazra koncentralt geo-
metriai eloszlas, melynek varhato értéke, azaz staciamésetben a rendszerben
tartozkodé igények atlagos szama

L1

'O

és igy

P A
N = Z;Ip'_l—_—li X (4.1)

4.4. Az M/M/1 rendszer késleltetése

=~ ost meghatarozzuk az egy igény altal a rendszerben ettiiltbvarhato ér-

SN tékét, azaz az atlagos késleltetést stacionarius allapoftegyik fel, hogy
egy Uj igény & id6pillanatban érkezik, ekkor a rendszertdé(t) igény tartdzko-

dik. FCFS kiszolgalasi eljarast feltételezve az 0] igémykiekell varnia az 6sszes
elétte 16\0 igény kiszolgalasat. Az exponencialis eloszlas orokifja@jdonsaga
miatt at idépontban kiszolgalas alatt Iévigény (ha van ilyen) kiszolgalasabdl
hatramaradt id is p paraméterli exponencialis eloszlasu, tovabba minden vara
kozo igény és az Uj igény kiszolgalasi idejguiparaméteri exponencidlis, ezért
az Uj igény teljes késleltetése

t) = _ZlYi +Y, (4.2)
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aholYs,..., Yy €sY egymastdl fliggetlen) parameter(i exponencialisok. Staci-
onarius allapotbai(t) eloszlasa nem flggtdl, tehatD(t) eloszldsa sem fligg
t-t6l, azazE(D(t)) = D. D meghatarozasahoz az alabbi lemma alkalmazasaval
juthatunk el:

4.1. lemma (Wald-egyeritség). Ha N nemnegativ, egész értékii valészinliségi
valtozo és{Y;} fuggetlen, nemnegativ értékl, azonos eloszlasu soransd|y

fliggetlenN-tél, akkor
N
E( Y | =E(M)E(N).
(2)

BIZONYITAS:

E(.i“) - E<§1Yi|{i<N}> ZLE Y|{|<N}
= ZIE (li<ny) E(Yl)_ZiP(NZ )=
= EM) Z k-P(N =Kk) =E(Y1)E(N).
K=1

Ebbdl (4.1) és (4.2) alapjan

5:E(Y1)-|\T+E(Y):}L 1_1

THTESSRTRTEY

Ugyanezt az eredményt kapjuk az&lejezet végén a késleltetésre bevezetett
Little-formulabdl is (lasd a 4.1. feladatot).
Stacionarius allapotbad(t) = D eloszlasat is meghatarozhatjuk, hiszen

P(D<d)= Z}P D <d|N(t)=i)-P(N(t) =1),
aholD az{N(t) =i} feltétel mellett (4.2) miatti + 1) darab fuggetlent paramé-
teri exponencidlisu val6szinliségi valtozé 6sszegeatTaekésleltetés eloszlasa

i + 1 darab exponencidlis eloszlas konvollcidja, &har3.3. tétel bizonyitasaban
belattuk, hogy a#i + 1)-edrend(ip paraméter(i gamma-eloszlas. igy

i </od “(L;—!u)ie““dU> (1-p)p' =
- LEA D 0)) e

P(D <d)
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() f (e
(12) [
(

1— > g (HMNugy —

- R (et ) -

= 1-e®Nd (d>0),

I
=

I
=
':|>t|>

tehat a késleltetég— A) paraméteri exponencidlis eloszlasu, varhaté értéke pe-
dig az ebbbiekkel megegyd®ren

A késleltetés eloszlasat a Laplace-transzformalt segfited is megkaphatjuk.
Tudjuk, hogy ha\(t) =i, akkor a késlelteté§ + 1)-edrendlp paraméterli gam-
ma-eloszlasu, aminek a Laplace-transzformaltja

)\k
(s+A)k

(lasd a 3.6. feladatot). Tehat a késleltetés eloszlasaaplate-transzformaltja

D(s) = 'iD(s|N(t):i)P(N(t):i):

:.i(ﬁﬁyﬂﬂ—mdz
- _pS+uZ(&HJ -

L s+u
— 1— B —— il
P st

A H
= 1—— =
( u)3+u—A

H—A
S+HU—A"

Ez pedig éppenja— A paraméterl exponencidlis eloszlas Laplace-transzigema
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Végezetill bizonyitas nélkil megemlitjiik, hogy egy staérars allapotban
l[évd M/M/1 rendszerbl tavoz6 igények tavozasi @i altal alkotott pontfolyamat
A intenzitdsu Poisson-folyamat. Ez a Burke tételének haratimény lehéiséget
ad M/M/1-es sorokbol all6 ugynevezett sorbanallasi halidzanalizisére.

45. Az M/G/1 rendszer

¢z M/G/1 rendszerbe az igényakintenzitasu Poisson-folyamat szerint érkez-
2nek, de a kiszolgalasi @ik (kozos) eloszlasa tefiieges nemnegativ érték
val6szinlségi valtozo lehet.

LegyenS, azn-edik igény kiszolgélasi ideje, akkd&, } flggetlen, azonos el-
oszlasu sorozat, és egy ezekkel mege@ydaszlasi valészinliségi valtozo legyen
S. A tovabbi targyalas egyszeriisége érdekében fel fogjuki thogy S abszolut
folytonosb(x) slriségfuggvénnyel és harmadik momentuma véges. Vagyis

P(S< ) :/Oxb(u)du (x>0).

Az M/G/1 sorrdl is feltesszik, hogy a kiszolgalasbkdfiiggetlenek az érkezési
folyamattdl, illetve hogy egy kiszolgal6 egységlink vaneisdleges szamu igény
varakozhat.

JeldljeN(t) a rendszerbentaddpillanatban 1€% igények szamat. Az M/M/1
sortdl eltében az{N(t) : t > 0} folyamat &ltaldban nem Markov-lanc, mivel a
rendszer j0Gje t-ben nem csak(t)-t6l figg, hanem attdl is, hogy az éppen ki-
szolgalas alatt |&vigény kiszolgalasabol mennyiddelt mar el. A kiszolgalasi
id6 eloszlasa pedig nem feltétlendl 6rokifju, igy a folyamahdMarkov-lanc. Ezt
a problémat ugy oldhatjuk meg, hobl(t)-t csak olyan iépontokban vizsgaljuk,
amikor a mar eltelt kiszolgalasi @ egyértelmiien jellemezhetjik, példaul ami-
kor egy igény éppen elhagyja a rendszert (ilyenkor ugyarkévetked igény
kiszolgalasabol mar eltelt @0). Ha a folyamat ezekben a ,mintapontokban”
aszimptotikusan ugyanugy viselkedik, mintha az 6ssz@sadtban vizsgalnank,
akkor ez a modszer eredmeényes lesz.

Az el6zbekhez hasonl6an legyen

R(t)=P(N(t)=i) (t=0,ie9),
és
pi=limR(t)
amennyiben a hatarérték létezik.

Egy M/G/1 rendszerben legyefa azn-edik igény tavozasakor a sorban&év
szama é¥, jeldlje azn-edik igény kiszolgalasa (eg$, hosszu idszakasz) alatt
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érkezett Uj igények szamat. A fenti gondolatmedéthtuitiven érezhéi, hogy
{Xn} homogén Markov-lanc, ezt most be is bizonyitjuk. A bizoagikulcsa az,
hogy {Xn} eleget tesz az

xn+l = (Xn — 1)+ —|—Yn+1 =Xn— I{anl} +Yn+1 (43)

evollcios egyenletnek (lasd a 4.2. feladatot). De (4.3figfis esete a (2.1)
egyenletnek, igy allitAsunk igazolasahoz mar csak aziedimutatni, hogy Y, }
flggetlen és azonos eloszlasu, ami kovetké &K ezen tulajdonsagabdl valamint
a Poisson-folyamat fliggetlen és stacionarius névekns&gglol.

igy tehat ugyan az M/G/1 rendszer esetébeiléy folyamat altalaban nem
Markov-lanc, de ha csak egy-egy igény tAvozasakor nézziskhasszat, akkor
tudunk talalni egy diszkrét idejl beadgyazott Markov-ld@ncBizonyitas nélkil
kozoljuk, hogy ha{X,} stabil és a hatareloszlageo,qs, ...}, akkor azN(t) fo-
lyamatnak is létezik &po, p1, . ..} hatareloszlasa és

Pi = qi

mindeni-re.
Vezessik be a kovetkézeldléseket. Legyen B(x) slrlségfliggvény Lap-
lace-transzformaltja

B(s) = / b(x)e~Sdx,

0

Svarhato ertéke -
1= / xb(x) dx,

0

masodik momentuma -
rzz/ x2b(x) dx

0

és szérasnégyzete

02 =1,-T%

Definialjuk mégSrelativ szérasnégyzetét, mint

A lanc &tmenetvaldszinliség-matrixa az 1.5. példa alapjan

bo b1 by b3
bo by by b3
n= 0 b() b]_ bz
0 0 by b
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alakd, ahob; =P(Y,=j) (j=0,1,2,...). A bj-ket a teljes valoszinliség tétele-
nek felhasznalaséaval kaphatjuk:

b = P(Ya=1)= [ P =] IS =xb(x dx—

- [ ()\j—):)JeAXb(x) ™ (4.4)

hiszen az érkezési folyamatintenzitasi Poisson-folyamat.
Az atmenetvaldszinliség-matrixbdl latszik, hogy a lareducibilis és aperi-
odikus, tovabba a 2.1. tétel miatt stabil, ha

E(Y)) <1

Ugyanakkor

EYa) = i)j.P(Yn %J bj = Z)(/o ()‘ﬁ) )\xb(x)dx>:
= / <zoj ) X) dx = /)\xb X) dx = AT,

azaz a lanc stabil, ha
AT < L

Az el6z6hdz hasonléan

_ 00'2_._ ® 00-2()\_)()117)\x _
E(W?) = J;J bl_/o (J;J e )b(X)dX—

_ /0 " (- (A)2) b(x) dx = AT+ A%,

Stabil esetben &,-ek eloszlasara vonatkozo feltételek és a 2.2. tétel alegma
{Xn} l&anc hatéreloszlasanak varhaté értéke

E(Y1)(1—2E(V1)) +E(Y2?) _

A (VA=A
ML 2T) +ATHAT, AT
= 2a-a) T aaoay 0 @Y

ami éppen ai(t) hatareloszlasanak vérhaté értéke, azaz a rendszerk#oNév
atlagos szama egyensulyi allapotban. A (4.5) képleteaPodlk—Hincsin-formu-
lanak nevezziik. Esetlinkbep &ihasznaltsagi tényéat-val egyend, igy a fenti
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formula szokasos tovabbi alakja

1+C?
2(1-p)
Az atlagos késleltetést szintén az evollcids egyenletygdtt képletbl sza-

molhatjuk ki azzal a kiilénbséggel, hogy ott az atlagos kgsdési id 1 iddegy-
ség volt, mig ittr, tehat az ott szereplformulat meg kell szoroznurikval:

N=p+p?

(4.6)

5 _ E(Y12) — 2E(Y1)* + E(Y1) o AN - 22T 4 AT
N 2E(Y1)(1—E(V1)) N 2AT(1— A1) N
AT, 1+C?
= (1+72M(1_M)>T_T+pT-72(l_p). (4.7)

A sorhossz hatéreloszlasa nyilvanvaldan flgg a kiszodgéak eloszlasatol.
LegyenP(z) a hatareloszlas generéatorfliggvénye, és jelif(z) az X, generéa-
torfliggvénye. Ekkor

P(2) = lim P (2).

n—oo

Xn1 két flggetlen valdszinliségi valtoz6 6sszegeként irlehazfevollcios egyen-
let alapjan,

Xor1= =17 + Yo = X —lx21y) + Yoi1,
igy generatorfiiggvénye két generatorfliggvény szorzata
P (2 = E <zx”_| {xnzl}> E(2%). (4.8)
A szorzat masodik tényépe azY, eloszlasanak generatorfliiggvénye, hiszen a ge-
ré(?;ént)orf(]ggvény nem mas, mint egy varhato érték, agageneratorfliggvénye

Y, eloszlasanak generatorfliggvénye és a kiszolgalastldszlasanak Lap-
lace-transzformaltja kozott az alabbi 6sszefliggést lethdtitani:

(K

E@) = b=y ( [ g dx) .
N /om (i“ﬁ—f)k) e™b(x) dx = /O " e Mp(x) dx =
2 K

_ /0 " e M0 ) dx = B( — A2). (4.9)
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Most nézziik a (4.8) kifejezés élsenyedjét:
E(ZX”_I{XnZl}) = P =02+ i P(X =Kzt =
k=1
1 0
= POa=0)+>Y P =KZ=
=]
12 1
= P(X =0)+ EkZOP(Xn = k)& — ~P(X = 02 =
P (2) — P(X, = 0)

— P =0)+ :

z

Behelyettesitve ezt és a (4.9) kifejezést a (4.8) egyemletb

(@)~ P(X=0)

z

P (z) = (P(xn =0)+ P > B(A—A2),

aminek hatarértékét véve— o« esetén

L PA=PG=0)

P(2) = (P(Xé =0) ) B(A —A2).

Innenz-vel szorozva és atrendezve

P(z) = P(X; = 0)(z~ l)%'

Az evollciés egyenletil megkaphatjuk a hatareloszlas nulladik tagjat, ugyanis
(2.6) alapjan

E(1pgo1y) = E() =AT,

de E('{x521}> =P(Xp>1) =1-P(Xy=0). Tehét a hatareloszlas generator-
fuggvényére

B(A—A2) B(A—A2)

P(2) = (1—AT)(z— 1)m =(1-p)(z- 1)m-

(4.10)

Az M/M/1 rendszer estében a kiszolgalash jdparaméter(i exponencidlis elosz-
lasu, ezért ekkor a Laplace-transzforméltja

]
B(S) — ﬂ
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(lasd a (3.7) levezetést). Ezt behelyettesitve a hatalékogeneratorfliggvényébe

1!
C 1_o)z_1) A _ g uz-1)
P2 = (1-p)(z 1)Z_m1 (1 p)(p+)\)z—>\22—u
H(z—1) (1-pp  (1-p)

N (1_p)(u—)\z)(z—1)  p=Az  1-pz’

ami éppen az t p paraméter(i geometriai eloszlas generatorfliggvényat teh
visszakapjuk az M/M/1 rendszernél kiszamolt hatarelss$zla

Most nézziik aV varakozasi id hatareloszlasat. Mivel a kiszolgalas az ér-
kezés sorrendjében torténik, ezértraedik igény tavozasakor azok az igények
maradnak a rendszerben, amelyek azdhtt érkeztek, amig azedik igény a
rendszerben tartézkodott. Ez adid valdszinliségi valtozé, mégpedidiavara-
kozasi idbnek és a&, kiszolgalasi idnek az sszege. Jeldlje a slirliségfliggvényét
f(x). Felhasznalva, hogy az érkezési folyamattenzitasu Poisson-folyamat,
eloszlasahoz hasonléan (lasd a (4.4) szamitast) kaphhtgk

oo 00 k
P(Xn:k):/o P(Xn:k|\/\41+31:x)f(x)dx:/0 %e"‘xf(x)dx,

amibdl a (4.9) levezetéssel analog méd§ngeneratorfliggvénye &8, + S, el-
oszlasanak Laplace-transzformaltja kbzotti kapcsolatra

PM(2) = F(A=A2)

adodik. A Laplace-transzformalt (3.5) tulajdonsagabdjule, hogy a konvolucio-
nak szorzas felel meg, azaz ha két val6szin(iségi valtazegét tekintjik, akkor
az eloszlas Laplace-transzformaltja a két eloszlas Lapi@nszformaltjanak a
szorzata. igy

F(s) =W(s)B(s),

haW(s)-sel jeloljik a varakozasi itleloszlasanak Laplace-transzformaltjat. Tehat
P (2) =W(A —A2)B(A — A2),
illetve hatarertéket véve
P(z) =W(A —Az)B(A —A2).
Behelyettesitve a (4.10) kifejezést és atrendezve

1

WO -22) = (1-0)(2~ 1) ;g5
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vagyiss = A — Az helyettesitéssel a varakozash idloszlasanak Laplace-transz-
forméaltja

-s A (1-p)s
W(s)=(1-p) (T) AN—S_AB(S) S—ALAB(S)
Most nézzik specialisan azt az esetet, amikor a kiszolgélass exponencia-
lis eloszlasu. Az M/M/1 rendszernél nem a varakozasi,idlanem a késleltetést
vizsgaltuk, amelyek azonban rokon mennyiségek, hiszerskelk&tés a varako-
zasi ibbdl és az igény kiszolgalasi idejébadodik 6ssze. Igy eloszlasa a két valo-
szinliségi eloszlas konvollcibja, ami a Laplace-tranazfttak esetében szorzast
jelent.

_ _ (A-p)s _ (A-ps p
PO = WIEBE = 3 e T s A AL st
(I-p)s(s+w) v (A-pp _ WA

L+ (U—AN)s s+ S+ (H—A) s+ (u—A)’

ami éppen au— A paraméter(i exponencidlis eloszlas generatorfiiggvéslyét a
késleltetésre is visszakapjuk az M/M/1 rendszernél kisttahoszIlast.

4.6. A G/M/1rendszer

s G/IM/1 rendszerbe az igények egy téieges felujitasi folyamat szerint ér-
Pivkeznek, a kiszolgalasi @k pedig egymastol és az érkezési folyamattél fiig-
getlen,u paraméterii exponencialis eloszlasu valészinliségad@it Egy kiszol-
gal6 egységiink van, a sorban pedig télsgesen sok igény varakozhat.

LegyenT, az(n— 1)-edik és amn-edik igény beérkezése kozott elteldidMi-
vel az érkezési folyamat feldjitasi folyamat, azgiit} fliggetlen, azonos eloszlasu
sorozat, és egy ezekkel megegyetoszlasu valdszinliségi valtozé legyenA
tovabbi targyalas egyszerlisége érdekében itt is fel kagjnni, hogyT abszolut
folytonosa(x) strlségfiiggvénnyel és varhato értéke véges. A sliiiggeeny
Laplace-transzformaltjat jel6ljd(s). T varhatd értékének reciproka legyan
azaz

P(T <X = [(aWdu (x>0,

illetve
1

N = /Omxa(x)dx.

Jel6ljeN(t) a rendszerbentaidbpillanatban 166 igények szaméat. Az M/G/1
sorhoz hasonléan aiN(t) : t > 0} folyamat &ltalaban nem Markov-lanc, mivel
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a rendszer jodje t-ben nem csakl(t)-t6l fugg, hanem attdl is, hogy az utoljara
érkezett igény érkezése 6ta mennyd i@lt el. Itt is a beagyazott Markov-lanc
modszerét fogjuk hasznalni, kivalasztotbmbntjaink pedig az érkezéseket ,koz-
vetlentl” megebz pillanatok lesznek. Itt nem lesz igaz, hogyMg) folyamat
hatareloszlasa megegyezik a beadgyazott Markov-lancdlasatasaval, de ez nem
okoz gondot, hiszen minket éppen az érkezésekkor ,|attszéas érdekel, és a
beagyazott Markov-lanc éppen ezt fogja megadni.

Egy G/M/1 rendszerben legyeX, kdzvetlenil azn-edik igény beérkezése
elétt a sorban és a kiszolgaléban&é&wszama, formalisan

Xo=lim NS, T - 2).

Megmutatjuk, hogy{ X,} homogén Markov-lanc. Jel6l), az (n— 1)-edik és az
n-edik igény érkezése kozott (edy hosszu idszakasz alatt) kiszolgalt igények
szamat{X,} eleget tesz az

Xnt1=Xn+1—Vnyq (4.11)

evollcios egyenletnek.

Sajnos a (4.11) rekurzio kezelése nem egyszeri feladae] i fligg X, _1-
tol, és igy{V;} nem azonos eloszlasu sorozat (péld4uk 0). LegyenV, azon
igények szama, melyeket a rendszei(az 1)-edik és am-edik igény érkezése
kdzott kiszolgalt volna, ha a sor soha nem Urilt volngi, } fliggetlen és azonos
eloszlasu, hiszefil,} és a kiszolgalasok is ilyenek, illetve egymastdl fuggedlen
Ezzel (4.11) atirhat6

Xns1 = (Xa+1—Vn1)" (4.12)

alakba, és elifl az 1.1. tétel értelmében kdvetkezik, hdgsp} homogén Markov-
lanc.
Szamoljuk ki a lanc atmenetvaldsziniség-matrixanak eitm

pij = P(Xn+1=J'|Xn=i)—
= P((Xa+1-Vor) = Xo=i) =
= P((i+1-Vou1)" —J| :):
= P((i+1-Vay)" =), (4.13)

hiszenX, ésVy,1 fliggetlenek. Vilagos, hogy hp> i+ 1, akkorp;jj = 0. Most
legyen O< j <i+1. Ekkor a (4.13) képletben a pozitiv rész képzése elhagyhat
és

pj = PMupri=i—j+1)=
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= [ PN =i- LT =xa &= (414)
- i—j+1
_ /O %eWa(x)dx O<j<it+l),  (4.15)

hiszen azzal a feltétellel, hogy mindig van kiszolgalangénly, a kiszolgalasi
idépontok altal alkotott pontfolyamatintenzitast Poisson-folyamat, és a (4.14)
Iépésben éppen ennek a4ad6 alatti ndvekménye szerepel. Ebben az esetben
a (4.15) kifejezéstl kovetkezik, hogypi; csak az indexek kulonbségéfiigg,
azaz

Pj =PMyu1=i—j+1)=Bi-j31 (0<j<i+1).
A N matrix soraiban Ié¥ elemek 6sszege 1, tehat

i+1

w i
Po=1-> pj=1-> Bijsa=1-) B«
TP,
Ezek alapjan

1-Bo Bo O O
1-Bo—Br B1 Bo O ...
M=1 1-Bo—B—B2 B2 B Bo ... |’

ahol

0 k
By = /O %e“xa(x) dx. (4.16)

Nyilvanvald, hogy a lanc irreducibilis és aperiodikus, éater-kritérium alkal-
mazésaval (a 2.1. tétel bizonyitdsaban latott médon) kpphaogy {X,} stabil,
haE(V,) > 1. Ugyanakkor

EVn) = SkPMVa=k =Y kBc=
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azaz a lanc stabil, ha
A
p=-<1.
vl

Stabil esetben legyen
lim P(X,=1) =r;.

n—oo

Az R=[ro,r1,r2,...] hatareloszlast az
R=RMN (4.17)

egyenletrendszer egyértelm( olyan megoldasaként Kaghateg, amely elosz-
las, azaz amelyre

[ee]

5t

Az M/M/1 sornal a hatareloszlas geometriai eloszlas veltat sejthetjuk, hogy itt
is az lesz. Tegyuk fel tehat, hogy= (1—0)c' (i=0,1,...) valamely 0< 0 < 1-
re. A (4.17) egyenlettl

[ee]

M= JZbrjpji = j;lrjﬁjfi+l (i>1),

melybe a feltételezett geometriai eloszlas tagjait idedv(4.16) kifejezést beirva
azt kapjuk, hogy

0 X)j*i-l-l

(1-o0)o' = _Zl<(1—0)0j/omhe‘“xa(x)dx> =

J=1-
o0 )j—i+1

_ i—1 ® (|J-X0 —HX —
= (1-o0)o /0 (J_lzlm> e Ha(x)dx =
— (1_0)oi‘1/0oo e Pa(x)dx (i > 1),

azaz .
o= / e M(1=93(x) dx. (4.18)
0

Vegylk észre, hogy a jobb oldalon az érkezések kozott ettéleloszlasanak
Laplace-transzformaltja all, igy

0 =A(M—HO).

A (4.18) integralegyenletet(x) ismeretének hianyaban nem tudjoka megol-
dani, de neklink elég megmutatni, hogy létezik egy 6 < 1 megoldas, hiszen
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ekkor a feltételezett geometriai eloszlas megoldja a j4efjyenletet és emiatt ez
lesz a hatéareloszlas is. (4.18) bal illetve jobb oldaléiljelB(o) ésJ(o), ekkor
B(0) =0, B(1) =1, J(0) > 0 ésJ(1) = 1, mivel a(x) slrlségflggvény. Mind-
két oldalono-ban folytonos flggvény all, igy h}a(c5)|0 1> B(o )|0 1 = 1, akkor
létezik metszéspontjuto, 1)-ben. Viszont

/

(s = ([ert Taar)

= ( / px e W(1-9)5(x) dx) =
0 lo=1

= /oouxa(x)dx: H_ E(Vn),
0 A

és a stabilitast éppda(V;,) > 1 esetén tudtuk garantalni.

Tehat a G/M/1 sornal az érkézgények altal latott eloszlas konvergal, ha
p < 1, és ekkor a hatéreloszlas geometriai eloszlas.

Az n-edik igény beérkezéskdf, igényt talél a rendszerben, igy kiszolgalasaig
végig kell varnia ennek aX,, igénynek a kiszolgalasat. Azaz egészen pontosan,
nem kell varakoznia, ha Ures a rendszer, aminek a valészfalia sorhossz ha-
tareloszlasa alapjdP(X) = 0) = 1— o, éso valészinliséggel végig kell varnia az
éppen kiszolgalas alatt 16vgény kiszolgalasabdl hatral@idot, valamint a tébbi
Xn— 1 igény teljes kiszolgalasat. Az exponencialis eloszlékifjd tulajdonsaga
miatt egy kiszolgalasbol hatralévdo is exponencidlis eloszlasu, ha a kiszolgalasi
id6 az, igy aM, varakozasi ié X, darab fliggetlen, azonggparaméterii exponen-
cialis eloszlasu valdsziniliségi valtozé 6sszege. Ezéaptace-transzformalt tu-
lajdonséagai miatt, a varakozasbiéloszlasanak transzformaltja az exponencialis
eloszlas Laplace-transzformaltjAnak megf@lehtvanyaként irhatd. JeloNg(s)

a varakozasi id hatareloszlasanak Laplace-transzformaltjatugparaméter( ex-
ponencidlis eloszlas Laplace-transzformaltja

B
S+u

(lasd a (3.7) levezetést), igy tehat

W(s) = ivv(smn:np(xn:j):
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S+
S+U—Ho
(1-o)u
S+HU—Ho

= (1-o0)
= (1-0)+0o

Az els) tag az{1,0,0,...} eloszlas Laplace-transzformaltjangk— o)-szorosa,

a masodik pedig a— po paraméterii exponencialis eloszlas Laplace-transzfor-
maltjanako-szorosa. Tehat a varakozash il valészinliséggel — po paraméter
exponencialis eloszlasl, és-Io valészinliséggel nulla.

Specidlis esetként nézzik az M/M/1 renszert. Ott a sorhostreloszlasa
1— p paraméter(i geometriai, azaz p = ﬁ Ezt behelyettesitve a varakozagiid
eloszlaséara azt kapjuk, hogy- A paraméterii exponencidlis eloszlas, ha nem Ures
a sor. A késleltetés a varakozashiéls a kiszolgalasi ildsszege, tehat eloszlaséa-
nak Laplace-transzformaltja a két eloszlas Laplace-afansaltjanak szorzata.

S+H S+H—HOS+H
H=A s+p B p=A
H S+HU—AS+HU S+U—A"

Tehat a késleltetésre is visszakapjuk az M/M/1 rendsz&isghmolt eloszlast.

4.7. A G/G/1rendszer

il; G/G/1 rendszerbe az igények egy télsges felujitasi folyamat szerint ér-
PiVkeznek, a kiszolgalasi @ik pedig egymastol és az érkezési folyamattol flig-
getlen, tetsé@leges eloszlasu valdszinliségi valtozok. Egy kiszolgglségunk
van, a sorban pedig tetiizgesen sok igény varakozhat.

Ebben a rendszerben tehat sensakiszolgalasi idrél, sem pedig az érkezé-
sek kdzott eltelT, id6rol sem tessziik fel, hogy exponencialis eloszlasu. Azéel
szakaszok jeldléséhez hiven, legyen tovabbegisa T, ésb(x) azS, eloszlasa-
nak slriségfuggvénye. Jelohit) a rendszerbentadopillanatban 1€% igények
szamét. Ebben a legéltalanosabb esetben mar nemcbik)asorhossz nem lesz
Markov-lanc, de beagyazott Markov-lancot sem tudunk alal

Markov-lancot alkot viszont a varakozasikl sorozata, hiszen tovabbra is
igaz, hogy aZn-+ 1)-edik igény varakozasi idejét aredik igény varakozasabadl
még hatralé§ id6 Wh — Tn11) és azn-edik igény kiszolgalasi idejének dsszege
adja, ha még nem fejédott be an-edik igény kiszolgalasa, tehat igaz a Lindley-
egyenbség (lasd (2.17)), a varakozasdid

Whi1 = (Wh—Thea + S1)+
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rekurzidval irhat6 fel, csak iff, ésS, abszolut folytonos val6sziniiségi valtozok.

Mind a T,, mind azS, sorozat flggetlen és azonos eloszlasu, és egymastdl is

flggetlenek, igy az 1.1. tétel szeriw},} valos értékl, homogén Markov-lanc.
Vezessik be ad, = S, — Tny1 valoszinlségi valtozokat, és tegyik fel, hogy

a rendszer kezdetben (lres, azaz ai igjénynek nem kell varakoznigj = 0. A

rekurzioét kifejtve a kovetkert kapjuk a varakozasi ékre:

=0
(W1+U1)+ = max(O,W1 +U1) = max(O, Ul)
= (Wo+Uz)™ = max(0,Ws +Uy) = max(0,Uz, Uz +U;)

W
Wo
W

Wn+1 == maX(O’Un,Un‘l_Unfl’,Un—{_+U2+U1)

Mivel Un-ek fuggetlenek és azonos eloszlasuak, felcserélhetjokrargljiket és
a
Wr4+1 =max(0,U1,U; +Uy,...,Us+---+Un_1+Up)

valészinliségi valtoz6 eloszlasa megegyéiikeloszlasaval. Raadasul{s\V,}
sorozat monoton ndy ezért egy valdszinliséggel létezik (esetleg végtelan) h
tarértékewW’ = r!imow,ﬁ. Jeldlje azU,-ek kozos shrliségfiggvényéfx), ésW,
eloszlasfiiggvényét

Fn(X) = P(Wh < X) = P(W} < X).

Ekkor
0 hax < 0,

Fria(x) = { f,fm Fn(x—u)c(u)du, hax> 0.

A varakozasi i nem lehet negativ, tehak 0-ra vilagos, hogy az eloszlasfiigg-
vény értéke nulla. Ha > 0, akkor

Frri(X) = PWhi1 <Xx) =
= P((Wh+Un)* <x)=
= PWh+Un<x) =

00

P(Wh+Un <X | Up=u)c(u)du=

Fn(X—u)c(u) du,

/
_ /°° P(Wh+ U < X)c(u) du =
/
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ahol felhasznaltuk, hogy, ésU, fiiggetlenek. Tudjuk, hog,(x) konvergdW’
eloszlasfuggvényéhez, jeldlje ez utdbbiix). A varakozéasi i hatareloszlasara
a kovetked, un.Lindley-féle integralegyenlet&hpjuk:

F(x) = 0, hax < 0,
— 1 [X,F(x—u)c(u)du, hax>0.

Ezt az egyenletet altalaban nehéz megoldani, kénnyen kagheiszont feltételt
arra nézve, hogy mikor lesz & megoldas valddi eloszlasfliggvény, azaz mikor
lesz a véarakozasi @k alkotta Markov-lanc stabil. Evollcids egyenlettel dadot
Markov-lancoknal (2.18) alapjan tudjuk, hogy diszkréttbea, amikor a varako-
zasi i) is diszkrét valdszinliségi valtozo, akkor a stabilitégséges feltétele

E(S1) < E(Th) < .

Megmutatjuk, hogy ez a feltétel most is elégséges a stadlildz. AW’ valtozé
F (x) eloszlasfuggvényére he> 0, akkor

F(x) = P(W' <x) =P(3_,Ui < xmindenn-re).

Tegyik fel, hogyE(S) < E(T1) teljesul. Ezt a feltételt agy is irhatjuk, hogy
E(U1) = E(S) — E(T1) < 0. Ekkor

P(S,Ui > 0 végtelen sok-re) =
=P(LsM,Ui —E(U1) > —E(Uz) végtelen soki-re) =
=P(Ls, Ui —E(Uy) > |E(U1)| végtelen soki-re) =0,

hiszen a nagy szamokds torvénye szerint
1 n
= ZlUi — E(U1)
i=

1 val6szinliséggel, ha— . Tehat valamely utany ' ;U <0, és igy

n
W = max(O,Ul,U1+U2,..., ZIUi,...>
i=

1 valészinlséggel csak véges sok tag maximuma, tehat

PW' <o) =1,
amildl kovetkezik, hogyF valodi eloszlasfuggvény. Osszefoglalva tehat, ha
E(S1) < E(T1), vagyis a kihasznaltsagi tényee
E(S)
E(Ty)

akkor a G/G/1 rendszerben varakozaséiidk |étezik hatareloszlasa{ah} Mar-
kov-lanc stabil.

p= <1
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4.8. Feladatok

4.1. feladat. Igazoljuk, hogy az M/M/1 sorra teljesil a Little-formula
(1.15. tétel)!

4.2. feladat. Igazoljuk a (4.3) egyenletet!

4.3. feladat. Egy (lzletbe egymas utan érkezasarlok érkezése kdzottiGdLO
perc varhato értékii exponencialis eloszlasu, és az éxidthasarlo fér el, a tébbi
az utcan all sorban. Mekkora az exponencialis eloszlasokjélasi id varhatoé
értéke, ha annak a valészintisége, hogy egy vasarlo azhkdzdha sorbanallast,
kisebb, min0.01?

4.4. feladat. Az el6z6 feladatban mekkora a kérdéses varhato érték, ha a 4 perc-
nél nagyobb késleltetés valdsziniisége kisebb, Qi

4.5. feladat. A 4.3. feladatban legyen az exponencialis eloszlasu lgsiasi idd
varhato értéke 5 perc. Mekkora az atlagos késleltetés?

o

4.6. feladat. Az elbz0 feladatban mekkora az atlagos késleltetés, ha a kisasigal
id6 a[4 perc6 perd intervallumban egyenletes eloszlasu?

4.7. feladat. Ellen6rizziik, hogy a (4.6) képled b(x) = pe™* (x > 0) esetén
visszakapjuk a (4.1) képletet!

4.8. feladat. Ellenbrizziik, hogy a (4.7) képletth az M/M/1 sorra visszakapjuk
az ott nyert képletet!

4.9. feladat. Igazoljuk a Little-formulat az M/G/1 sorra!
4.10. feladat. Igazoljuk a (4.11) egyenletet!
4.11. feladat. Igazoljuk a (4.12) egyenletet!

4.12. feladat. Oldjuk meg a (4.18) egyenletatx) = Ae ™™ (x > 0) esetén, és
ellendrizziik, hogy visszakapjuk az M/M/1 sor hatareloszlasat!

4.13. feladat. Egy M/M/1 tipusu rendszerben a szomszédos érkezésekdgaols
nak varhato értéke perc, a kiszolgalasi @lvarhato értéke pedfgperc. Mi annak
a valészinlisége, hogy a felhasznal6 késleltet®gercnél nagyobb?

4.14. feladat. Tegylk fel, hogy a vedk egyA intenzitasu Poisson-folyamat sze-
rint érkeznek az lizletbe. Végtelen sok kiszolgal6 van észokgalasi id expo-
nencialis eloszlasyi paraméterrel. Mutassuk meg, hogy-adik idépillanatban
az uzletben lév vewok szamaZ(t) egy szliletési-halalozasi folyamatot alkot. Bi-
zonyitsuk be, hog¥(t) stabil, és add meg(t) hatareloszlasat!
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Jelblések

valos szamok halmaza

a Kronecker-féle szimbélum, azaz 1,iha j, egyébként O
azavalés szam pozitiv része, azazhaa > 0, egyébként 0
azA esemény ellentettje (komplementere)

azA esemény indikatora, azaz 1, Adekdvetkezik,
egyébként 0

azA esemény val6szinlisége

az X valoszinliségi valtozé varhato értéke
sztochasztikus folyamat varhato6 érték-fiiggvénye

az X valoszinliségi valtozé szorasnégyzete

azX ésY valoszinliségi valtozok kovarianciaja
masodrend( folyamat kovariancia-fliggvénye

gyengén stacionarius folyamat kovariancia-fliggvénye
Markov-lanc allapottere

diszkrét idejli Markov-lanc egylépéses atmenetvaldsdg-
matrixa

folytonos idejli Markov-lanc atmenetvaldszinliség-immatr
folytonos ideji Markov-lanc ratamatrixa

egységmatrix

bizonyitas vége
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