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�

Φ(Rn) ; Φ(0) +
1

2

n∑

t=1

C(rt)

0$0



��
�/,/�
C(rt) =

\lV+C
u 9�� N

ψ � EF N∑

i=1

φ(ui) GH N∑

i=1

φ � � (ui)r
2
i,t .<�=?>@>BA�C 354 47\n;<62QR>^;<4

Φ(Rt)
69I ;l4BA<Qc\RH$a

Φ(Rt−1)
VU\n69IE8�| >7d�S2H.A �Y\R;<:E47H.A<47Q?1

|]:yVE\!�+�]4�H.TU;<>�69I
Φ(Rt) = Φ(Rt−1 + rt)

= Φ(Rt−1) + � Φ(Rt−1) � rt +
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

�����
ξ

ri,trj,t

� �O:E4BA<4
ξ
69\f\nH$Qc4�@(4BFB;<H.AO62I R N �

; Φ(Rt−1) +
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

�����
ξ

ri,trj,t

�_:U4GA<4 ;l:U4 69IE4  rV�>^S962;¤dOabH$S9S2H��_\-Trd�;<:E4 Z[Sb>^F��r�]47S9S$F7H$IE=E62;<62H$It1 �fH��J\n;lA<>�698$:r;labH.Al�s>^A<=
F!>^S9F7VESb>^;<62H$I�\n:UH��O\];<:U>^;

N∑

i=1

N∑

j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

�����
ξ

ri,trj,t

= ψ � � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑

i=1

N∑

j=1

φ � (ξi)φ � (ξj)ri,trj,t

+ ψ � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑

i=1

φ � � (ξi)r
2
i,t

= ψ � � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH EF
N∑

i=1

φ � (ξi)ri,t GH 2

+ψ � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑

i=1

φ � � (ξi)r
2
i,t

; ψ � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑

i=1

φ � � (ξi)r
2
i,t

� \l69IEF74
ψ
69\]F7H$IEF!>7@(4��

; C(rt)

�_:U4GA<4[>�;�;<:E4 Sb>�\n;�\n;<4GC¢�]4[VE\l47=¢;l:U4 =E4��UIE62;<69H$I�H$a
C(rt)

1'|s:rVE\!�^�]4 :U>!@(4}H.TE;�>�69IE47=
Φ(Rt)−Φ(Rt−1) ; C(rt)/2

1�|s:E4}CEA<HrH$a�69\ �UIU62\l:E47=uTydD\lVEQcQc69IE8 ;<:E69\t69IE4  yVU>�S262;¤d
abH.A
t = 1, . . . , n

1
2

|]:U4BH.A<47Q 0.190DF7>�IzT&4�VE\l47=?>�\fabH$S9S9H��O\71 Z}d`QcH$IEH.;<H$IE69F762;¤d�H$a
ψ
>�IE=

φ
�

ψ

�
φ

� QR>��
i=1,...,N

Ri,n ��� = ψ

� QR>��
i=1,...,N

φ(Ri,n) � ; ψ EF
N∑

i=1

φ(Ri,n) GH = Φ(Rn) .

0�L



�fH.;l4D;<:U>^;
ψ
69\_62Ir@(4BAl;l62TUS94�Trdz;<:E4¢=E4��UIE62;<62H$IzH$a ;<:E4uC&H.;l47Ir;<69>�S-abVUIEFB;l69H$I-1f��a

φ
69\

69I�@(4BAl;<6£T�S24�>�\f�]47S2S)�y;<:E47Iz�]4�8$4B;
QR>��

i=1,...,N
Ri,n ; φ−1

�
ψ−1

�
Φ(Rn) �
�

�_:U4GA<4
Φ(Rn)

69\`A<4BCUSb>�F74B= �_62;<: ;<:E45T&H$VEIE=�CEA<H�@y69=E47=�Tyd |s:E47H.A<4BQ 0.190.1 ��I
;<:E4 �EA<\n;�H$a};l:U4�;¤�]H�4G�E>�QeCUS94B\OT&47S9H�� �&:EH��]4B@(4BA��

φ
69\�IEH.;�69Ir@(4BAn;<62TUS94��->�IE= ;<:yVE\

QR>��
i=1,...,N Ri,n

62\s=E62Al47FB;<S2deQR> 	~H.Al6�
747=cVE\l69IE8�>¢abVEIUFG;<69H$IzH$a-;<:E4vT&H$VEIE=�CEA<H�@�69=E47=
Trdz|]:E47H.A<47Q 0.190.1

�O�U� �-�-� � ��)+��� � �¢�����U ��!���")$,U�(�)y�U�z���E����.)+���!�(
	kH$IE\l69=E4BA-;<:E4+( � K�� 8O�#"'37* K K�� ! $D3 �#"O� $ 1 *� $DC * � $+MF�EC $!�!*�&�� $DC�T >^\l47=¢H$Iu;l:U4 C&H.;<4BIr;<6b>^S

Φp(u) =

EF
N∑

i=1

(ui)
p
+ GH 2/p

= � u+ � 2p � C&H$S£d�IEH$Qc6b>�SEC&H.;<47I�;<6b>�S �
�_:U4GA<4

p � 2 1 �_4BA<4 u+

=U4BIUH.;l47\';<:E4]@(4BFB;<H.A}H$aUC&H$\n62;<62@(4 C�>^Al;l\ H$aE;<:E4]F7H$QeC&H$IE47I�;<\
H$a

u
1}|s:E4��]47698.;<:E\f>�\l\l628$IU4B=`;<Hq;<:E4D4G�yC&4BAl;l\O>^A<4�;<:E47IP8$6£@(47IzTyd

wi,t−1 = � Φp(Rt−1)i =
2(Ri,t−1)

p−1
+� (Rt−1)+ � p−2
p

>�IE=�;<:E4�abH.Al47F!>�\n;l4BA �Y\]CEA<47=E69FB;l69H$IE\f>�A<4 	~VE\n;];<:E4��]47698$:�;<47=`>!@(4GA�>�8$4�H$a�;<:E4�4G��Cm4BAl;<\
CEA<47=E69FG;<69H$IE\

/
pt =

N∑

i=1

EF
t−1∑

s=1

�
`(

/
ps, ys) − `(fi,s, ys) � GH p−1

+

fi,t

N∑

j=1

EF
t−1∑

s=1

�
`(

/
ps, ys) − `(fj,s, ys) � GH p−1

+

.

� �E�������)� ���?��� � �/����4 � ��
�0 � ��
� � ���/� ���5�������3� �
`

���I��� �#"$� % �(� ����� *-,.�/�0�,32 ��46���7�60��	� ��
�0 � ��� �30 � ���)" 0 � �B��� � �
[0, 1] � � 
�/���	� � , 0���� � ���/�@�/�����

y1, y2, . . . G - � � � ��� ��� 46�/� 0��	� � � , 0����
n � 1 � ��
� ,/� 2 ,/��� � �!��
� 
#����� ���	�4 ��0 �(��� � �/��2�
�� � � 0�"$��,�0 2��8� � ,/��� 0 �/� �/, � 0 ���(�(* ���

/
Ln −

Qc69I
i=1,...,N

Li,n ;�
 n(p− 1)N2/p .

0!X



|]:E69\�\l:EH��_\�;l:�>�;��-abH.A¢>�S2S
p � 2 �t;l:U4�C&4GAn¡�A<H$VEIE= Al478.A<4B;DF7H$Ir@(4GA<8$47\D;lH 
74GA<HP>^;D>

A�>�;<4
O

�
1/ � n � VUIE69abH.AlQcS2dqH�@(4BAs;<:E4vH$V+;<F7H$Qc4f\l4  yVE47IEF74D>�IE=R;<:E4v4G��C&4GAl;f>�=+@�69F74�1|]:E4OF�:UH$62F74
p = 2

dy6947S9=E\ >�C >�Al;<69F7VESb>�A<S2d�\l69QeCUS94f>�S98$H.Al62;<:EQ?1 	vIR;<:E4OH.;<:E4BAk:U>�IE=?�
;<:E4fF�:EH$69FB4

p = 2
S9I
N

� abH.A
N > 2

� ���_:E69F�:c>^CECEA<H���69QR>^;<4BS2d�Qc69IE69Qc6�
B47\�;<:E4_V+CEC&4BA
T&H$VEIE=?�+S94!>�=E\k;<H

/
Ln −

Qc69I
i=1,...,N

Li,n ; 
 ne(2 S9I N− 1)

dy6947S9=E69IE8q>q\n698$IE6 �UF!>�Ir;lS2d*T&4G;l;<4BAf=E4BC&47IE=E47IEF74uH$I`;<:E4DIrVUQ�T&4BA
N
H$a�4���C&4BAn;<\71<�=?>@>BA >BA��>B=?>������7=	��
 C�
 C N_CEC�S£d |]:E47H.A<47Q 0.190qVU\n69IE8z;<:E4�C&H$S£d�IEH$Qc6b>�StC&H�¡

;<4BIr;<6b>^S�1 |s:E47I
φ(x) = x

p
+

>�IE=
ψ(x) = x2/p �

x � 0 1 �zH.A<4BH�@(4BA
ψ � (x) =

2

px(p−2)/p

>�IE=
φ � � (x) = p(p− 1)xp−2

+ .

Z}d ��$S9=E4BA �Y\]69IE4  yVU>�S262;¤dA�
N∑

i=1

φ � � (ui)r
2
i,t = p(p− 1)

N∑

i=1

(ui)
p−2
+ r2i,t

; p(p− 1)

EF
N∑

i=1

�
(ui)

p−2
+ � p/(p−2) GH (p−2)/p EF

N∑

i=1

|ri,t|
p GH 2/p

.

|]:yVE\!�

ψ � EF N∑

i=1

φ(ui) GH N∑

i=1

φ � � (ui)r
2
i,t ; 2(p− 1)

EF
N∑

i=1

|ri,t|
p GH 2/p

>�IE=�;<:E4�FBH$IU=E62;l69H$IE\ H$a |]:E47H.A<47Q{0.190�>^Al4�\l>^;<69\ �U47=��O62;l:
C(rt) ; 2(p− 1) � rt � 2p 1xy69IEF74

Φp(0) = 0
� |s:E47H.A<4BQ 0.190���;lH$8$4B;<:E4BA¢�_62;<:5;<:E4*T&H$VEIE=E47=EIE47\l\�H$ak;<:E4eS9H$\l\

abVEIEFB;<69H$I`69QeCUS96947\};<:U>^;EF
N∑

i=1

(Ri,n)
p
+ GH 2/p

= Φp(Rn) ; (p− 1)

n∑

t=1

� rt � 2p ; n(p− 1)N2/p .

p�62I�>^S9S2dA�y\n69IEF74

/
Ln −

Qc69I
i=1,...,N

Li,n =
QR>��

i=1,...,N
Ri,n ; EF

N∑

i=1

(Ri,n)
p

+ GH 1/p

;<:E4�A<47\lVES2;fabH$S9S9H��O\B1
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Φp(u)

abH.A
N = 24G�yC&4BAl;l\s�_62;<:z4���C&H$IE47I�;<\

p = 2
>�IE=

p = 10
1

�e��� )y ������� 354�:U>7@(4�=U4���IE47= ;<:E4¢C&H$S2dyIEH$Qc6b>�S&C&H.;<47I�;<6b>�S�>�\
Φp(u) = � u+ � 2p�_:U62F�: F7H.AnA<47\nC&H$IE=E\O;<Hc;�>^�y69IE8

ψ(x) = x2/p 1 �f47F7>�S9S�;<:U>^; ψ =EHr47\vIEH.;v:U>7@(4�>^Ird
69I��UVE47IEF74_H$Ic;<:E4_CEA<4B=U62FB;<69H$I?�(62; H$IES2d*:U>�\ >DAlH$S94_69Ic;<:E4v>^I�>^S2d�\l62\71'|]:U4fC >�Al;<69F7VESb>�A
abH.A<Q >�IU>�S2d�
747=e:E4BA<4_69\}F�:EH$\l47IcTrdeF7H$I�@(47IE6947IEF74fTUV+;[;l:U4GA<4O>^Al4_H.;<:E4BA}C&H$\l\l62TU69S262;<6947\
S947>�=E69IE8f;<HO\n69Qc69Sb>^A-A<4B\lVES2;<\71'p+H.A'4��E>�QeCUS94���H$IE4 QR>7d¢>�A<8$VE4};<:U>^;�62; 69\�QcH.A<4[IU>^;<V+A�>^S
;<Hv;�>��(4

ψ(x) = x1/p �O:E69F�:�S24!>�=E\ ;<H�;<:E4]CmH.;<47Ir;l6b>�SyabVEIEFB;<62H$I Φ(u) = � u+ � p 1 354S947>!@(4�6£;�>�\�>�I 4G��4BA<F769\n4�;lHR�]H.An�PH$V+;�>�T&H$VEIE= \n69Qc69Sb>^A];<He;l:�>�;vH$a 	kH.A<H$S9S9>^Ald 0.190
T�>�\l4B=PH$Iz;<:E69\]F�:EH$69F74.1

_#m%'���-��������)+�����5�u�����U ��!��� )$,U�(�)��E�P���E��r�.)��G�!�(
	vV+A¢\l47FBH$IU=�QR>^69I 4��E>�QeCUS94�69\�;<:E4$6@ ( �#8O$48O�737* K K � ! $43 �#"O� $!1 *� $DC * � $ MF�EC $!�!*�&�� $DC
T�>�\l4B=PH$Iz;<:E4�C&H.;<47I�;<6b>�S

Φη(u) =
1

η

S9I
EF

N∑

i=1

eηui GH � 4G�yC&H$IE47Ir;<69>�SmC&H.;<47I�;<6b>�S �
�_:U4GA<4

η
69\¢>zC&H$\n62;<62@(4qC >�A�>�Qc4B;<4GA!1z��I�;<:E69\uF!>�\l4�� ;l:U4��]47698.;<:E\�>�\n\l698$IE47=�;<HP;<:E4

4G�yC&4BAl;l\_>^Al4uH$a�;l:U4�abH.A<Q

wi,t−1 = � Φη(Rt−1)i =
eηRi,t−1

∑N
j=1 e

ηRj,t−1

>�IE=z;l:U4��]47698$:�;<47=z>!@(4GA�>�8$4uabH.Al47F!>�\n;l4BAO\l62QeC�S26 �U47\[;<H

/
pt =

∑N

i=1

4G��C �
η
� /
Lt−1 − Li,t−1 �
� fi,t

∑N
j=1

4G�yC �
η
� /
Lt−1 − Lj,t−1 �
� =

∑N

i=1 e
−ηLi,t−1fi,t∑N

j=1 e
−ηLj,t−1

.
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p�628$VEAl4�0.1MX � � S9H.;<\eH$aO;l:U4z4G��C&H$IE47I�;<6b>�SsC&H.;<47I�;<6b>�SsabVEIEFB;<69H$I
Φη(u)

abH.A
N = 24G�yC&4BAl;l\s�_62;<:

η = 0.5
>^IU=

η = 2
1

|]:U4�T&4!>�V+;¤d"H$a_;<:E4z4G�yC&H$IE47Ir;l6b>�S9S2d��]4B698$:r;<4B=�>7@(4BA�>�8$4`abH.A<47F!>�\~;<4BAc69\q;<:U>^;�62;
H$IES2d�=E4BC&47IE=E\�H$I¢;l:U4 C�>�\n;�Cm4BA<abH.A<QR>�IEF74 H$ay;<:E4}4G��C&4GAl;<\!���_:E4BA<4!>�\t;<:E4}CEA<47=E69FG;<69H$IE\
QR>�=E4}VU\n69IE8OH.;<:E4BA 8$47IE4BA�>^SrC&H.;<4BIr;<6b>^S9\�=E4BC&4BIU=�H$I�;<:E4 C�>�\n; CEA<4B=U62FB;<69H$IE\ /

ps

�
s < t

�
>�\s�]47S9S�1]p+V+Al;<:E4BAlQcH.A<4��+;<:E4D�]47628$:r;<\s;<:U>^;_;<:E4DabH.A<47F!>�\~;<4BA�>�\l\n698$IE\f;<H*;l:U4D4G��Cm4BAl;<\
>^Al4cF7H$QeCUVE;<>^TUS94�62I >z\n69QeCUS94*69IEFBAl47Qc47Ir;<>�S �s>7d �*S94B;

w1,t−1, . . . , wN,t−1

T&4e;<:E4
�]47628$:r;<\�VE\l47= >^;�A<H$VEIU=

t
;lH�F7H$QeCUV+;<4?;<:E4 CEA<47=E69FB;l69H$I /

pt =
∑N

i=1wi,t−1fi,t
1

|]:E47I?��>^\fH$IE4�F!>�IP4!>^\l69S2dc@(4BAl69a9dA�

wi,t =
wi,t−1e

−η`(fi,t,yt)

∑N
j=1wj,t−1e−η`(fj,t−1,yt)

.
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`
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�0 ����� �30 � ���'" 0 � �B��� �(�

[0, 1] ��� � , 0����
n

0��	�
η > 0

� 0��	�� � ,60 �(�
y1, . . . , yn G - � ��
� ,/��2 ,���� � � ��
� � % 
� ���/�7����0 � � � � ��� 2�
�� � � 0�" �/,�0 2��� � ,/��� 0 �/� �/, � 0 ���(�(* ���

/
Ln −

Qc69I
i=1,...,N

Li,n ; S9I
N

η
+
nη

2
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 2 S9I N/n 1 ��Iq;<:E69\'F!>�\l4;<:E4qV+CUCm4BA�T&H$VEIU= T&47F7H$Qc4B\ � 2n S2I N �t�_:E69F�: 69\�\lS9628$:r;<S2d`T&4B;l;l4BAD;l:�>^I ;<:E4�T&47\n;

0!w



T&H$VEIE=R�]4�H.TE;�>^69IE47=RVU\n69IE8
φ(x) = x

p
+

�O62;<:
p = 2

S9I
N
1 ��I�;<:E4vIU4���;s\l47FB;l69H$I`�]4

69QeCEA<H�@(4[;<:E4 T&H$VEIE=qH$a 	kH.A<H$S9Sb>�Aldc0.1MLOTrd�>v=E62A<47FB; >^I�>^S2d�\l62\71 |]:E4s=E69\l>�=+@.>�I�;�>�8$4kH$a
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η
A<4  rVU6£A<47\

�yIUH��OS247=E8$4fH$am;<:E4O:EH.A<6 
7H$I
n
69IR>�=+@�>�IEF74.1 ��Ic;<:E4_IE4G��;[; �]Hu\l47FB;<62H$IU\ �]4O=E47\lFBAl62T&4
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F7VEQqVESb>^;<62@(4_S9H$\l\ /

L
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w1,0, . . . , wN,0 > 0
�+=E4��UIE47=?�EabH.Av>�S2S

t = 1, 2, . . .
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t = 1, . . . , n

i�W



�EA<\n;
Xt G {0, 1}

69\f=EA<>!�_I?\lHe;<:U>^;
Xt = 1

�O62;<:`CUAlH.T >�T�62S962;¤d
fI,t
1s|s:E47I

Yt

69\f\l4B;
;<H
Xt

�_62;<:PCEA<H.T�>^TU69S962;¤d
β
>�IE= 69\O\l4B;v;lH

1 − Xt

�O6£;<:PCEA<H.T�>^TU69S962;¤d
1 − β

���O:E4BA<4
β = 1/(1 + e−η)

1�xy:EH���;<:U>^;�;<:E4qabH.A<47F!>^\n;<4BAD�]47698$:r;l\
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:�>^\fT&474BI?=EA<>!�_IP8$62@(47IP;l:�>�;f;<:E4D\l4  yVE47IEF74

y1, . . . , yt−1
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1 ��I`C&4GA<69Hr=
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2m �O62;<:DC >�A�>�Qc4B;<4GA
ηm = 
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��>^\k\l:EH��_IRTrd
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;<4GA<6�
!>^;l69H$I�H$a Qc6£�+>^TU69S962;¤d�69I�;<:E4]TU69IU>^And�F!>�\l4.1 |]:E4sCEA<4B=U62FB;<62@(4kF7H$QeCUS94��+62;¤d¢abH.A ;<:E4
S9H$8(>�A<62;<:EQc69F�S9H$\l\�69\�4  rVE62@.>^S947Ir;v;lH �-4B@y69I �Y\v@(4BA<\l62H$I H$a �sH$S9QcH$8$H.A<H�@PFBH$QeC�S24G�+62;¤dA�
\l4B4 � @(H$I+��62I >�IE= �t4G@�69I �YX(L�i ��1 ��I";<:E69\¢\n47IE\l4��}CEA<4B=U62FB;<62@(4cF7H$QeCUS94��+62;¤d QR>!d T&4
@y694B�]47=?>^\_>�8$47IE4BA�>�S26�
!>^;<62H$I�H$a �sH$S9QcH$8$H.A<H�@cF7H$QeCUS94��+62;¤d(1

|]:U4BH.A<47Q Ly1Yw 69\q=EVU4`;<H �O>^VU\n\lS94BA�� �v6£@�69IE47I?�k>�IE=�35>^A<QqVE;l: �20�o�i ��1���I�;<:E4
\<>^Qc4�C�>^C&4GA��[;<:E4Bd >�S9\lH CEA<H�@(4P> S9H��]4BAqT&H$VEIU=�;l:�>�;�� >�\~d�QeCE;<H.;<69F7>�S9S2d abH.AeT&H.;<:
N,n → ∞

��QR>^;<F�:E47\D;<:E4eV+CEC&4BAuT&H$VEIU=
c`

S9I
N
abH.A�>�I�d5Qc6£�+>^TUS94�S9H$\l\

`
1z|]:E69\
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>�IE=�3�>^A<QqV+;<: �Mo.� ��1 xy69Qc69Sb>�A A<47\nVUS£;<\�abH.A�H.;<:E4BA�S9H$\l\tabVEIUFG;<69H$IE\t>^CEC&4!>^A�69I �_>�VE\l\lS94BA!�
�O62@y69IE47I?� >�IE=�3�>^AlQ�V+;<: �£0�o�i���1z�zH.A<4c8$47IE4BA�>^S[S9H��]4BA¢T&H$VEIE=E\uabH.A�;<:E4c>�T�\nH$S9V+;<4
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p�628$VEAl4¢Ly1Yw �[|]:E4 �_4BS9S969IE8$4BA]S9H$\n\71
����� � � ����� � � � �
_#m����$���B�z�#����	kH$IE\l69=E4BAk;<:E4�abH$S9S9H��f¡�;<:E4G¡�T&4B\n;n¡ 4���C&4BAn;kabH.A<47F!>^\n;<4BAf\n;<VE=E6947=�69Izxy47FG¡
;<62H$I*Ly1MLy1�NO\n\lVEQc4[;<:U>^; <

=
-�69\'>OFBH$Ir@(4G�q\lV+TU\l4B; H$aU>_;<H.C&H$S2H$8$69F!>�S$@(47FB;lH.A}\~C >^F74.1

NO\n\lVEQc4q;<:U>^;�;<:E4*\n4  yVE47IEF74cH$a H$V+;<FBH$Qc47\D62\u\lVEF�:�;<:U>^;uS269Q
n→∞

1
n

∑n

t=1 yt = yabH.A�\lH$Qc4
y G -�1v� \n;�>^TUS969\n:P�]4!>^�P8$4BIU4GA�>�S F7H$IE=E62;<62H$IU\s;<:U>^;v8$VU>^A�>^Ir;<474D;<:U>^;O;<:E4

C&4GAfA<H$VEIE=zA<4B8.A<4B;fH$a�;<:E4DabH.Al47F!>�\n;l4BAOF7H$I�@(4BA<8$47\s;<H 
B4BA<H+1
_#m����$���B�z�#�£� �-4B;N-

=
<

= [0, 1]
>^IU=zF7H$IE\l69=E4BAs;<:E4 � $ K K 3 8 � $DC K �#&L&

`(z, y) =
1

2

� �
� x − � y � 2

+

�
� 1− x− 
 1− y � 2 �� \n4745p�628$VEAl45Ly1Yw��G1 ��4G;<4BA<Qc69IE4P;<:E4 @.>^S9VE47\`H$a
η
abH.Az�_:E69F�: ;<:E4 abVUIEFB;l69H$I

F(z)=E4��UIE47=P69Iz|s:E47H.Al47Q Ly1MLq69\]F7H$IEF!>7@(4.1
_#m����$���B�z�#� � �-4B; -

=
< T&4�;<:E4uF7S2H$\l47=PT�>�S9S-H$a A�>�=E69VE\

r > 0
��FB47Ir;<4GA<47= >^;_;l:U4

H.A<628$69Ie69I R d >�IE=cF7H$IE\l62=U4GA ;<:E4OS9H$\l\ `(z,y) = � z−y � 2 � �O:E4BA<4 � � � =U4BIUH.;l47\[;<:E447VEF7S269=E4!>�I�IUH.AlQ 69I R d ��1[xy:EH���;<:U>^;
F(z)

H$a |]:U4BH.A<47Q Ly1 L�69\kF7H$IEF!>7@(4��O:E47IE4B@(4BA
η ; 1/(8r2) 1
_#m����$���B�z�#� � xy:EH���;<:U>^;v69a abH.AD>

y G -	;<:E4qabVEIEFB;<62H$I
F(z) = e−η`(z,y) 69\�F7H$I�¡

F!>7@(4��E;<:E47I
`(z, y)

69\f>qF7H$I�@(4G�zabVUIEFB;l69H$IPH$a
z
1
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_#m����$���B�z�#�£��xy:EH�� ;<:U>^;]69at>�S9H$\l\kabVEIEFB;<69H$I�69\k4G�yC+¡ F7H$IEF!>7@(4�abH.A_>¢FB4BAl;�>�62I�@�>�S9VE4
H$a
η > 0

��;l:U4BIP62;f69\s>�S9\lH�4G��C+¡ FBH$IUF7>!@(4DabH.Av>�I�d
η �2G (0, η)

1
_#m����$���B�z�#�£/ ��I F7Sb>^\l\l6 �UF!>^;l69H$I CEA<H.TUS947Qc\ �O@.>^Al69H$VE\z@(4BA<\l62H$IU\zH$a�;l:U4 \lH�¡ F!>^S9S947="23 8 � $ K �#&6&�:U>7@(4qTm4747I5VE\l47=-1�| dyCU69F!>�S2S2dA�O-

= {−, 1}
�O<

= [−1, 1]
�&>�IE= ;<:E4qS2H$\l\

abVEIEFB;<69H$I*:�>^\[;<:E4_abH.A<Q
`(

/
p, y) = c(−y

/
p)
�_:U4GA<4

c
69\[>DIUH$IEIE478(>^;l62@(4��(69IEFBA<4!>^\l69IE8��

>�IE=qF7H$Ir@(4�� �!�#&!�?M ��8O�#�F3 �#8t1 ��4GA<62@(4]F7H$IE=E62;<69H$IE\ abH.A
c
>�IE=q;l:U4kC�>^A�>^Qc4B;<4BA

η
VUIE=E4BA

�_:U62F�:�;<:E4D:E69IE8$4�S9H$\l\]69\s4G��C+¡�F7H$IEF!>7@(4.1
_#m����$���B�z�#��� � � � � �> �
� � � � = ��� = � �6A >@= ��� < �> � � � 
 � ��>�� � � ��C � 	kH$IE\l69=E4BA
;<:E4�=E69\lF7H$VEIr;l47=zA<478.Al4B;

ρi,n =

n∑

t=1

βn−t

�
`(

/
pt, yt) − `(fi,t, yt) �

=E4��UIE47=q69Iexy4BFB;<69H$I�0.190$0 �_:U4GA<4
1 = β0 � β1 � ����� 69\ >OIEH$I�¡ 62IUFGA<4!>�\l62IU8_\l4  yVE47IEF74H$at=E69\lF7H$VEIr;sa�>�FG;<H.A<\71 NO\l\lVEQc4O;<:U>^;];<:E4�S9H$\l\]abVEIEFB;<69H$I

`
69\k4G��C+¡�F7H$IEF!>7@(4uabH.Af\lH$Qc4

η > 0
>^IU=cFBH$IU\n69=E4BA[;<:E4f=U62\lF7H$VEIr;<4B=e4G��CmH$IU4BIr;<6b>^S9S2d��]47698$:�;<47=c>7@(4BA<>�8$4OabH.A<47F7>�\n;<4BA

/
pt =

∑N

i=1 fi,t
4G��C �

−η
∑t−1

s=1 βn−s`(fi,s, ys) �
∑N

j=1

4G��C �
−η
∑t−1

s=1 βn−s`(fj,s, ys) � .

xy:EH�� ;l:�>�;s;l:U4D>7@(4BA�>�8$4D=E69\lF7H$VEIr;l47=zA<478.Al4B;_62\sT&H$VEIE=E47=`Trd

QR>��
i=1,...,N

∑n

t=1 βn−tri,t∑n
t=1 βn−t

; S9I
N

η
∑n

t=1 βn−t

.

��I?C�>^Al;<62F7VESb>^A��E\l:EH�� ;<:U>^;O;l:U4¢>!@(4GA�>�8$4�=E69\lF7H$VEI�;<47=?A<478.A<4G;v69\
o(1)

69a >�IE= H$IUS£dz69a
∑∞

t=0 βt =∞
1

_#m����$���B�z�#� ��xy:EH���;<:U>^;k;<:E4�8.A<4747=+d�abH.A<47F!>^\n;<4BA]T�>�\l47=zH$I'S���FG;<62;<69H$VE\ CUSb>7d U_=E4G¡
�UIE47=�>^;';<:E4 T&478$69IEIE69IE8OH$a xy47FB;<62H$IeLy1jiv=UHr47\ IEH.; 8$V�>�A�>�Ir;l474 ;<:U>^;

n−1 QR>��
i � N Ri,nF7H$I�@(4BA<8$4q;<H 
74BAlH?>�\

n → ∞
abH.Au>�S9S H$V+;<F7H$Qc4�\l4  rVE47IEF747\71 � 358O���D��;u\lV �*F747\u;<H

F7H$IE\l62=U4GA�;<:E4 \l62QeC�S24 4��E>�QeCUS94 �O:E47I>-
=

<
= [0, 1], `(

/
p, y) = |

/
p−y|

>�IE=
N = 2

1
_#m����$���B�z�#� ��xy:EH���;<:U>^;�abH.A -

= {0, 1}
�O<

= [0, 1]
>�IE= ;<:E4qS9H$8(>^A<62;l:UQc62FDS9H$\n\

abVEIEFB;<69H$I?��;l:U4[8.A<4747=+d�abH.A<4BF!>�\n;<4GA T�>�\n47=�H$I�;<:E4k4G�yC&H$IE47Ir;l6b>�S(C&H.;<47I�;<6b>�S��O62;<:
η = 169\ 	 VE\n;f;l:U4�4G�yC&H$IE47Ir;<69>�S9S2d��]47698$:r;l47=?>7@(4BA�>�8$4�abH.A<47F7>�\n;<4BA � >�S9\lH��O6£;<:

η = 1
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_#m����$���B�z�#��� � xy:EH���;l:�>�;
µ(η) � 1 abH.A >^S9S.S9H$\l\-abVEIEFB;<69H$IE\ ` H$I < PB-�\<>^;<69\na9d�69IE8 �� 0��];<:E4BA<4�4G�+62\n;<\

p G < \lVEF�: ;<:U>^;
`(p, y) < ∞

abH.AD>�S9S
y G ->� � L
�s;<:E4BA<4�4G��69\n;<\

IEH
p G < \lVEF�:P;<:U>^;

`(p, y) = 0
abH.Av>�S9S

y G - � � H�@r� �YX$�$w � ��1
_#m����$���B�z�#���E��xy:EH�� ;<:E4�abH$S9S9H��O69IE8 � �-4B;

C � R 2 T&4D>qFBVEAn@(4D�O6£;<:�C�>^A<>�Qc4B;lA<62F
4  rVU>^;<69H$IE\

x = x(t)
>^IU=

y = y(t)
�_:U62F�:P>^A<4u;¤�O62F74u=E6  4BA<47I�;<6b>^TUS94�abVEIEFB;<69H$IE\71]��a

;<:E4BAl4q4��+69\n;l\D>*;¤�_69F74�=E6 m4GA<47Ir;l6b>^TUS94¢abVEIEFB;<69H$I
h
\lVEF�: ;<:U>^;

y(t) = h(x(t))
abH.A

t69I`\lH$Qc4�H.C&47IP62Ir;<4BAn@.>�SF��;<:E47I

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

>�IE= d2y

dx2
=

d
dt

dy
dx

dx
dt

.

_#m����$���B�z�#����� 	k:U4BF���;l:�>�; abH.A ;l:U4]\  rVU>^A<4]S9H$\l\
`(p, y) = (p−y)2 � p, y G [0, 1]

�
;<:E4�abVEIUFG;<69H$I � Ly1Yi�� 69\sF7H$IEF!>7@(4u69I

y
69a
η ; 1/2 � � H�@r� �YX$�+0 � �G1

_#m����$���B�z�#����� �'A<H�@(4`;<:U>^;qabH.A*;<:E4z\  yVU>^A<4`S9H$\l\�;<:E4BA<4z62\�IEH abVEIEFB;<62H$I
g
\lVEF�:

;<:U>^;f;<:E4DCEA<47=E69FG;<69H$I /
p = g

� ∑N

i=1 fiqi � \l>^;<69\ �U47\ � Ly1MX�� �O62;l:
c = 1

1 � 3 8 ��� 	]H$I�¡
\l62=U4GA

N = 2
>�IE= �UIE=

f1, f2, q1, q2

>�IE=
f �1, f �2, q �1, q �2 \lVEF�:�;<:U>^; f1q1 + f2q2 =

f �1q �1+f �2q �2 T�V+;�C�S2VU8$8$62IU8];<:E47\l4}@.>�S2VU4B\�69I � Ly1YX��&dy6947S9=E\�>fF7H$I�;lA�>�=E69FB;l69H$I � �_>�VE\l\lS94BA!�
�O62@y69IE47I?�E>�IE=`3�>�A<Q�V+;<: �20�o�i � �G1
_#m����$���B�z�#����� �'A<H�@(4�;<:U>^;qabH.A�;l:U4`>^TU\lH$S9V+;<4RS9H$\n\�;l:U4GA<4z69\�IEH abVEIEFB;<62H$I

g
abH.A

�_:U62F�:c;<:E4OCEA<47=E69FG;<69H$I/
p = g

� ∑N

i=1 fiqi � \<>^;l69\ �U47\ � Ly1Mo
� �O:E4BAl4 µ(η)
69\ ;<:E4vQc6£�r¡

>^TU69S262;¤d?F7V+Al@(4cabH.Au;l:U4*>^TU\lH$S9V+;<4qS9H$\l\71 �N3 8O����xy4G;
η = 1

>�IE=�abH$S9S9H���;<:E4*:E69I�;¢69I
� �+4BAlF769\l4¢Ly190!X � �O>�VE\l\lS24BA�� �O62@�62IU4BIJ�E>^IU=`3�>^A<QqV+;<: �20�o�i � �G1
_#m����$���B�z�#����� �'A<H�@(4�;<:U>^;q;<:E4`Qc6£�+>^TU69S962;¤d F7V+Al@(4PabH.Aq;<:E4P>^TU\lH$S2VE;l4�S2H$\l\q�_62;<:
TU69IU>^Ald H$V+;<FBH$Qc47\�69\u>^S9\lHR;<:E4�Qc6£�+>^TU69S962;¤d�abVEIEFB;<69H$I5abH.A�;<:E4qF!>�\l4q�O:E47I ;<:E4qH$V+;n¡
F7H$Qc4_\nC�>�F74v69\

[0, 1]
� �O>�VE\l\lS94GA����O62@y69IE47I?��>�IE=c3�>^AlQ�V+;<: �£0�o�i�� �G1��*�CD823 8 ��� |s:E69\

4G��4BA<F762\l4u69\sIEH.;s4!>�\nd(1
_#m����$���B�z�#����/ p�69IE=�;<:E4PQc6 �E>^TU69S96£; d F7V+Al@(4PabH.Ae;l:U4zabH$S9S9H��O69IE8 S9H$\l\ �%< 62\�;<:E4
CEA<H.T�>^TU69S96£; dJ\n69QeCUS94G��69I R N � -

= [0, 1]N
�]>�IE=

`(
/
p, y) =

/
p � y

� � H�@y� �jX$�$w � ��1
�*�CD823 8 ���}|]:E69\s4G�+4BAlF769\l4D69\]IUH.;f4!>�\~d(1
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|]:E4zA<47\lVES2;l\cH$a 	k:U>^CE;<4BA 0PFGA<VEF76b>�S9S£d"TUVE69S9=�H$I�;<:E4?>�\n\lVEQeCU;l69H$I ;<:U>^;e;l:U4zS9H$\l\
abVEIEFB;<69H$I

`
69\OF7H$I�@(4G� 69I?62;l\ �EA<\n;�>^Al8$VUQc4BIr;!1k3�:E69S94D;l:U62\O>�\l\nVUQeCE;<62H$IP69\OIU>^;<V+A�>^S

69I`QR>�Ird�>�CUCUS962F!>^;<69H$IE\!�r62;s69\sIUH.;s\<>�;<69\ �U47=P62Iz\lH$Qc4�69QeC&H.An;�>�Ir; 4G�E>�QeCUS94B\71
	vIU4 \lVEF�: 4G�+>�QeCUS94 69\`;<:E4 F!>�\l4 �_:E47I T&H.;<: ;<:E45=E47FB69\l69H$I \~C >^F74�>�IE= ;<:E4

H$V+;<F7H$Qc4�\nC�>�F74P>^A<4
{0, 1}

>�IE=�;<:E4zS2H$\l\eabVEIEFB;<69H$I�69\
`(p, y) = 	 {p �=y}

1���I�;<:E69\
F!>^\l4z62;q69\�F7S24!>^Aq;<:U>^;qabH.Ac>�I�d"=E4B;l4BA<Qc69IE69\n;l69Fe\n;lA<>^;<478.d�H$af;l:U4�abH.A<47F7>�\n;<4BA!� ;<:E4BA<4
4G��69\n;<\D>�I5H$V+;<FBH$Qc4�\l4  yVE47IEF74

yn = (y1, . . . , yn)
\nVUF�:5;<:U>^;�;<:E4qabH.A<47F!>^\n;<4BAu4BAlA<\

>^;_4B@(4BAld \n69IE8$S94D;<62Qc4D69IE\n;<>�Ir;��E;<:U>^;_69\!� /
Ln = n

1_|s:rVE\!�m4G��F74BCE;vabH.Av;lA<6£@�6b>�S-F!>^\l47\!�
62;}69\ 69QeC&H$\l\n62TUS94 ;<H¢>^F�:E694G@(4f;<:U>^; /

Ln −
Qc69I

i=1,...,N Li,n = o(n)
VEIE69abH.A<QcS2d�H�@(4BA]>^S9S

H$V+;<F7H$Qc4�\l4� yVE47IEF747\71sp+H.Af4G�E>�QeCUS94,�+69a
N = 2

>^IU=`;<:E4D;¤�]H*4G�yC&4BAl;l\ �UCEA<4B=U62FB;<69H$IE\
>^Al4

f1,t = 0
>�IE=

f2,t = 1
abH.Aq>^S9S

t
��;<:E47I�Qc69I
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IEH$I�¡ H.TUS962@y69H$VE\fH.CEC&H$IE47I�;<\71_|�He�(474BC ;<:E4¢IEH.;�>^;<69H$I?FBH$:U4GA<47Ir;!�m69I?;<:E69\O\l4BFB;<69H$I?�]4
F7H$I�;<69IrVU4�VE\l69IE8�S9H��]4BAn¡ F7>�\l4

yt

;lH`=E47IEH.;<4�;<:E4�H$V+;<FBH$Qc47\!�mTUV+;D�]4��(474BC�62I Qc69IE=
;<:U>^;

yt

69\s>�A<>�IE=UH$Q @�>^A<6b>�T�S24��+Qc4!>�\lV+A�>�T�S24O�O62;<:�A<47\nCm47FB;s;<H
U1, . . . , Ut−1

1
|]:E4 �EA<\~;]\n;<4BCzH$a�\l:EH��O69IE8�;<:E4v4G��69\n;<47IEF74�H$a�>u�]47S9S£¡�F!>�S962TEA�>�;<47=eA�>�IE=EH$Qc6�
74B=cabH.A<4G¡
F!>^\n;<4BA�69\�IEH.;<69IE8?;<:U>^;q62;�\lV �eF74B\�;<H F7H$IE\n;lA<VEFB;

ε
¡ F!>�S262TEA�>^;<47=�abH.A<47F7>�\n;<4BAl\71�|s:E69\

H.TU\l4BAn@.>^;l69H$I*QR>7d�T&4]CEA<H�@(4B=*Tyd*>v\l69QeCUS94]>^CECUS969F!>�;<69H$I�H$am>�=EH$VETUS962IU8O;nA<69F<���O:EH$\l4
=E4B;�>^69S9\]>^A<4DS947a9;f>�\_>�IP4G��4BA<F769\n4.1

 ��� � ) ��2� � � 
 
#��� � � � , � 0?��


ε > 0
��
�/,/� ����0)� � ,�����0 ��� �/, ��
�0 � ���

ε
�� 0 � � �,�0 � � �1� � , 0 �(� 
#���/��� .��� � �����B�/�����/� � ��� �� ��� 46��� � � 
�/� 0 � ��� � � ��0 � � �,�0 � � �� � ,/��� 0 �/� �/, ��0�� /� ��� �7�/��,��@�/� � � �
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|�HDF7H$IE\n;lA<VEFB; >�I
ε
¡ F!>�S262TEA�>^;<4B=*abH.A<47F7>�\n;<4BA abH.Ak> �+��47=*C&H$\l6£;<62@(4

ε
��62;[62\}F7S24!>^A<S2dq\lVEa2¡

�UF7694BIr; ;<HuF7H$IE\l62=U4GA \n;lA<>^;<478$694B\ �_:UH$\n4fCEA<47=E69FB;l69H$IE\[>^Al4sA<4B\n;lA<69FG;<47=e;<H�>�\lV �eFB6947Ir;lS2d
�UIE4[8.A<62=¢H$a�;<:E4[VEIE62;�69Ir;<4GAl@.>^S

[0, 1]
1���I¢;<:E4[\l4  rVE47Sy�]4[FBH$IU\n69=E4BA abH.A<4BF!>�\n;<4GA<\ �O:EH$\l4

CEA<47=E69FG;<69H$Ic;�>^�(47\ ;l:U4�abH.A<Q
qt = It/N

�y�_:E4BA<4
N
69\s> �+�+4B=�C&H$\n62;<62@(4O62Ir;<478$4GAs>�IE=

It
;�>��(47\�62;<\¢@�>�S9VE47\�a9A<H$Q ;<:E4c\l4B;

{0, 1, . . . , N}
1 Nk;�4!>^F�:�;<69Qc4e62IU\~;�>�IEF74

t
� ;l:U4

abH.A<4BF!>�\n;<4GAv=E4B;<4BA<Qc62IU4B\f>�CEA<H.T�>^TU69S962;¤dc=E69\~;lA<62TUV+;<69H$I
pt = (p0,t, . . . , pN,t)

>^IU=z\l4G¡
S94BFB;<\O:E69\_CEA<4B=U62FB;<69H$I

It
A<>�IE=UH$QcS£d�>�F7F7H.A<=E69IE8e;<He;l:U62\_=E69\n;lAl62TUVE;l69H$I-1f|]:E4  yVU>�S262;¤d

H$a \nVUF�:J>cCEA<47=E69FB;<H.A�QR>7d T&4�>�\l\l47\n\l47=�Tyd Qc4!>�IE\�H$a[;<:E4q=U62\lFBA<4B;l6�
747= @(4GA<\l69H$I�H$a
;<:E4�abVEIUFG;<69H$I

ρn

=E4��UIE47=?>^\

ρn(i/N) =

∑n
t=1 yt 	 {It=i}∑n

s=1 	 {Is=i}

abH.A
i = 0, 1, . . . , N.

�v4��UIE4�;l:U4  yVU>�I�;<62;¤d
Cn

�EH$a9;<4BIPF!>�S9S247=`;<:E4 � CD37$DCN& �!�EC $E� >^\

Cn =

N∑

i=0

�
ρn(i/N) −

i

N � 2
EF
1

n

n∑

t=1

	 {It=i} GH .

|]:E4�IE4G�y;s\l69QeCUS94OS94BQcQR>�\l:EH��O\];<:U>^;]62;]69\]47IEH$VE8$:R;<H�QR>��(4v\lV+A<4�;l:�>�;k;<:E4uZ}Al694BA
\lFBH.A<4cA<47QR>�69IE\D\lQR>�S9S}>�\ndyQeCU;lH.;<69F!>�S2S2d(1�|s:E4eA<H$V+;<69IE4*CEA<HrH$a]69\�>�8(>�62I�S247a9;¢;<H?;<:E4
A<47>�=E4BA!1

 ��� � ) �� �������

ε > 0
/�8* % � � 0��	� 0 �/����4 ����
�0 �

(N+ 1)/N2 > 1/ε2 � ���!0
���(� �/,/����� � � � � � ,/����0 �/� �/,!�(�	���@��
 ��
�0 �

S969Q�\lV+C
n→∞

Cn ; N+ 1

N2

0 � 46���/� ����,���� �
��
�/� ��
� � � ,/��� 0 �/� �/,!���!0 � 46���/� ����,/�/� �

ε
����0 � � /,�0 � � � �

N]F7F7H.Al=U62IU8`;<H �-47QcQR>�\�X�1 Lz>^IU=JX�1YX ��;<HPCEA<H�@(4*;<:E4e4��+69\n;l47IEF74eH$a]>�A<>�IE=UH$Qc6 
747=
abH.A<4BF!>�\n;<4GAe;<:U>^;e62\q�]47S2SfF!>^S962TEA�>^;<4B=�abH.Ac>�S2SsC&H$\n\l62TUS94�\l4  yVE47IEF74B\cH$avH$VE;lF7H$Qc47\q62;
\lV �*F747\�;<H?4G��:U6£T�6£;�� abH.A�4!>�F�: �+�+47=

N
� >S =E69\lFBA<4G;<6�
747= U*abH.A<47F!>^\n;<4BA

It
\nVUF�:�;<:U>^;

S962Q \lV+C
n→∞Cn ; (N + 1)/N2 >�S9QcH$\n;f\lV+A<47S£d(1�xyVEF�: >*abH.A<47F7>�\n;<4BA�QR>7d�T&4�F7H$I�¡

\n;nA<VEFB;<47=�Tyd�> \l62QeC�S24`>�CUCUS962F!>^;<69H$I�H$aO;<:E4z;<4BF�:EIE6� rVU4B\e\l:EH��_I�69I�;<:E4`CEA<4G@�69H$VE\
F�:U>^CE;<4BA!1}|�H�;<:E69\s47IE=J�E=E4��UIE4u>�S9H$\l\sabVEIEFB;<69H$I�Tyd

`(i, yt) =

�
yt −

i

N � 2

, i = 0, 1, . . . , N .
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|]:E47I?� TydP;l:U4¢Al47\lVES2;<\vH$a}xy47FB;l69H$I X�1ji�� H$IE4�QR>7dP=E4��UIE4�>*abH.A<47F7>�\n;<4BA��_:UH$\n4¢A�>�I�¡
=EH$Qc6�
762IU8�=E69\n;lA<6£T�V+;<62H$I

pt = (p0,t, . . . , pN,t)
62\v\lVEF�: ;<:U>^;v;<:E4�>7@(4BA�>^8$4q62Ir;<4BAlI�>^S

A<4B8.A<4B;

QR>��
i,j=0,1,...,N

R(i,j),n

n
=

QR>��
i,j=0,1,...,N

1

n

n∑

t=1

r(i,j),t

=
QR>��

i,j=0,1,...,N

1

n

n∑

t=1

pi,t

�
`(i, yt) − `(j, yt) �

F7H$I�@(4BA<8$47\q;<H 
B4BA<H5abH.Ae>�S9S C&H$\l\n62TUS94R\l4  yVE47IEF74B\eH$aOH$V+;<F7H$Qc47\B1"|]:E4`IE4G�y;�Al47\lVES2;
8$VU>^A�>^Ir;<474B\s;<:U>^;f>�I�d�\lVEF�:PCEA<4B=U62FB;<H.Af:�>^\s;<:E4�=E47\l62A<4B=zCEA<H.C&4BAl;¤d(1

 ��� � ) �� � � � �7��� �?�/, ��
� � ���/� �������/���3� � �?��*-��� �)0 /� "$� 0��	� 0 �/����46� ��
�0 �
p1,p2, . . .

�(� ���@��
 ��
�0 �B� � , 0 �(��� � ���@��������� � �!� ��� ��� 4 ���
S969Q

n→∞

QR>��
i,j=0,1,...,N

1

n
R(i,j),n = 0 .��� ��
� � � ,/����0 �/� �/, �(�1���@��
 ��
�0 �

It
��� ��,�0 �+��� 0 � � 0?��
 ��� 46� � �7�/�30��7� � ,�0��	�?� 4 ���0?����� , ��� �2 � � ��
� �����/��,�� ������� �

pt

����
�/�
S969Q�\lV+C

n→∞
Cn ; N+ 1

N2

0 � 4 ���/�8����,/�����
.<�=?>@>BA�C �v4��UIE4��+abH.AO4!>^F�:

n = 1, 2, . . .
>�IE=

i = 0, 1, . . . , N
�

�
ρn(i/N) =

∑n

t=1 ytpi,t∑n

t=1 pi,t

>�IE=?>^S9\lH
�
Cn =

N∑

i=0

�
�
ρn(i/N) −

i

N � 2
EF
1

n

n∑

t=1

pi,t GH .

Z}d�QR>�Al;<69IE8(>�S94 F7H$I�@(4BA<8$47IEF74 � 4.1j8+15��Tyd �-47QcQR>�0�Ly1 W�>�IE= ;l:U4�Z[H.Al47S£¡ 	]>�I�;<47S9S96
S94BQcQR>
� �]4�:U>!@(4

S962Q
n→∞

������

1

n

n∑

t=1

yt 	 {It=i} −
1

n

n∑

t=1

ytpi,t

������
= 0

>�S9QcH$\~;]\lV+A<47S2d

>�IE=?�+\l69Qc62Sb>^A<S2dA�

S969Q
n→∞

������

1

n

n∑

t=1

	 {It=i} −
1

n

n∑

t=1

pi,t

������
= 0

>�S2QcH$\n;]\lV+A<47S2d(1
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S962Q

n→∞

���Cn −
�
Cn

��� = 0
>�S9QcH$\~;]\lV+A<47S2d

>�IE=z;l:U4GA<47abH.A<4�62;f\lV �eF747\s;<H�CEA<H�@(4D;l:�>�;

S969Q�\lV+C
n→∞

�
Cn ; N+ 1

N2
.

|�H�;<:E69\s47IE=?�UH.TU\l4GAl@(4D;<:U>^;

r(i,j),t = pi,t

EF �
yt −

i

N � 2

−

�
yt −

j

N � 2 GH = pi,t

j− i

N

�
2yt −

i+ j

N �
>�IE=z;l:U4GA<47abH.A<4

R(i,j),n =

n∑

t=1

r(i,j),t

=
2(j− i)

N

n∑

t=1

pi,t

�
yt −

i+ j

2N �
=

2(j− i)

N

EF
n∑

t=1

pi,t GH �
�
ρn(i/N) −

i+ j

2N �
=

EF
n∑

t=1

pi,t GH �� �
�
ρn(i/N) −

i

N � 2

−

�
�
ρn(i/N) −

j

N � 2 �� .
p+H.A_>�Ird �+�+47=

i = 0, 1, . . . , N
��;<:E4  rV�>^Ir;<62;¤d

R(i,j),n

69\sQR>��+62Qc6�
747=cabH.Af;<:E4�@�>�S9VE4
H$a
j
Qc69IE69Qc6 
769IE8

(
�
ρn(i/N) − j/N)2 1}|]:yVE\!�EF

n∑

t=1

pi,t GH �
�
ρn(i/N) −

i

N � 2

=
QR>��

j=0,1,...,N
R(i,j),n +

Qc69I
j=0,1,...,N

EF
n∑

t=1

pi,t GH �
�
ρn(i/N) −

j

N � 2

; QR>��
j=0,1,...,N

R(i,j),n +
n

N2
.
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�
Cn =

1

n

N∑

i=0

EF
n∑

t=1

pi,t GH �
�
ρn(i/N) −

i

N � 2

; N∑

i=0

� QR>��
j=0,1,...,N

1

n
R(i,j),n +

1

N2 �; (N+ 1)
QR>��

i,j=0,1,...,N

1

n
R(i,j),n +

N+ 1

N2

F7H$IEF7S2VU=E69IE8�;<:E4�CUAlHyH$a 1
2

��I�\lVEQcQR>^AldA� 69a
N
69\*\nV��*F76947I�;<S2d"Sb>^A<8$4,�[;<:E47I�>�I�d�abH.A<47F7>�\n;<4BAe=U4B\l698$IE47=�;<H

�(474GC¢;<:E4 F7VEQ�VESb>^;l62@(4 69I�;<4BA<IU>�S�Al478.A<4B;t\lQR>�S2S)�7T�>�\l47=DH$ID;<:E4 S9H$\l\-abVEIEFB;<69H$I
`(i, yt) =

(yt−i/N)2 ��69\-8$VU>^A�>�I�;<4747=�;<HsTm4 ε ¡ F!>^S962TEA�>^;l47=-1 xy69IEF74 69I�;<4BA<IU>�S£¡�A<478.A<4G;-Qc69IE69Qc6�
769IE8>�S28$H.A<62;<:EQc\->^A<4[IUH.; F7H$QeCUS94B;<47S£dD\~;lA�>�698$:�;<abH.Al�s>^Al= � \l474sxy4BFB;<69H$IqX�1Yi�� �^;<:E4[A<4B\lVES2;<69IE8
abH.A<4BF!>�\n;<4GAO69\s\lH$Qc4B�_:�>�;]F7H$QeCUS94G�&1

��Ir;l4BA<47\n;l69IE8$S2dA�t;l:U4�abH.A<Q H$a[;l:U4  yVU>�=+A�>^;l69F�S2H$\l\uabVEIEFB;<69H$I�62\u69QeC&H.An;�>�Ir;71*p+H.A
4G�+>�QeCUS94��kabH.A<4BF!>�\n;<4GA<\�;l:�>�;e�(474BC ;<:E4 62Ir;<4BAlI�>^SfA<478.Al4B;RT >^\l47=�H$I�;<:E4%S >�T�\nH$S9V+;<4
S9H$\n\ U

`(i, yt) = |yt − i/N|
\lQR>�S2S&F!>�IEIEH.;sTm4DF!>^S962TEA�>^;<4B= � \l4B4u� �+4BAlF769\l4uX�1907i��G1

354vA<4BQR>^Al��:U4GA<4v;<:U>^; ;<:E4vabH.A<47F7>�\n;<4BAsF7H$IE\n;nA<VEFB;<47=z>^T&H�@(4v:�>^\k\lH$Qc4O69I�;<4BA<47\~;n¡
69IE8�4G��;nA�>�ab47>^;<V+A<47\71*��I5a�>�FB;!��>^C�>^An;ua9A<H$QgT&4762IU8

ε
¡ F!>�S262TEA�>^;<47=?�-62;�69\D>�S9\lH`>R8$HyHy=

CEA<47=E69FG;<H.A�69I";l:U4R\l4BIU\n4�;<:U>^;�6£;<\�F7VEQ�VESb>^;l62@(4e\  rV�>�A<47= S2H$\l\�69\�IUH.;�QqVEF�: Sb>^Al8$4BA
;<:U>�IP;l:�>�;OH$a ;<:E4uT&4B\n;vF7H$IE\n;�>^Ir;_CEA<4B=U62FB;<H.A!1f��IE=U4B47=?� \l69IEF74u4G��;<4GA<IU>�S�A<4B8.A<4B;v69\_>^;
QcH$\n;

N
;l69Qc47\ ;<:E4s69Ir;<4GA<IU>�S�A<478.A<4G;[QR>��

i,j=0,1,...,N R(i,j),n

�(�]4s69QcQc47=E6b>^;<4BS2d�H.TE;�>�69I
;<:U>^;];<:E4�abH.A<47F!>^\n;<4BA_F7H$IE\n;lA<VEFB;<4B=?69I`;<:E4�CEA<HyH$a�H$a �t4BQcQR>¢X�1Yiq\<>^;<62\ �U47\

1

n

EF
n∑

t=1

�
yt −

It

N � 2

−
Qc69I

i=0,1,...,N

n∑

t=1

�
yt −

i

N � 2 GH → 0
>^S9QcH$\n;]\lV+A<47S£d(1

� xy4B4��E:UH��]4B@(4BA!� � �+4BAlF769\l4uX�190!X�1 �
��I�a�>�FB;!� IEH QR>^;l;l4BA��O:U>^;�>�S98$H.A<6£;<:EQ 69\�VE\l4B=J�kF7>�S962TEA�>^;l47="abH.Al47F!>�\n;l4BA<\eQqVE\n;

:U>7@(4�>¢S9H�� 4G�+FB47\l\]\  yVU>^Al47=z4BAnA<H.A]69IR;<:E4�>^T&H�@(4v\l47IE\l4.1+D�VE\n; IUH.;l4O;<:U>^;k;<:E4OCEA<HyH$a
H$a �t47QcQR>uX�1Yi�Al4B@(4!>�S9\];<:U>^;

�
Cn � N∑

i=0

� QR>��
j=0,1,...,N

1

n
R(i,j),n � � QR>��

i,j=0,1,...,N

1

n
R(i,j),n .

|]:yVE\!�y>�Ird�abH.A<47F!>^\n;<4BA ;l:�>�;}�(474GC�\ �
Cn

\lQR>^S9S+:U>�\ >�\lQR>�S9S+69I�;<4BA<IU>�S+A<4B8.A<4B; � =U4���IE47=
T�>�\l4B=�H$I";<:E4  yVU>�=+A�>^;l69FRS9H$\l\l47\

`(i, yt) = (yt − i/N)2 � �[>�IE= ;<:E4BA<4BabH.A<4`:U>�\�>
\lQR>^S9Sm4G�y;<4BA<IU>�S-A<478.A<4G;O>�\]�]47S9S�1
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354qF7H$IEF7S9VE=E4�Tyd C&H$69I�;<69IE8RH$VE;�;<:U>^;D>�S2S A<47\lVES2;<\�H$a};l:U62\�\n47FB;<69H$I QR>!dzT&4�4��y¡
;<4BIU=E47= ;<HzabH.A<4BF!>�\n;<62IU8`IEH$I+¡�TU69IU>^Ald \l4  rVU4BIUFB47\71eNO\n\lVEQc4�;l:�>�;D;<:E4qH$V+;<F7H$Qc47\

yt;�>��(4P;<:E4762Ac@�>�S9VE47\c69I�;<:E4 �UIE62;<4P\l4G; -
= {1, 2, . . . ,m}

1 |s:E47I >^;c;<62Qc4
t
;<:E4

abH.A<4BF!>�\n;<4GAOH$V+;lCUV+;<\s>�@(47FG;<H.A
qt G < 69I�;<:E4�CEA<H.T�>^TU69S96£; d*\l69QeCUS94G�

<
=

{

p = (p1, . . . , pm) :

m∑

j=1

pj = 1, pj � 0, j = 1, . . . ,m

}

� R m .

NOIU>�S2H$8$H$VU\nS2d�;<Hu;<:E4OF7>�\l4vH$amTU69IU>^AldqH$V+;<F7H$Qc47\ �r69Ie;l:U62\[\l4B;lVECR�]4OQR>7dq=E4��UIE4���abH.A
>�S2S

x G <.�
ρε

n(x) =

∑n
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t=1A

(k)
t (qt) > 0

�

S969Q�\lV+C
n→∞

������

∑n

t=1 ytA
(k)
t (qt)

∑n

s=1A
(k)
s (qs)

−

∑n

t=1 qtA
(k)
t (qt)

∑n

s=1A
(k)
s (qs)

������
= 0 .
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;<:U>^;sabH.AO>�S9S&IEH$IEIU4B8(>^;<62@(4 �-62CU\lF�:U6£; 
�abVUIEFB;l69H$IE\
w

�

S962Q
n→∞

1

n

n∑

t=1

w(qt)(yt − qt) = 0 .

|]:E4BdR\l:EH���;l:U4�4G��69\n;<47IEF74�H$a�>�=E4B;l4BA<Qc69IE69\n;l69Ff�]4!>���S2dRF!>^S962TEA�>^;<4B=�abH.Al47F!>�\n;l4BAO>^IU=
VE\l4 ;<:E69\�;<Hv=E4��UIU4 >�I>S¤>�S9QcH$\n;�=E4B;<4BAlQc69IE69\n;<69F U'F!>�S262TEA�>^;<47=�abH.Al47F!>�\n;l4BA!1 	]>�S962TEA�>^;l69H$I
69\[>�S9\lHDF7S9H$\l4BS2d�A<47Sb>^;l47=e;<Hu;<:E4fIUH.;l69H$I*H$a S Qc4BA<8$69IE8,U]H.A<628$69IU>^;<47=�TydcZ[Sb>�F<�y�]47S2S�>^IU=
�vV+TU69IE\ �jX(L ��1 ��>^Sb>�6)���-47:+A<4BA���>�IE= xyQcH.A<Hr=E69IE\n�yd �£0�W.h �t\l:EH�� ;<:U>^;��E69IPa�>^FB;��+;<:E47\l4
;¤�]H¢IEH.;<69H$IE\}>^A<4f4  yVE62@�>�S947I�; 69I*\lH$Qc4f\n47IE\l4���\l4B4 �v>�Sb>�6�>�IE= �t4B:EAl4BA �£0�W.K �)���t47:+A<4GA��
>�IE=PxyQcH.A<Hy=E69IE\n�rd��20!h$K �)�Ux�>�IE=+A<H$IE6->�IE=PxyQcH.AlHy=E69IE\n�yd �ML$o.h �&abH.AsA<47S9>^;<47=RA<47\lVES2;l\71

¥�4BIU4GA�>�S96�
B47=�A<4B8.A<4B; � xy47FB;<62H$IcX�1Mw����s>�\ 69I�;lA<Hy=EVEF747=qTyd �-47:+A<4BA �£0!h(W ��� \n474_>^S9\lH
	k47\<>�¡¤Z[6b>�IEF�:E6r>^IU= �tVE8$H$\l6��Yo$W ��1 |]:E4 S \nC&47FB6b>�S969\~;LU >�S28$H.A<62;<:EQ H$ayp+Al47VEIU=?�.xyF�:U>^CU62Al4��
xy69IE8$4BA!�E>�IE=z3�>^AlQ�V+;<: �20$0!K �t69\f>�\nC&47F769>�S-F!>�\l4DH$a�;<:E4�abH.A<47F!>�\~;<4BAOabH.A_8$47IE4BA�>�S26�
747=
A<4B8.A<4B;'=E4��UIE47=�69Iq|s:E47H.Al47Q�X�1MX�1�|s:E4 a9A<>�Qc4B�]H.Al�DH$aE\nC&47F769>�S969\n;l\�:U>�\�Tm4747I�>^CEC�S26947=
Trd 	kH$:E47I?>�IE= xy62IU8$4GA �jw(W �-;<He>�;<4G�y;_F!>�;<478$H.A<6�
7>^;<69H$IRCEA<H.TUS947Q?1

� ��� � � ����� � � � �
_#m����$���B� �#��� �-4B;

Bn :
- n → [0,∞)

T&4}>fabVEIEFB;<62H$ID;<:U>^;�>�\l\l628$IU\�>]IUH$I�¡�IU4B8(>^;<62@(4
IrVUQ�T&4BAf;<HR>�I�d?\l4  rVU4BIUFB4

yn = (y1, . . . , yn)
H$a H$V+;<FBH$Qc47\O>�IE= F7H$IE\l69=E4BA�>qA�>�I�¡

=EH$Qc6�
74B=`abH.A<4BF!>�\n;<4GA_�O:EH$\l4�4G�yC&47FB;<4B=?F7VEQ�VESb>^;l62@(4vS9H$\l\]\<>^;l69\ �U47\

\nVEC
yn

EF � n∑

t=1

`(It, yt) − Bn(yn) GH ; 0 .
xy:EH�� ;l:�>�;D62a ;<:E4q\<>�Qc4�abH.A<47F7>�\n;<4BAu69\�VE\l47=J>�8(>�62IU\~;�>�IEH$I�¡ H.TUS962@y69H$VE\OH.CEC&H$IE47Ir;!�
;<:E47Iz62;<\]4G��Cm47FB;<47=PCm4BA<abH.A<QR>�IEF74�\<>�;<69\ �U47\

� � �
n∑

t=1

`(It, Yt) − Bn(Yn) �� ; 0
� �fVE;n;<4BA�>�IE= ��H$S9>�IE= �20!w$w ��1 � � 3 8 ���Rxy:EH�� ;<:U>^;!� �_:U4BI";<:E4�abH.A<47F!>�\~;<4BAe62\qVE\l4B=
>�8(>^69IE\n;s>qIEH$I�¡ H.TUS96£@�69H$VE\kH.CEC&H$IE47Ir;!��;<:E47I

\lV+C
y1 9�: � 1

\nVEC
y2 9�: � 2 . . .

\lV+C
yn 9�: � n

��
n∑

t=1

`(It, yt) − Bn(yn) �� ; 0
�'A<HyFB4747=?\l69Qc62Sb>^A<S2d�;<H �t4BQcQR>¢X�190.1
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_#m����$���B� �#�£� �'A<H�@(4 	]H.A<H$S2Sb>^Ald X�1YX�1`p�62A<\n;u\l:EH�� ;<:U>^;u;l:U4*=U6 m4BA<4BIUFB4*T&4B;¤�]4747I
;<:E4`F7VEQ�VESb>^;l62@(4RS9H$\l\ ∑n

t=1 `(It, Yt)
>�IE=�6£;<\*4G�yC&47FB;l47=�@.>�S2VU4 ∑n

t=1 `(pt, Yt)
69\ �

�_62;<:uH�@(4BAl�_:E47S9Qc69IE8kCEA<H.T�>^TU69S962;¤dA�!IEH.; Sb>�A<8$4BA-;<:U>�I�\lH$Qc4B;l:U62IU8]H$ay;l:U4}H.A<=E4BA H$a � n 1� 358O��� �_\n4D;<:E4 �_Hy4  =E69IE8�¡ N 
7VEQR>u62IU4� yVU>�S962;¤dR>^IU=`;<:E4¢Z[H.A<4BS£¡ 	]>�Ir;l47S9S96mS247QcQR>y1
_#m����$���B� �#� � ��I�@(47\n;<698(>�;<4u;<:E4¢\<>^Qc4DCEA<H.TUS947Q >^\O69I?;<:E4uCEA<4B@y69H$VE\O4G�+4GA<F769\l4¢TUV+;
IEH�� abH.A_;<:E4�QcHy=E6 �UF!>^;<62H$IcH$a�;<:E4�A�>�IE=EH$Qc6�
747=�abH.A<47F!>^\n;<4BA_=U4���IE47= >^\

pi,t =
φ � ( �

Ri,t−1)∑N

j=1φ � ( �

Rj,t−1)

�_:U4GA<4 �

Ri,t =
∑t

s=1(`(It, Yt) − `(fi,s, Yt))
1 � *�C68 358 ���z;l:U4GA<4?69\c>�I�69QeCmH.Al;�>�I�;

=E6  4BA<47IEF74O:E4BAl4OT&4B;¤�]4747IR=E6 m4GA<47Ir; F�:EH$69FB47\kH$a
φ
1
φ(x) = eηx 69\ ;<:E4v4!>�\l694B\n;kF!>�\n4.1

_#m����$���B� �#� � 	kH$IE\l69=E4BA];<:E4�A<>�IE=UH$Qc6 
747=�abH.A<47F!>�\~;<4BA<\fH$a'xy47FB;l69H$IPX�1 � AlH�@(4�;<:U>^;
;<:E4RF7VEQqVUS9>^;<62@(4eS2H$\l\ /

Ln

H$as;<:E4R4G��C&H$IE47I�;<6b>�S2S2d �]47628$:r;<47= >7@(4BA�>�8$4�abH.A<47F!>^\n;<4BA�69\
>�S£�s>!dy\ >^; S94!>�\n;}>�\ Sb>^Al8$4]>�\ ;l:U4sF7VEQqVUS9>^;<62@(4 S2H$\l\}Qc62I

i=1,...,N Li,n

H$a�;l:U4]T&47\~;}CUV+A<4
\n;nA�>^;<478.d(1 � 358O��� �f4G@(4BA<\l4�;<:E4�CEA<HrH$a�H$a'|]:E47H.A<47Q 0.1 Ly1
_#m����$���B� �#�£� �'A<H�@(4�|]:E47H.A<47QgX�120.1�� 3 8O� �f|]:E4 �UAl\n;�\n;�>^;l47Qc47Ir;O69\v\n;lA�>^698$:r;<abH.A~¡
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H$a xy47FB;<69H$I50.1MK�1
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IrVUQ�T&4BA]H$at;<69Qc47\ ;l:U4 S S94!>�=E4BALU � 6�1Y4�15�y;<:E4�>�FB;l69H$I��_62;<:�Qc69IE69QR>�SEF7VEQqVUS9>^;<62@(4OS2H$\l\ �
69\sF�:U>�IE8$47=P=EV+A<69IE8q;l:U4�\l4  rVE47IEF74uH$a�CUSb>7dy\71
_#m����$���B� �#��� 	kH$IE\l69=E4BA�;<:E4�@(4BAl\l69H$I5H$a ;<:E4�abH$S9S2H��s¡�;<:E4G¡�C&4BAl;<V+AlTm47=�¡ S94!>^=U4GA�abH.A<4G¡
F!>^\n;<4BA_69I`�_:U62F�:`;<:E4D=E69\n;nA<62TUV+;<69H$IRH$a

Zt

69\sVUIE69abH.AlQ H$I`;<:E4uF7V+T&4
[0, ∆t]

N �_:E4BA<4
∆t = � tN 1 xy:EH�� ;<:U>^; ;<:E4�4G�yC&47FB;<4B=�F7VEQ�VESb>�;<62@(4 S2H$\l\ >�a9;<4BA

n
A<H$VEIU=E\ 69\

T&H$VEIE=E47=P>^\
Ln −

Qc69I
i=1,...,N

Li,n ; 2 � 2nN .

	kH$IEF7S9VE=E4O;<:U>^; ;<:E4�abH.A<47F!>^\n;<4BAs69\ �O>^IUIU>�I�F7H$IE\l69\~;<47Ir; � �O>�IEIU>�I �207i$i �F���v>�Sb>�6&>^IU=� 47QeC�>�Sb> �20�W.w � �G1
_#m����$���B� �#� ��xy:EH���;<:U>^; ;<:E4s\~�s>^C*A<4B8.A<4B;}69\'T&H$VEIU=E47=qTyd

N
;<69Qc4B\�;<:E4f62Ir;<4BAlI�>^S

A<4B8.A<4B;!1
0�L.w



_#m����$���B� �#� � 	kH$IE\l69=E4BAP;<:E45\n4B;<V+C H$a*xy4BFB;<69H$I X�1 oy1 xy:EH�� ;<:U>^;P69a
ε < 1/3;<:E47I abH.A >�Ird =E4B;<4GA<Qc69IE69\n;<62F abH.A<47F7>�\n;<4BA!��;l:�>�; 69\!�¢abH.A >�Ird \n4  yVE47IEF74"H$a�abVEIEFG¡

;<62H$IU\
qt : {0, 1}t−1 → [0, 1]

�
t = 1, 2, . . .

�O;<:E4BAl4 4G��69\n;<\`>"\l4� yVE47IEF74 H$auH$VE;~¡
F7H$Qc4B\

y1, y2, . . .
\lVEF�:";<:U>^;�;<:E4cabH.A<4BF!>�\n;<4GA

qt = qt(y
t−1
1 )

69\�IEH.;
ε
¡ F!>�S262TEA�>^;<47=� 	�>^�(47\ �ML$L.K �F�U��>7�_69= �jK.i � ��1

_#m����$���B� �#��� � xy:EH��";<:U>^;'69a+S269Q
n→∞(1/n)

∑n

t=1 yt

4��+69\n;l\!�.;<:E47I�;<:E4k=E4B;<4BA<Qc62I+¡
69\~;<69F�abH.A<47F!>^\n;<4BA

qt =
1

t− 1

t−1∑

s=1

ys

69\]�]47S9S&F7>�S962TEA�>^;l47=-1
_#m����$���B� �#���E� �'A<H�@(4 �t4BQcQR>¢X�1 Ly1
_#m����$���B� �#����� �'A<H�@(4 �t4BQcQR>¢X�1MX�1
_#m����$���B� �#����� |]:U62\O4G�+4GA<F769\l4¢CmH$69Ir;<\fH$V+;O;<:U>^;vF!>^S962TEA�>^;<4B=PabH.A<47F!>^\n;<4BA<\�>^Al4¢IE47FG¡
47\n\<>^A<69S£d`T�>�=?69I >qF74BAl;<>�69I?\l47IE\l4�1vxy:EH�� ;<:U>^;_abH.A�>�Ird`�]47S9S£¡�F!>�S96£TUA<>^;<47=�abH.A<47F!>^\n;<4BA
qt

;<:E4BA<4D4G�+69\~;<\_>�\l4  rVE47IEF74uH$a H$V+;<FBH$Qc47\]\lVEF�:P;l:�>�;

S969Q�69IEa
n→∞

1

n

EF
n∑

t=1

|yt − qt| −
Qc69I
{

n∑

t=1

|yt − 0|,

n∑

t=1

|yt − 1|

} GH > 0 .
_#m����$���B� �#����� �-4B;

N > 0
T&4 �E��47=�>�IE=JF7H$IE\l69=E4BA�>�I�d5abH.A<4BF!>�\n;<4GA�;<:U>^;u�(474GC�\

;<:E4�69Ir;l4BA<IU>�SmA<478.Al4B;_T�>�\l4B=PH$Iz;<:E4D>^TU\lH$S9V+;<4�S9H$\l\

QR>��
i,j=0,1,...,N

1

n
R(i,j),n =

QR>��
i,j=0,1,...,N

1

n

n∑

t=1

pi,t

�
|yt − i/N| − |yt − j/N| �

\lQR>^S9S � 6�1Y4.1 � 6£;�F7H$Ir@(4BAl8$47\q;lH 
74GA<H��G1Jxy:EH�� ;<:U>^;�abH.A�>�Ird
ε
�}69a

N
69\�\lV �*F76947I�;<S2d

Sb>�A<8$4��-\lVEF�:J>�abH.A<4BF!>�\n;<4GA¢F!>�IEIEH.;�T&4
ε
F7>�S962TEA�>^;l47=-1 � 3 8O� �OVU\n4�;<:E4�A<47\lVES2;�H$a[;<:E4

CEA<4B@y69H$VE\f4��+4BA<FB69\l4.1
_#m����$���B� �#����� � �
��� A >B= � � � � � � = � � � > � C � �s47F!>�S9Sr;<:E4kIUH.;<>^;<69H$I�H$a xy47FB;<62H$I*X�1Moy1
N abH.A<47F!>^\n;<4BA_69\]\<>�69=z;lH�T&4 ��8 35MF�ECD" K � ! $ K K �!* K 3 �,C *A� $!1*69a�abH.A_>�S9S

ε > 0
�

S969Q�\lV+C
n→∞

\lV+C
x 9 [0,1]

|ρε
n(x) − x| < ε .

xy:EH�� ;l:�>�;s;l:U4GA<4u4G��69\n;<\f>�VUIE69abH.AlQcS2d*�]47S2S£¡ F!>^S962TEA�>^;<4B=RA<>�IE=UH$Qc6 
747=�abH.A<47F!>�\~;<4BA!1

0�L$W



_#m����$���B� �#����/ � �
��� A >B= � � � � � � = � � � > � �> � � ���	� � � C �¢NOIc4B@(4BI`\n;nA<H$IE8$4BAkIEH�¡
;<62H$IzH$a�F7>�S962TEA�>^;l69H$IR69\fH.TE;�>^69IE47=z69a-�]4u=E4��UIE4��+abH.AO>�S9S&\l4B;l\

A � [0, 1]
�

ρn(A) =

∑n

t=1 yt 	 {qt 9 A}∑n
s=1 	 {qs 9 A}

.

�-4B;
Aε = {x :

�
y G A \nVUF�:P;<:U>^;

|x−y| < ε}
T&4_;<:E4

ε
¡�TUS9H��_V+CRH$a-;l:U4_\l4B;

A
>�IE=

S94G;
λ
=U4BIUH.;l4O;<:E4 �t4BTm47\l8$VE4�Qc4!>�\lV+A<4.1 xy:EH�� ;<:U>^;k;<:E4BAl4�4��+69\n;l\]>¢abH.A<47F!>�\~;<4BAs\lVEF�:

;<:U>^;sabH.AO>�S9S
ε > 0

�

S969Q�\lV+C
n→∞

\lV+C
A

�����ρn(Aε) −

∫
Aε
xdx

λ(Aε)

����� < ε

�_:U4GA<4`;<:E4P\nVECEA<4BQ�VEQ 69\�;�>��(47I�H�@(4BAc>�S9Ss\lV+T�\n4B;<\cH$a
[0, 1]

1 � �sH.;<4`;<:U>^;*69a_;<:E4
\lV+CEA<47QqVEQ 69\cH$IES2d�;<>^�(47I H�@(4BA`>�S9S_\l69IE8$S94B;<H$IE\

A = {x}
;<:E47I��]4 Al47F7H�@(4BA`;l:U4

IEH.;<69H$I�H$a VEIE69abH.A<Q F!>�S262TEA�>^;<69H$IR=E4��UIE47=P69I�;<:E4�CEA<4G@�69H$VE\s4G�+4BAlF769\l4.1 �
_#m����$���B� �#����� � �
��� A >B= � � � � � � = � � � > � >BA � > � � ����� �7=	� � ����� ��� � � ��C �"354
QR>7d�4G��;<4BIU=�;<:E4OIEH.;<69H$IRH$a-VEIU62abH.A<Q F!>�S262TEA�>^;<69H$Iq;<H�;<:E4vF!>�\l4vH$atabH.A<47F7>�\n;<69IE8�IEH$I�¡
TU69IU>^Ald \l4  yVE47IEF74B\ =E47\lFGA<62T&47= >^;?;<:E4J47IE= H$a*xy47FB;<62H$I X�1Moy1 �_4BAl4

yt G -
=

{1, 2, . . . ,m}
>�IE=�;<:E4zabH.A<4BF!>�\n;<4GAeH$V+;lCUV+;<\e> @(47FB;<H.A

qt G <R1�pEH.Ae>�Ird"\lV+TU\l4B;
A
H$at;<:E4�CEA<H.T�>^TU69S262;¤dc\l69QeCUS94G� <.�E=U4���IE4

ρn(A) =

∑n
t=1 yt 	 {qt 9 A}∑n

s=1 	 {qs 9 A}

.

�_:U4GA<4
yt = ( 	 {yt=1}, . . . , 	 {yt=m})

1k3 Al62;<69IE8
Aε = {x : (

�
x � G A) � x − x � � < ε}>�IE=

λ
abH.A_;<:E4uVEIE69abH.A<Q CEA<H.T�>^TU69S262;¤dRQc4!>�\lV+A<4�H�@(4GA0<.��\l:EH�� ;<:U>^;s;<:E4BA<4u4G�+69\~;<\v>

abH.A<4BF!>�\n;<4GAO\lVEF�:P;<:U>^;sabH.AO>^S9S
A �

< >^IU=zabH.AO>�S2S
ε > 0

�

S969Q�\lV+C
n→∞

�����ρn(Aε) −

∫
Aε

xdx

λ(Aε)

����� < ε .

�'A<H�@(4¢;<:E4�VUIE69abH.AlQ @(4BA<\n69H$I H$a';<:E69\fA<47\lVES2;OTrd?\l:EH��O69IE8*;<:E4�4G��69\n;<4BIUFB4�H$a}>�abH.A<4G¡
F!>^\n;<4BAf\lVEF�:P;<:U>^;sabH.Av>�S9S

ε > 0
�

S969Q�\lV+C
n→∞

\lV+C
A

�����ρn(Aε) −

∫
Aε

xdx

λ(Aε)

����� < ε

�_:U4GA<4�;l:U4�\lV+CEA<47QqVEQ 62\s;�>��(47IPH�@(4BAv>�S2S&\lV+T�\n4B;<\_H$a <R1
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_#m����$���B� �#����� �  � ��� � � �> � � � � � ��� � � A >@= � � � ��> �
� � � � = ��� = � � C � 	kH$I�¡
\l62=U4GA�;<:E4RCEA<H.TUS947Q H$a_A�>^IU=EH$Qc6�
B47=�CUAl47=E69FB;<69H$I"=E47\lFBA<6£T&47=�69I�xy47FB;<62H$I�X�190.1 �-4B;
β0 � β1 � ����� T&4O>v\l4  rVE47IEF74OH$a�CmH$\l62;<62@(4]=E69\lFBH$VUI�;[a�>^FB;<H.A<\71'N�abH.A<47F7>�\n;<4BA[69\ \<>�69=
;<H�\<>^;<62\la9d 1�35& �!����8O� $ 1 � *E828O*E89�!�#82&63 &�� $D8�� � 69a

S269Q \nVEC
n→∞

∑n

t=1 βn−t`(It, Yt) −
Qc62I

i=1,...,N

∑n

t=1 βn−t`(i, Yt)∑n

t=1 βn−t

= 0

�_62;<:?CEA<H.T�>^TU69S962;¤d`H$IU4�1��v4BA<62@(4�\lV �eFB6947Ir;D>�IE= IE47F747\l\l>^Ald F7H$IE=U6£;<69H$IE\OabH.A�;<:E4�\l4G¡
 rVU4BIUFB47\�H$af=E69\lFBH$VUI�;�a�>�FB;<H.Al\qabH.A��_:U62F�:J=E69\lFBH$VUI�;<47= �O>�IEIU>�IJF7H$IE\l69\n;l47IEFBdJQR>7d
T&4D>�F�:E694B@(47=-1
_#m����$���B� �#����� �'A<H�@(4R|]:E47H.A<47Q X�1Yi+1 � 3 8 ���¢p�62Al\n;�>�\l\nVUQc4*> �UIE62;<4�F7Sb>�\l\uH$a

ε
¡

F�:E47F<��69IE8?A<VES947\�>^IU=�\l:EH�� � Tyd5F7H$QqTU69IE69IE8�;<:E4R>^A<8$VEQc47Ir;l\¢H$afxy47FB;<69H$I"X�1 o`�_62;<:
|]:E47H.A<47Q X�1MX�;<:U>^;fabH.AO>�I�d�69Ir;<4GAl@.>^StH$a�;<:E4DabH.A<Q

(i/N, (i+ 1)/N]
�

S969Q�\lV+C
n→∞

������

∑n

t=1(yt − qt) 	 {A
(k)
t (qt) 9 (i/N,(i+1)/N]}∑n

s=1 	 {A
(k)
t (qt) 9 (i/N,(i+1)/N]}

������
= 0

�_:U4BIU4G@(4BAOS962Q \lV+C
n→∞(1/n)

∑n
t=1 	 {A

(k)
t (qt) 9 (i/N,(i+1)/N]}

> 0
1
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F7H$IE\n;nA<VEFB;'>�S28$H.A<62;<:EQc\mabH.A'H$IES962IU4 abH.A<4BF!>�\n;<62IU8f;<:U>^;�CEA<4B=U62FB;'>�I�>�AlTU62;lA�>^And�\l4  yVE47IEF74
H$a]H$V+;<F7H$Qc47\u>�S9QcH$\n;u>�\¢�]47S2Sk>�\u;<:E4eT&4B\n;�H$a

N
4G�yC&4BAl;<\�69I5;l:U4c\n47IE\l4c;<:U>^;¢;<:E4

C&4GAeA<H$VEIE= F7VEQqVESb>^;<62@(4�S9H$\l\*H$a�;l:U4PCEA<4B=U62FB;<H.Ac69\e>^;cQcH$\n;e>�\cSb>^A<8$4P>�\e;<:U>^;cH$a
;<:E4�T&47\~;D4���C&4BAn;DCUS9VE\�>c;<4BA<Q CEA<H.C&H.An;<69H$IU>�S�;<H 
 S2I N/n abH.AD>�I�d?T&H$VEIU=E47= S9H$\l\
abVEIEFB;<69H$I?� �_:U4GA<4

n
62\*;<:E4?IyVEQ�T&4BAeH$avA<H$VEIE=E\c69I�;<:E4PCEA<47=E69FB;l69H$I�8(>�Qc4.1 |s:E4

S9H$8(>�A<62;<:EQc69F'=E4BC&4BIU=E47IEF74]H$I�;<:E4kIyVEQ�T&4BA'H$aE4G�yC&4BAl;l\'QR>^�(47\'62;�C&H$\l\l62TUS94};<HvH.TE;�>�69I
Qc4!>^IU62IU8$abVES T&H$VEIE=E\u4B@(4BI�62a[;<:E4�C&HrH$S}H$ak4���C&4BAn;<\u69\�@(4BAld�S9>^A<8$4.1 �fH��]4B@(4GA���;<:E4
T�>�\l62F CEA<4B=U62FB;<69H$I >�S98$H.A<6£;<:EQc\!�k\lVEF�: >�\��]4B698$:r;<4B= >7@(4BA�>^8$4 abH.A<47F7>�\n;<4BAl\!�v:U>!@(4 >
F7H$QeCUV+;�>^;l69H$IU>�S F7H$QeCUS94G��62;¤dJCUAlH.C&H.Al;<69H$IU>�Sk;<H5;l:U4zIyVEQqTm4BA*H$a�4G�yC&4BAl;l\c>�IE=�>^A<4
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	vI`;<:E4�H.;<:E4BAs:U>�IE=J�y69I`QR>^Irdc>�CUCUS962F!>^;<69H$IE\ ;<:E4�\n4B;sH$a�4G�yC&4BAl;l\s:U>�\s>�F74BAn;�>�69I
\n;nA<VEFB;<V+A<4O;<:U>^;kQR>7d�T&4O4G�yC�S2H$62;<47=c;<H�F7H$IE\n;nA<VEFB;]4��eFB6947Ir;]CEA<47=E69FG;<69H$IR>�S98$H.Al62;<:EQc\71
��4GA<:U>^CU\u;<:E4*T&47\~;¢��IEH��OI�\lVEF�:"4��E>�QeCUS94q69\D;l:U4�CUAlH.T�S247Q H$a=�7C *���� 3 8 � � "O$ ��$4&��
$6@ ( $DCE� ��62I��_:E69F�:q;<:E4BAl4s62\ >�\nQR>�S9SyIrVEQqT&4GA'H$a�S�T�>�\l4 U]4���C&4BAn;<\ >�IE=q;<:E4]8$H(>�S�H$aE;<:E4
abH.A<4BF!>�\n;<4GA¢69\�;<H`CEA<4B=U62FB;¢>^\D�]47S9S >�\�;<:E4qTm47\n; S F7H$QeC&H$VEIE= U�4G�yC&4BAl;DH.TE;�>�69IE47= Trd
>�I�d�\l4  rVE47IEF74]H$aET�>�\n4k4G��C&4GAl;<\ \lVEF�:q;<:U>^;�;<:E4k\l4  yVE47IEF74]F7H$IE\l62\n;<\'H$aU>^; QcH$\n;

m+1TUS9HrF��y\D�_:U4GA<4��'69I�4!>^F�:�TUS9HrF�� ��;<:E4*FBH$QeC&H$VEIU= 4G��C&4GAl;¢CEA<47=E69FB;l\�>�F7F7H.Al=U62IU8`;<H?>
�+�+4B=¢T >^\l4 4G�yC&4BAl;!1 ��ay;<:E4BA<4k>�A<4

N
T�>�\l4 4G�yC&4BAl;l\ >�IE=¢;<:E4[S247IE8.;<:�H$ay;<:E4}CEA<4B=U62FB;<69H$I

8(>�Qc4u69\
n

�m;<:E47I ;l:U4¢;lH.;�>�S IrVUQ�T&4BAOH$a FBH$QeC&H$VEIU= 4G�yC&4BAl;l\�62\
Θ
�
N(nN/m)m � �
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4G�yC&H$IE47Ir;l6b>�S9S2dqSb>�A<8$4O69I
m
1 ��Izxy4BFB;<69H$I�i+1 LD�]4O=E4B@(4BS9H.CzabH.Al47F!>�\n;l4BA<\s>^TUS94f;lH�;nA�>�F<�

;<:E4uTm47\n;�4G�yC&4BAl;�H$I >�I�d?\l4  rVU4BIUFB4qH$a'H$V+;<FBH$Qc47\_Tyd?>*F7H$QeCUV+;�>^;<69H$IU>�S2S2deab4!>^\l62TUS94
>�S28$H.A<62;<:EQ ;<:U>^;]A<4� yVE62A<47\fH$IES2d

O(N)
FBH$QeC�V+;�>�;<69H$IE\ 69IP47>�F�:z;<69Qc4OC&4GA<69Hy=-1

��I >�IEH.;<:E4BAvF7Sb>^\l\OH$a'CEA<H.TUS947Qc\f;l:U4�FBSb>�\l\OH$a 4G�yC&4BAl;l\�62\_@(4BAld?S9>^A<8$4�>�IE= :U>�\�>
F74GAl;�>�69I`\n;lA<VEFB;lVEAl4.1 �'A<H.;<H.;¤drC�62F!>�S-4G�E>^QeC�S247\kH$a \n;lAlVUFG;<V+A<47=PF7S9>�\l\l47\sH$a 4G�yC&4BAl;l\_abH.A
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`(it, Yt) GH S9I 1

1− α
+m .

07iE0



xy69IEF74e;l:U4c62IU4� yVU>�S962;¤d :EH$S9=E\¢abH.A�>�S9S[\n4  yVE47IEF747\��O6£;<:J\l6�
74
(i1, . . . , in) ; m

�';<:E69\
69\q> \l698$IE6 �UF!>�I�;�69QeCEA<H�@(47Qc47Ir;�62af;<:E4BA<4�4G��69\n;<\�> \n4  yVE47IEF74

(i1, . . . , in)
�_62;<:">^;

QcH$\n;
m

\n�_62;<F�:E47\!� �_62;<:
m

IUH.;u;<HyH?Sb>�A<8$4�� ;<:U>^;�:U>�\�>P\nQR>�S9S F7VEQ�VESb>^;l62@(4�S2H$\l\71
	va F7H$V+A<\l4��m62a ;<:E4¢8$H(>�S�H$a ;l:U4uabH.A<47F!>�\~;<4BA�69\f;lHcQc69IE69Qc6�
74O;<:E4¢FBVUQqVESb>^;<6£@(4�A<4B8.A<4B;
�_62;<:zA<4B\nC&47FB;v;lHe;<:E4¢F7Sb>�\n\OH$a >�S9StF7H$QeC&H$VEIE=?>�FB;<62H$IU\s�O62;l:?\l6�
74

(i1, . . . , in) ; m �
;<:E47Ic;<:E4fH.CU;l69QR>�SEF�:UH$62F74OH$a

α
>�IE=

η
=U4GC&47IE=E\ H$Ic;<:E4_\lQR>�S2S947\n;}\lVEF�:�FBVUQqVESb>^;<6£@(4

S9H$\n\kH$a-;l:U4vFBH$QeC&H$VEIU=R>^FB;<69H$IE\71 ��IR;<:E4vSb>�F<�cH$a&CEA<69H.Ak�yIUH��OS247=E8$4OH$a&;<:E4vQc69IE69QR>�S
S9H$\n\!�m;<:E47\l4�C�>^A�>�Qc4G;<4BA<\OQR>7dPTm4�F�:EH$\l4BI�>�=U>^CE;<62@(47S£dz;<H�>�F�:E694B@(4q>eA<478.A<4G;�TmH$VUIE=
H$at;<:E4D=E47\l6£A<47=PH.A<=E4BA71[|]:E4u=E4B;�>�62S9\]>^A<4DS947a9;s;<Hq;l:U4�A<4!>^=U4GA!1<�=?>@>BA�C ��I�62;<\�F7V+AlA<4BIr;PabH.AlQ � �t4BQcQR>5i+190 F7>�IEIUH.;�T&4 >^CEC�S26947= ;lH";<:E4 62IU6£;<6b>�S
�]47628$:r;<\

w �0 H$a';<:E4¢@.>�A<6b>^TUS94D\l:U>^A<4�=E69\n;lAl62TUVE;l69H$IzT&47F7>�VE\l4¢;<:E47\l4��]47698$:�;<\O=E4BC&4BIU=H$IJ;<:E4RH$VE;lF7H$Qc4e\l4  rVE47IEF74
Y1, . . . , Yn

;l:�>�;�� 69I�;lVEAlIJ� QR>7d5=E4BCm47IE= H$IJ;<:E4`>^FG¡
;<62H$IU\_H$a ;<:E4�abH.A<47F7>�\n;<4BA71 � �s47F!>�S9S�;<:U>^;�69I ;<:E4qQcHr=E47S�H$a A�>�IE=EH$Qc6�
747=PCEA<4B=U62FB;<69H$I
�]4�>�S2S9H�� IEH$I�¡ H.TUS962@y69H$VE\_H.CEC&H$IE47Ir;l\71 � �_H��]4B@(4BA��&\n69IEF74¢;<:E4�=+A�>7�

It
H$a ;<:E4¢@.>^Al6£¡

>^TUS94D\l:U>^A<4¢abH.Al47F!>�\n;l4BA�69\OF7H$IE=E62;<62H$I�>^S9S2dc69IE=E4BC&4BIU=E47I�; � 8$6£@(47IP;<:E4uC�>�\n;vH$V+;<FBH$Qc47\
Y1, . . . , Yt−1

� H$at;<:E4�C�>�\n;]A�>^IU=EH$Q =+A�>7�O\
I1, . . . , It−1

� �-47QcQR>DX�190�QR>!dcTm4�VE\l4B=
�_:U62F�:�\n;�>�;<47\k;<:U>^;����_62;<:EH$V+;kS9H$\l\]H$at8$47IE4BA�>�S96£; dA���]4DQR>7dR>^\l\lVEQc4O;<:U>^;k;<:E4�H.CEC&H�¡
IE47I�;]69\kH.TUS962@�62H$VU\B1'��I`H.;l:U4GAk�]H.A<=E\!�+62;k\lV �*F747\];<H�CUAlH�@(4�H$V+AkA<47\lVES2;]abH.As>^Ird �+�+47=� IEH$I�¡�A<>�IE=UH$Q �]H$V+;<F7H$Qc4¢\l4� yVE47IEF74

y1, . . . , yn

1 	�IEF74�;<:E4�H$V+;<F7H$Qc4¢\n4  yVE47IEF74q69\
�+�+4B=J�+;<:E4�69IE62;<6b>^S��]47698$:�;<\f>^A<4��]47S9S-=E4��UIU4B=?>�IE=`�]4DF!>�I?>^CECUS2d �-47QcQR>ui+120.1

��Ir;nA<Hy=EVEF74¢;<:E4�IEH.;�>^;<62H$I
L(j1, . . . , jn) = `(j1, y1) + . . . + `(jn, yn)

1�p�6£� >�I�d
F7H$QeCmH$VUIE=�>�FG;<69H$I

(i1, . . . , in)
1 �-4B;

m =
\l6�
B4

(i1, . . . , in)
>�IE=

L � = L(i1, . . . , in)
1

��a
m = 0

�+;<:E47I

S9I
W �n � S9I

w �n(i1, . . . , in) =
S9I �

1

N
e−ηL

�

(1− α)L
� �

>�IE= ;<:E4J;l:U4BH.A<47Q abH$S9S9H��O\Pa9AlH$Q �-47QcQR>"i+120.1 NO\n\lVEQc45;<:E47I
m � 1

1 �v4G¡
IEH.;<4vTyd �

L
�

+m

;l:U4�\l4G;fH$a�F7H$QeC&H$VEIE=�>�FB;<69H$IE\
(j1, . . . , jn)

�O62;<:�F7VEQqVUS9>^;<62@(4fS9H$\l\
L(j1, . . . , jn) ; L � +m

1}|s:E47I
S9I
W �n =

S9I ∑
j1,...,jn

w �0(j1, . . . , jn)e−ηL(j1,...,jn)

� S9I ∑
� L

�

+m

w �0(j1, . . . , jn)e−η(L
�

+m)

� −η(L � +m) +
S9I ∑
� L

�

+m

w �0(j1, . . . , jn) .

07i�L



3 4cIUH�� \l:EH�� ;<:U>^; �
L

�

+m

F7H$Ir;�>^69IE\�>^;�S94!>^\n;�>PF7H$QeC&H$VEIE=J>�FB;l69H$I
(j1, . . . , jn)�_62;<:D>sSb>�A<8$4 �]4B698$:r;

w �0(j1, . . . , jn)
1�|s:E69\tF7H$QeC&H$VEIE=D>�FB;<69H$I

(j1, . . . , jn)
Qc69Qc69F<��\

(i1, . . . , in)
VEIr;<62Sm;<:E4uSb>^;n;<4BAsQR>^�(47\f>q\~�O62;<F�:-1}��a�;<:E4D\~�O62;<F�:P62\fQR>�=E4vA<698$:�;O>^a9;<4BA

>�\n;<4GC
t
�O:E4BAl4

`(it, yt) = 0
��;<:E47I

(j1, . . . , jn)
=E47Sb>7dy\s;<:E4�\n�_62;<F�: � �_:E69F�:��]H$VES9=

69QeCUS2d
w �0(j1, . . . , jn) = 0

� >�IE=`�(474BCU\sabH$S9S9H��O69IE8�>^FB;<69H$I
it
VEI�;<69Sm\lH$Qc4vS9>^;<4BAk;<62Qc4

\n;l4BC
t � �O:E4BAl4 `(it, y �t) = 1

1 |]:U4BIJ�^a9A<H$Q�;<69Qc4
t � +1 H$Ir�s>^A<=?�

(j1, . . . , jn)
Qc69Qc69F<��\

(i1, . . . , in)
>�8(>^69IzVEIr;l69Sm;<:E4DIE4G�y;O\n�_62;<F�:zHrF7F7V+A<\71

354zabH.A<QR>�S96�
B4R;l:U4z>^T&H�@(4?>^A<8$VEQc47I�;�>�\eabH$S9S9H��O\B1 �t4G;
t1
T&4`;l:U4�;<69Qc4�\n;<4BC

�_:U4GA<4c;<:E4 �EA<\~;�\n�O62;lF�:
it1 �= it1+1

HyF7FBVEAl\71�xy4B;
jt = it

abH.A�>�S9S
t = 1, . . . , t1

1
|]:E47I?��\l4G;

jt = it1

abH.A�>�S9S
t = t1 + 1, . . . , t �1 �U�_:U4GA<4 t �1 69\f;l:U4 �EA<\n;v\n;l4BC >�a9;<4BA t1\lVEF�:5;<:U>^;

`(it1
, yt �1

) = 1
1���a IEHz\lVEF�:

t �1 4G�+69\~;<\!�-;<:E47I5S94B; t �1 = n
1 � AlHyF7474B=5Tyd

\l4G;l;<69IE8
jt = it

abH.A}>�S9S
t = t �1+1, t �1+2, . . .

VEIr;<69S�>�IE4B��\~�O62;<F�:
it2 �= it2+1

HrF7F7V+A<\
abH.A�\lH$Qc4

t2 > t �1 � 69a ;<:E4BAl4�>^A<4�IEHRQcH.A<4u\n�_62;<F�:E47\�>�a9;<4GA
t �1 � ;l:U4BI \l4G; jt = it

abH.A
>�S2S
t = t �1 + 1, . . . , n

�G1 �f4BCm4!>^; ;<:E4_CEA<HrF747=EV+A<4O=E47\lFGA<62T&47=�>^TmH�@(4OVEI�;<69SE;<:E4O47IE=`H$a
;<:E4�\l4  rVU4BIUFB4u69\]A<4!>�F�:E47=-1

	]>�S9S�>f\l4  yVE47IEF74kH$aE\n;l4BCU\
t �k+1, . . . , tk+1−1

� �O:E4BA<4
t �k QR>7dDTm4 1 >�IE= tk+1−1QR>7d�T&4

n
� >�I�� � � K � � � �$>�IE=q>O\l4  rVU4BIUFB4sH$aE\n;l4BCU\

tk, . . . , t �k � �_:U4GA<4
t �k QR>!d�T&4 n �> � � � K �����m1 �fH.;l4 ;<:U>^;

(j1, . . . , jn)
IE4B@(4BA}QR>^�(47\ >O\~�O62;<F�:��O62;l:U62I�>�I�Ns¡�TUS9HyF<��>^IU=

QR>^�(4B\k>^;]QcH$\n;[H$IU4v\~�O62;<F�:c�O6£;<:E69Ic4!>�F�:
B
¡�TUS9HyF<� 1 N_S9\lH��

L(j1, . . . , jn) ; L � +m �
\l62IUFB4

jt = it
�_62;<:E69I5Nf¡�TUS9HyF<��\ �

L(jtk
, . . . , jt �

k
) ; 1

�_62;<:E69I�4!>�F�:�Z ¡�TUS9HyF<� � >�IE=
;<:E4�IyVEQ�T&4BAsH$a'Z ¡�T�S2HyF<��\s69\f>^;_QcH$\~;

m
1

��Ir;nA<Hy=EVEF74�;<:E4DIEH.;�>^;l69H$I

Qt =
1− (1− α)`(it,yt)

N− 1
	 {it �=it+1} + (1− α)`(it,yt) 	 {it=it+1} .

Z}d�=E4��UIE62;<69H$I�H$a
w �0 �]4�:U>!@(4

w �0(j1, . . . , jn) = w �0(j1) n−1∏

t=1

Qt .

p+H.A�>�S2S
t
69I >�I Nf¡�TUS9HrF<�O�

Qt = (1 − α)`(it,yt) 1 �fH�� �+� >^Ird Z ¡�T�S2HyF<�
tk, . . . , t �k 1|]:E47I

`(jt, yt) = 0
abH.A¢>^S9S

t = tk, . . . , t �k − 1
>�IE=

`(jt �
k
, yt �

k
) ; 1 �t>�\ `(jt �

k
, yt �

k
)Qc698$:�; T&4

0
�_:U4BI

t �k = n
1 354�;<:rVU\f:U>!@(4

∏

t 9������ ���	��
 Qt � (1− α)0 P ����� P (1− α)0 P 1− (1− α)1

N− 1
=

α

N− 1
.

|]:E4sa�>^FB;<H.A �
1−(1−α)1 � �

(N−1)
>^CEC&4!>^A<\ VEIE=E4BA};l:U4s>�\n\lVEQeCU;l69H$I�;<:U>^;

jt �k < n>�IE=
jt �k+1 �= jt �k

1]��a
it �k+1 = itk

�U69QeCUS2d�69IE8
jt �k+1 = jt �k

��;<:E47I
Qt �k

= (1 − α)1 >^IU=
07i(X



;<:E4*>^T&H�@(4*69IE4  rV�>^S962;¤d \n;<69S2S :EH$S9=E\�\l69IEF74
α/(N − 1) ; 1 − α

69\D69QeCUS96947=?Tyd ;<:E4
>�\n\lVEQeCU;l69H$I

α ; (N− 1)/N
1

�fH�� �E>�\s4G�yC�S9>�69IE47=P>�T&H�@(4,�
∑

t

`(jt, yt) ; L � >�IE= ∑

t �

`(jt � , yt � ) ; m
�_:U4GA<4¢;<:E4 �EA<\n;v\lVEQ 69\vH�@(4BA�>�S2S

t
62I Ns¡�TUS9HyF<�y\�>�IE= ;l:U4�\n47F7H$IE= \lVEQ 62\vH�@(4BAD>�S2S

t � 69I`Z ¡�TUS9HyF<�y\ � A<47F!>�S2S�;<:U>^;k;<:E4BAl4�>^A<4�>^;]QcH$\n; m Z ¡�T�S2HyF<��\ ��1}|]:yVE\!�r;<:E4BA<4�4G�+62\n;<\
>

(j1, . . . , jn) G �
L

�

+m

�O62;l:

w �0(j1, . . . , jn) = w �0(j1) n−1∏

t=1

Qt � 1

N
(1− α)L

�

�
α

N− 1
� m

.

�_4BIUFB4��
S9I ∑
� L

�

+m

w �0(j1, . . . , jn) � S9I �
1

N
(1− α)L

�

�
α

N− 1
� m �

F7H$IEF7S2VU=E69IE8�;<:E4�CUAlHyH$a 1
2

����� � ���	� ��� � ����� �
NOI�62QeC&H.Al;�>�I�;�4G�E>�QeCUS94�H$ak\n;nA<VEFB;<V+A<47=JF7Sb>^\l\l47\¢H$a]4G�yC&4BAl;l\¢69\uH.TE;�>^69IE47= Tyd A<4BC+¡
A<4B\l47Ir;l69IE8�4���C&4BAn;<\ � 6�1j4.15�s>�FB;l69H$IE\ ��Trd�T�62I�>�Ald ;lAl4747\71�354?F7>�S9SO\lVEF�: \~;lA<VEFB;<V+A<47=
>�FG;<69H$IE\0�7C $ $ $L@A( $DC��F&71 N ;lA<474�4G�yC&4BAl;

E
69\]> �UIE62;<4OH.A<=E4BAl47=`TU69IU>^Ald�;lA<474�69IR�O:E69F�:

4!>^F�:�IEHy=E4O:U>�\ 4B62;<:E4BA
2
F�:E69S9=cIEHy=E47\ � >uS947a9;kF�:E69S9=R>^IU=�>uA<628$:r; F�:E69S9= � H.A]IUH�F�:E69S9=

IEHy=E47\ � 69a 62;O62\v>eS94!>�a��G1_|s:E4�S94!>7@(47\vH$a
E
>^A<4�S9>^T&47S94B=P�O62;<: >^FB;<69H$IE\OF�:EH$\l47I a9A<H$Q

{1, . . . , N}
1�3 4*VE\l4

λ
;<H`69IE=U62F!>^;<4�;<:E4�A<HyH.;DH$a

E
>�IE=

0
>�IE=

1
;lHz69IE=E69F!>^;l4�;l:U4

S94Ba9;_>^IU=`A<698$:r;]F�:E69S9=+A<4BIzH$a
λ
1[��IP8$4BIU4GA�>�S)�

(x1, . . . , xd) G {0, 1}d
=E47IEH.;<47\];<:E4�S947a9;� 62a

xd = 0
�kH.AfAl698$:r; � 69a

xd = 1
�]F�:E69S9=`H$a�;<:E4�IEHy=E4

(x1, . . . , xd−1)
1

xy69Qc69S9>^A<S2dv;<Hv;<:E4]a9A�>�Qc4G�]H.Al��\'\n;lVU=E694B=q62I 	k:U>^CE;<4BA<\ K �U0!� �(>�IE=`0$0��.�]4f>^\l\lVEQc4
;<:U>^;!�$>^; 4!>�F�:�CEA<47=E69FB;<62H$I¢A<H$VEIU=?�(>_CU6947FB4kH$a S \l69=E4k69IEabH.A<QR>^;l69H$I U 69\ QR>�=E4k>7@�>�69Sb>�T�S24
;<H�;<:E4]abH.A<47F!>^\n;<4BA!1 3 4f=EH�IEH.; QR>^�(4s>�Irdq>�\n\lVEQeCU;l69H$IE\ H$Iq;l:U4s\lH$V+A<F74]H$aU;<:E69\'\l69=E4
69IEabH.A<QR>�;<69H$I-1���I�;<:E4vF!>�\l4�H$a&;lA<4B4�4���C&4BAn;<\!��;<:E4v\l69=E4v69IEabH.A<QR>�;<69H$Ie69\ Al4BCEA<47\l47I�;<47=?�
>^;�47>�F�: ;<69Qc4u\n;<4BC

t
� Trd >�I 62I �UIE62;<4�TU69IU>^AldP@(47FG;<H.A

xt = (x1,t, x2,t, . . .)
1D��I ;<:E4

4G�+>�QeCUS94z=E47\nFBA<62T&4B= 69I�;<:E69\c\n47FB;<69H$I?�]:EH��]4G@(4BA��f�]4?H$IES2d QR>^�(4PVE\l4 H$a�> �UIU6£;<4
IrVUQ�T&4BAsH$a�F7H$QeC&H$IE47Ir;l\s62I`;<:E4�\l69=E4D62IUabH.AlQR>^;<69H$Ic@(47FB;lH.A!1

07i$i



2

4 1

0

0

0

0

1

1

1

1

p�628$VEAl4?i+190 �5N TU69IU>^Ald�;nA<474 � S947a9;~¡ :U>�IE= \n69=E4��e>�IE= >5;lA<4B4 4���C&4BAn;�T�>�\n47= H$I 62;� Al698$:r;n¡�:U>�IE= \l62=U4 �G1q¥�62@(4BI�>�Ird \l62=U4q69IEabH.A<QR>^;l69H$IP@(47FB;<H.A��O6£;<: CEA<4��+�
(1, 0, . . .)

�
;<:E69\k;lAl474u4G�yC&4BAl;fF�:EHyH$\l47\_>�FB;<62H$I

4
��;<:E4DSb>^T&47S&H$a�S94!>�a

(1, 0)
1

NOI�4G��Cm4BAl;
E
VU\n47\c;<:E4?\l69=E4?69IEabH.A<QR>^;<62H$I";<HJ\l47S247FB;�>5S94!>^a�62I�6£;<\e;lA<474 >^IU=

H$V+;lCUV+;<\�;l:U4]>^FB;<69H$I�Sb>�T&47S969IE8];<:U>^;'S947>�a 1 ¥�6£@(47I�\l69=E4 69IEabH.A<QR>^;l69H$I
x = (x1, x2, . . .)

�
S94G;

v = (v1, . . . , vd)
T&4q;l:U4qVEIE6� yVE4�S94!>�a}H$a

E
\lVEF�:5;l:�>�;

v1 = x1, . . . , vd = xd

1
|]:E4DSb>�T&47S-H$a�;<:E69\]S947>�a:�E=U4BIUH.;l47=zTyd

iE(x) G {1, . . . , N}
�+69\k;<:E4u>�FB;<69H$I`F�:UH$\n47IPTyd

4G�yC&4BAl;
E
V+C&H$I`H.T�\n4BAl@�>^;<69H$IPH$a

x
� \n474¢p�628$VEAl4Di+120��G1

_#m) � %���� �7� � � �> � � ��� � �#= ��� ��C�� N \n69QeCUS94q>^CEC�S269F!>^;<62H$I �_:E4BA<4*VEI�T&H$VEIU=E47=
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Φ(An) � 2B( !#" n+ 1)
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 	*� ����� An = (1/n)
∑n

t=1 `(It, Jt) 3 �
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n→∞

d(An, S) = 0 �
� ��'�) � � "& "�� � � � � ��� 	
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�)( 	+* %#,���-."0/1-324-35  -768/1,  ":9 x /? S  "0; y ? S <
�
Φ(x) � (y − x) � −Φ(x) .

% 50%&�=68/�!&!&/?>@�=��%&'A�B!#9C6&,�/�'D-3502E6 GF -7-35  -7HI9 F /�":J�2 ( %#-K9L/�6 Φ <
0 = Φ(y) M Φ(x) +

�
Φ(x) � (y − x) .

% 5024,�2N��-O/�6)-35024�B,�/I/�6P%&�QH  ��2N;R/�"  ��%&'A�B!&2 %  9S!#/1,=2 ( �  "0��%&/�"L/�6)-3502T�+/1-32U":-3%  !
Φ(At)

 ,3/��0"0; Φ(At−1) V � %&" F 2 At = At−1 + (1/t) W `(pt, Jt) − At−1 X <:>=2T5  J�2
Φ(At) = Φ(At−1) +

1

t

�
Φ(At−1) � W `(pt, Jt) − At−1 X

+
1

2t2
W `(pt, Jt) − At−1 X�Y H(ξ) W `(pt, Jt) − At−1 XZ >@502U,�2 ξ %&�  J�2 F -3/1,.H�2U-K>=2N2N" At

 "0; At−1 [
\�]ED



� Φ(At−1) +
1

t

�
Φ(At−1) � W `(pt, Jt) − At−1 X

+
1

2t2 ���
`(pt, Jt) − At−1 ���

2 �����
ξ : � ξ ��� 1

�
H(ξ)
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� Φ(At−1) +
1
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Φ(At−1) � W πS(At−1) − At−1 X +

2B

t2Z HI9�-3502E;02 � "B%#"�� �0,3/1�+2U,�- 9 /�6 pt [
� Φ(At−1) −

1

t
Φ(At−1) +

2B
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��2U-

tΦ(At) � (t− 1)Φ(At−1) +
2B

t
68/1,  !&! t = 1, 2, . . . V
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nΦ(An) � n∑

t=1
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� �0, '  %#" F /�" F 2U,3" 502U,�2 %#� -3/ ;02N� F ,3%#H+2C��-�,  -32��%&2N� /�6=� !  9 -35  - ���  ,  " -32N2-35  -N< "0/ '  -�-32U, >.5  - -�5B2 �0"0;B2 ,3!#9S%#"�� �  'C2�%&�U< -3502�� !  9�2 ,3� 2U"B; �0� � !  9I%&"�� 'C% ( 2N; ��-�,  -�2��19��0,3/ � !&2 F !&/���2 -3/  �. ��5 2��I�0%&!#%#H0,3%&�0'�V % 5B2 ;0%65 F �B! - 9 %&�T-35  -�B!  9�2U,3� F� "0"0/1-7/1�0-3%&'C%3�N2@-�5B2U%#,=� !  9CH�2 F� �0��2 /�6)-3502  �����0'A�0-3%&/�"�/�6 �0" F /����B!&2N; &"02N���UV % 5B2 �B,�/1H !#2N' H�2 F /�'C2N� 'C/1,32 �0,3/�"0/��0" F 2N; %&" -3502 FN ��2C/�6  " � �B" � "B/?>@"�  'C2 � Z %�V 2GV#< >@502N" �B!  9�2U,3� /�"B! 9 /1HB��2U,�J�2 -�5B2U%#,C/?>@" �  9�/ , �AHB��- � "0/?> "0/1-35 &%&"��  H�/��0-.>@5  -@-3502 /1-3502U,T�  ,�-3% F %#�  " -3�./�6 -3502��  'C2 ;B/ [ < -�,32  -32N; %&" -3502 "B2 ( -��2 F -3%&/�" V� � >=2C'C2N" -3%&/�"02N;�%#- %#"�-�5B2C%#":-�,3/:;0� F -3%&/�" < %&"�'  " 9 F� ��2N�N< %&" F !&�0;0%&"��R-K>=/ &�+2 ,3��/�" �U2U,3/ & ���B' �  'C2N�  "B; K & �+2U,3��/�" �  'C2N�T%&" >@50% F 5 2UJ�2U,�9 �B!  9�2U,E5  �4-K>=/GF -3%&/�"0� Z %�V�21V#< Nk = 2 68/1,  !&! k [ <+��%&'A�B!&2 � F -3%#-3%&/��0�7� !  9 %&�T���>5 F %#2N":-4-3/ GF 50%&2UJ�2F /�" J�2U,���2N" F 2 -3/  �. ��5 2��I�0%&!&% HB,�%&�0' Z %#" AF 2U,�-  %#" >=2  � ��2N"0��2 [ V?�./ >=2 J�2U,�<�-3502F� ��2 /�6���2N"02U,  !&�  'C2N�=%&� F /�"0��%&;02U,  HB!#9�'C/1,324;0%65 F �0!#-NV% / ;02N� F ,3%#H+27-3502 � ,3��- ��%&'A�B!&2=%&;02  <  �����0'C27-35  - -3502 �  'C275  � ���� : � ��� � 
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�
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�� � < -35  - %&�N<  �. ��5 2��:�0%&!&%#H0,3%&�0' π
F /�" F 2U":-�,  -32N; /�"  ��%&"���!&2J�2 F -3/1, i = (i1, . . . , iK) /�6 GF -3%&/�"0�NV 0 " -350%&� F� ��2 %#-4%#�E2  ��9 -3/ F /�"0��-�,3� F -  ,  " &;0/�'C%3�N2U;R�0" F /���� !#2N;���-�,  -32��19L/�6 ,32U�+2  -32N; �B!  9L��� F 5�-35  -N<B%#6  !&!+�B!  9�2U,3�@68/�!#!&/ >��� F 5  ��-�,  -�2��19�<P-�5B2 � /�%&":-E��-�,  -32��19 �0,3/ � !&2N� F /�":J�2 ,���2 -3/  �. ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%&�0'�< !#'C/���-Q����,32N! 9�V � 2 ,35  �B�O-3502E��%&'A�B!&2N��-=��� F 5R�0,3/ F 2N;0��,32 %#�7;02N� F ,3%#H+2U;  �O68/�!#!&/ >.�NV
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+ 'A258 '-,3</. 9 �;2&0 � 81.2,32
k V* /1, t = 1, 2, . . .Z'3 [ %&6 t %&�7/I;0; < F 50/:/���2  " GF -3%#/�" I(k)

t ,  "0;0/�'C!#9�< GFNF /1,3;0%&"�� -3/ -�5B2�0"0%&68/1,3'D;0%&��-�,3% H ��-3%#/�" /?J�2U, {1, . . . , Nk} 4Z \ [ %&6 t %&�72UJ�2N" <0!&2U-
I
(k)
t =

{
1 %&6 `(k)(It−1) � 'C%&" ik=1,...,Nk

`(k)(I−
t−1, ik)

2 /1-3502U,�>@%#��2 .
Z � [ 0 6 t %&� 2UJ�2N"  "0;  !&!B� !  9�2 ,3� 5  J�2@� !  9�2U;  F -3%&/�" 1 < -3502N"C,32U�+2  -68/1,32 J�2U,@-3502 GF -3%&/�" �B!  9�2N; %&" -3502 !  ��-7/I;0;R�+2U,�%&/I; V

0 " >=/1,3;0�N<  -O2 GF 5 /I;0;R�+2U,�%&/I;R-�5B2E�B!  9�2U,3� F 50/I/���2  " GF -3%&/�"R,  "B;0/�'C!#9�V � --3502 "02 ( -4�+2 ,3%&/I;�-3502U9 F 502 F � %&6 -�5B2U%#, GF -3%#/�" >  �  H+2U��-4,32N���+/�"0��2 -3/C-3502 /1-3502U,�B!  9�2U,3� @SGF -�%&/�"0�  "0; F /�'C' �B"0% FN -32=%#- -3/ -�5B2./1-3502U, �B!  9�2U,3� H:9 �B!  9S%&"��  F -3%&/�" 1/1, 2 V 0 6  !&! �B!  9�2U,3�T5  J�2 H+2N��-4,32U���+/�"0;02N;  -4��/�'C2 �+/�%&" - Z >@50% F 5�-3502U9 F /�" � ,3'H:9 �B!  9S%#"�� GF -�%&/�" 1 %&" -3502R"02 ( - ,3/��0"0; [ -�5B2U" -3502U9 ,32U�+2  - -3502 �  'C2 GF -3%&/�"68/1,32 J�2U,�V � !&2  ,3!#9�< -3502R��-�,  -32��19 ,32  !&%6�N2N�  ,  "0;0/�' 2 ( 5  �0��-3%#J�2L��2  , F 5 V � %&" F 2-3502 �  'C2A%&� � "0%#-321< 2UJ�2N":-��  !&!#9�<  !#'C/���- ���0,�2N!#9�< HI9 � ��,32 F 5  " F 21<  - ��/�'C2 /:;B;-3%#'C2 �+2 ,3%&/I;  � ��,32  F -3%&/�" �. ��5�2��I�0%&!&% HB,�%&�0' i = (i1, . . . , iK) >@%&!&! H+2 �B!  9�2N;Z >.50/���2 2 ( %&��-�2N" F 2 %&� ���  ,  ":-�2N2N;RH:9  �����B'A�0-3%#/�" [ V % 502 2 ( �+2 F -32U; -3%&'C24%#-7-  � 2N�-3/ � "0; ��� F 5  " 2��:�0%&!&%#H0,3%&�0'D%&�  -4'C/���- 2∏K

k=1Nk <  �I�  " -3%#-K9 2 ( �+/�"02N":-�%  !&!#9!  ,���2L%#" -3502R":�0' H+2 , K /�6.�B!  9�2U,��NV � 9 -3502R;02 � "0%#-3%&/�" /�6 �. ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%&�0'�< !#! �B!  9�2U,��.H+2N��-O,32N����/�"B;  -.-3502 -�%&'C2 i %&�=�B!  9�2N;  "0; -3502U,32U68/1,32 ��-  9L>@%#-35L-350%&�F 50/�% F 2E68/1,32UJ�2U,NV
56,=7�8 287 	��:9 Z*;=<?>A@2BDCFE�GIH?;JCF;K@ �/L > 	 [&M 502  !3��/1,�%#-350' ��50/?>@"  H�/ J�2E%&�  ��%#'�N�B!&2 68/1,3' /�6Q2POS5  �B��-3%#J�2 ��2  , F 5 VRQ�" 6 GF -�<  !&! ��-�,  -32���%&2N�E-35  - >=2 ;B2U� F ,3%#H�2 502U,32 "0; %&" -3502 "02POS- ��2 F -3%#/�"  ,32 J  ,3%  ":-3�E/�6 -3502 �  'C2 �0,3%#" F %#�B!&21V � 6 F /���,3��21<)-350%&� !#��/L'C2  "0�4-�5  - F /�" J�2U,���2N" F 2 %&�E2POS-�,�2N'C2N!#9 ��!#/ > %&" -3502 ��2U"B��2 -35  -E-3502 >.50/�!&2��� GF 2 Z 2POS��/�"B2U":-3%  !&!#9E!  ,���2  �  68�0" F -3%&/�" /�6�-3502 "I�0' H+2U, /�6��B!  9�2U,3� [ "02N2N;0� -3/@H+2
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2POI�B!&/1,32N; V M 50%&�=%&�7%&"R��5  ,�� F /�" -�,  ��-7-3/ -3502 %&" -32U,3"  !:N ,32��1,32 -='C%&"0%&'C%3�N%&"�� ��-�,  -�2PN��%&2U�O/�6 � 2 F -3%&/�" � V�� -�5  - ���  ,  ":-32U2E,  � %#; F /�" J�2U,���2N" F 2 -�/ -3502E��2U-@/�6 F /1,�,32N!  -32N;2��:�0%&!&%#H0,3%  V
56,������87 	����	� Z�
 � 
� CFE1@ EAG � 
2@ � G E�� 	 [�M 502 !&2  ,3"0%&"��.��-�,  -32��19 ;02N� F ,3% H+2N;  H+/?J�2'  9 "B/1- H+2RJ�2U,�9  �0�+2  !#%&"�� H+2 FN �0��2�/�6T%#-3�A"0/�"KN ��-  -3%&/�"  ,�%#-K9�V � OS2U, F %&��2 � V \ �;02N� F ,3%#H+2N�  ��-  -3%#/�"  ,�9R��-�,  -32�19 �0,3/1�+/���2N;�H:9 �  ,�-  "0; 	  � N � /�!&2N!&!�� 3 � \�� -35  - !#��/  F 50%&2 J�2N�  !&'C/���-C����,32 F /�":J�2 ,���2N" F 2 -�/  �B�0,�2 GF -3%&/�" �O ��5 2�I�0%&!&%#H0,3%#�B'>.5B2U"B2 J�2U,@��� F 5  "R2��I�0%&!&% HB,�%&�0' 2PO�%#��-3�NV
56,������87 	���� � Z���B�� EAG � � ; ; � BAG��1G�� � G @ 	 [&M 502E�0,3/ F 2N;0��,32  !#>  9S� F /�" J�2U,���2N�=-3/ �B��,32 GF -3%&/�" �. ��5 2�I�0%&!&%#H0,3%#�B'�V � 6 F /��0,���21<S-3502 �  'C2O'  9 5  J�24��2UJ�2U,  ! �. ��52��:�0%&!&%#H0,3%  < ��/�'C2 �B��,321<P/1-3502U,3�4'C%:OS2N; V � /�'C2 2��I�0%&!#%#H0,3%  '  9 H�2 � H+2U-�-32 , � -35  "/1-3502U,��N< ��/�'C2 -3%&'C2N� %#" �:�B% -32  ��-�,3/�"�� ��2U"B��21V �O/ >=2UJ�2 ,�< -3502��0,3/ F 2U;B��,32  H+/?J�2;0/I2U� "B/1- ' �� 2  " 9 ;0%&��-3%#" F -3%&/�" H+2 - >=2U2N" ;0%�� 2U,32N" - 2��:�B%#!&%#H0,3%  <  "0; -3502C/�"02C%#-� "0;0� %&�)��2N!&2 F -32N; ,  "0;0/�'C!#9�< GFNF /1,�;B%#"��7-3/.-3502 �0"0%&68/1,3' ;0%&��-�,�%#HB�0-�%&/�" /?J�2U,  !#! �B��,32GF -3%&/�" �O ��5R2�I�0%&!&%#H0,3%  V
56,������87 	������ Z E � � � �1@!�?; � C 	 [ Q -�%&�C%#'A�+/1,�-  " - -3/�"B/1-�2 -35  -C-3502 F� ��2 /�6
K = 2 �B!  9�2U,3�=%&� ��%6��"B% � FN ":-3! 9 ��%#'A� !#2U,�V Q�"  -K>=/ N��B!  9�2U, �  'C2 Z �B"0;02U,  F 2 ,�-  %&"��2N"02U,�% F %#-K9  �����0'A�0-3%&/�" [ % -Q���>5 F 2U�=-�/ �0��2  ��-�,  -32�19A-35  - ,32 �+2  -3� -�5B2@�0,32 JS%&/��0��B!  9�%&6)%#-=>  �  H+2N��-O,32U���+/�"0��2  "B;L��2N!&2 F -3�  " GF -3%#/�"L,  "0;0/�'C!#9 /1-3502U,�>@%#��2 Z ��2N2
� O�2U, F %&��2 � V \ � [ V��./?>=2UJ�2U,�<.%&6E-�5B2 �  'C2�%#�C"B/1- ��2N"02U,�% F /1,L%#" -3502 F� ��2 /�6  -!&2  ��-@-35�,32U2 �B!  9�2U,��N<�-350%&�.�0,3/ F 2N;0��,32 '  9 2N" -32U,E%&" AF 9 F !&2  "0; "02UJ�2U, F /�" J�2U,���2Z � O�2 , F %&��2 � V \�] [ V
� 2 OS- >=2C��50/?>�50/ > -�5B2C%#;B2  � ;02N� F ,3% H+2N;  H+/?J�2C'  9 H+2C2POI-32N"0;02N; -3/ ��2N"02U,  !�  'C2U� -35  -C'  9 "B/1-�5  J�2  �B��,32 GF -3%#/�" �O ��5 2��I�0%&!&% HB,�%&�0'�V M 502���%&'A�B!&2N��-J�2U,���%&/�"�/�6 -350%&�O2POS-32U"B��%&/�"�;0/I2N�@"0/1- �I�0%#-32 GF 5B%#2UJ�2  �O ��5�2��:�B%#!&%#H0,3%&�0'�HB�0-  � N�0,3/-O�%&'  -32N� %#-�V M / ' �� 27-�5B2O��-  -�2N'C2N":- �0,32 F %#��21<:>=2.%&":-�,�/I;0� F 27-�5B2."B/1-�%&/�"A/�6  "
ε "$# � � @ �&% � 
 � 
 
 : 
�� � V � 2U- ε > 0 V � 'C%:O�2N; ��-�,  -32��19 �B,�/ � !#2 π = p(1) ' � � � ' p(K)

%&�  " ε N �. ��5L2��I�0%&!&% HB,�%&�0' %&6P68/1,  !&! k = 1, . . . , K
 "0;  !&!�'C%:OS2N; ��-�,  -�2���%&2N� q(k) <

π`(k) � π �

k`
(k) + ε

>.5B2 ,32 π �
k = p(1) ' � � � ' q(k) ' � � � ' p(K) ;02N"0/1-32U� -�5B2 'C%:OS2N;���-�,  -�2��19 �0,3/ N� !&2 /1H0-  %&"02N; HI9 ,32U�B! GF %#"�� p(k) HI9 q(k)

 "0; !&2  JI%&"��  !#! /1-�5B2 , �B!  9�2U,3�)()'C%:OS2N;��-�,  -32���%#2N�4�B" F 5  "���2N; V M 5I�0�N<+-3502 ;B2 � "0%#-�%&/�" /�6 �. ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%&�0' %#�E'C/:;0% � 2N;
\�]+*



��%#'A� ! 9 HI9  !#!&/ >.%&"��T��/�'C2=��! GF � %&" -3502O;02 � "0%&"��4%&"02��I�  !&% -3%&2N�NV � !#2  ,3!#9�<�% - ���>5 F 2N�-3/ F 5B2 F � -3502 %&"02��:�  !&%#-3%#2N�T68/1, 'C%:OS2N; ��-�,  -32��%&2N� q(k)
F /�" F 2N" -�,  -�2N; /�"  ��%&"���!&2GF -3%&/�" ik V M 5B2E��2U-O/�6 ε N �. ��5 2��I�0%&!#%#H0,3%  /�6  �  'C2T%#�O;02N"0/1-32N;LHI9 � ε V

M 5B27%&;02  %&" 2 OS-32N"0;0%&"��4-35027�0,3/ F 2N;0��,32.;0%&� F �B����2N;  H�/ J�2O68/1,#��2N"02U,  !��  'C2N� %&�-35  - 2 GF 5C�B!  9�2U, ��2N!&2 F -��  � 
�� � � ��-�,  -32��19 ,  "0;0/�'C!#9  "0;A-3502N" F 502 F � � >.502U-3502U,%#-.%&�  "  �0�0,3/-O�%&'  -�2EH+2U��-@,32N���+/�"0��2 -3/C-3502 /1-3502U,3�)(�'C%:O�2U; ��-�,  -32���%&2N�UV � !#2  ,3!#9�<-350%&� F� "0"0/1-=H+2 ;0/�"02 %#"�� �0��-@/�"024,3/��0"B;�/�6P�B!  9  �O�B!  9�2U,3� F� "0"0/1-./1HB��2 ,�J�2 -3502'C%:OS2N; ��-�,  -32��%&2N� /�6@-�5B2L/1-3502U,3�NV�� ��-A%#6@-3502R�  'C2 'C%:OS2N; ��-�,  -32��19 %&� �B!  9�2N;;0��,3%&"��R����5 F %&2N" -3!#9 '  ":9 �+2 ,3%&/I;0�N<P-3502N"�2 GF 5 �B!  9�2U, F� " ��%&'A�B!#9�-32N��- -3502 5 9 N�+/1-�5B2U��%&� >@502U-�5B2 , 50%&� F 50/�% F 2=%&�  "  �0�0,3/FOS%&'  -32 H+2N��- ,32N���+/�"0��21V M 5B%#� �0,3/ F 2N;0��,32%&�768/1,3'  !#%3�N2N;CH+2N!#/ > V
������6���� �������� ��� 
����6� ��&���	

������� ���������D# �%����'���'( �	� �

+ '&��� '-,	�/.�
 ��&0 � �1.2,	�
k V� � � � � ,('-,	���� ��2U,3%&/:;R!&2N"��1-35 T < F /�" � ;B2U" F 2 �  ,  'C2 -32U, ρ > 0 V� ��� '
��� � � �!� '
� ����� F 50/I/���2  'C%:O�2U;A��-�,  -32��19 π(k)

0 ,  "0;0/�'C!#9�< GFNF /1,�;B%#"��-3/ -3502��0"B%#68/1,3' ;0%&��-�,3% H ��-3%#/�" / J�2 ,L-3502���%#'A� !#2PO�� k /�6E�0,3/1H  HB%&!#%#-K9;0%&��-�,3% H ��-3%#/�"B� / J�2U, {1, . . . , Nk} 4* /1, t = 1, 2, . . . <Z'3 [ %&6 t = mT + s 68/1,T%&":-�2���2U,3� m M 0  "0; 1 � s � T − 1 < F 50/I/���2
I
(k)
t ,  "0;0/�'C!#9 GFNF /1,3;0%&"�� -3/ -�5B2E'C%:OS2N;L��-�,  -32�19 π(k)

m 4Z \ [ %&6 t = mT 68/1,  "L%&":-�2���2U, m M 1 -3502N"R!&2U-

I
(k)
t =






1 %&6 1
T−1

∑mT−1
s=(m−1)T+1 `

(k)(Is)

� 'C%&" ik=1,...,Nk

1
T−1

∑mT−1
s=(m−1)T+1 `

(k)(I−
s , ik) + ρ

2 /1-3502U,�>@%&��2G<
Z�� [ Q�6 t = mT

 "0;  !&! �B!  9�2U,3� 5  J�2��B!  9�2N; GF -3%&/�" 1 < -3502N"�� !  9-3502O'C%:O�2N; ��-�,  -�2��19 π(k)
m−1 68/1,32UJ�2 ,-4�/1-3502U,�>.%&��21< F 50/I/���2 π(k)

m ,  "KN;0/�'C!#9�<  FNF /1,3;0%&"�� -3/ -3502E�0"B%#68/1,3' ;B%#��-�,3%#HB��-3%&/�"�/?J�2U,�� k 4

\�]��



Q�" -3502 �0,3/ F 2U;B��,32 2UJ�2U,�9 �B!  9�2U, -�2N��-3�N<  6&-32U, 2  F 5 �+2U,�%&/I; /�60!&2N"��1-35 T <1>@502U-3502U,502T5  �QH+2N2N"  �0�0,3/-O�%&'  -�2N!#9 H+2N��-Q,�2N���+/�"0;0%&"��  "0;L��2N"0;B�  ��%6��"  ! -3/ -3502@,32N��-7/�6-3502 �B!  9�2U,3�  -)-�5B2 2N"0; /�6 -3502 �+2 ,3%&/I; V��4" F 2 2UJ�2U,�9E�B!  9�2U,  FNF 2U�0-3� -3502 5 9I�+/1-�5B2U��%&�/�6  !&'C/���- H+2U��-Q,32N����/�"B��21<S-3502T�  'C2@'C% O�2N;C��-�,  -32��19 �B,�/ � !#2@%&� ,32 �+2  -32U;L68/1,32 J�2U,�V
M 502 "02POI-.��%#'A� !#2@,32N���0!#-O���0'C'  ,3%3�U2N� -35024�+2U,368/1,3'  " F 2 /�6P-350%&�Q�B,�/ F 2N;0��,321V
��� ,���F, � 	���� $ ����% ��	 	 > 	���� ) �1��,	�� � .+ 
B��(	 ) �1�� �  ��� � �&��� � 
 �@� ��' 	
��	 
���	 � � 	 ��� � � 
 ) � � � 	�� % ��	 �
	 � � ���#"�	&�2 " ��> 	4� %,� �

� ��'�) �����(	 � 	�� � T  � �
ρ �

1/2 �&% � ' ��'  � (T − 1)ρ2 M 2 !&" ∑K

k=1Nk A�� � ��' ) � � "� "�� �!� � � ��� 	 3 ��' 	���	 � � � � � ��� � � �
	&� ��� �� � 	 
�� ) � � 	 ��	
π = p(1) ' � � � ' p(K) ��% � ' ��'  � π � � ) ���� 	&�

. � � 5�9� �&%�� � �#	 ��� � � �����
 	
m A 7 ' 	 ) � � "� "�� �!� � � ��'  � π � ������� 

2ρ �	�  ��'	�= % � �!��"���� % � � �  � � �����

8Tρ2−d !&" W Tρ2−d X e−2(T−1)ρ2

� ' 	���	
d =

∑K
k=1(Nk − 1)

� �2��' 	 �?% � "�	�� � .*.&��	�	 ) �����(	 � 	�� � � 	�	��
	&� �@�
�#) 	 � � .U�2 � � � � � ��� � � � 	&� ��� �� � 	 
�� ) � � 	 � 	 A

Q -7%&� F !&2  ,76&,3/�'D-�5B2TH+/��0"0;R/�6P-3502T-3502N/1,32N'�-35  -768/1,  "  ,�H % -�,  ,3%#!#9 ��'  !&! J  !&�02/�6 ρ <B%&6 T %&�.����5 F %&2N" -3!#9 !  , ��21<�-3502 �0,3/1H  HB%&!&%#-K9�/�6 "0/1-O2N"0;0%&"��A��� %&" 
2ρ N�
  ��52��:�0%&!&%#H0,3%&�0' F� " H+2 '  ;02  ,�H % -�,  ,3%#!#9 ��'  !&!�V M 50%&�@�0,3/1H  HB%&!#%#-K9L;02 F ,32  ��2U�4>.%#-35

T
 -  ,32N'  , �1 HB!#9 6  ��-7,  -32GV 7 �0��-7"0/1-32T-35  -=%&6 Tρ2 %#�7��%3��"0% �BF� ":-�!#9 !  ,���2U,=-35  "

d !&" d <P-�5B2 �0,3/1H  HB%&!&%#-K9R'  9RH+2 68��,�-�5B2 , H+/��0"0;02N; H:9 e−Tρ2 V M 5:�0�N<P-�5B2 ��%3�U2 /�6-3502��  'C2 � !  9I�  'C%&"0/1,.,3/�!&2 %#" -�5B2 H+/��0"0; /�6 -�5B2 �0,3/1H  HB%&!&% - 9�V �./?>=2UJ�2U,�<+-3502-3%#'C2 -3502 �0,3/ F 2N;0�0,�2 - �� 2N� -3/T,32  F 5 -3502="02  , N�2��I�0%&!&% HB,�%&�0' ��-  -32 ;02U�+2U"B;0� 502  JS%&! 9/�" -3502=��%3�N2=/�6 -�5B2 �  'C21V M 5B2=2N��-3%&'  -32U� ;02U,3%#J�2N; %&" -3502=�0,3/:/�6�H+2N!&/?> ,32UJ�2  !�-35  --350%&� ��-3/1�0�B%&"��R-3%&'C2 %&� -K9I�B% FN !&!#9 /�6Q-3502A/1,3;02U, /�6 Tρ−d < 2POI�+/�"02N":-�%  !&!#9 !  ,���2A%&"-3502�"I�0' H+2U, /�67� !  9�2 ,3�NV �./?>=2UJ�2U,N< F /�" J�2U,���2N" F 2 -3/ ε N�
  ��5 2��I�0%&!&% HB,�% LF� "B"0/1-H+2 GF 50%&2UJ�2N; >.%#-35 -350%&� 'C2U-350/I; 68/1,  "  ,�HB%#-�,  ,3%&!#9 ��'  !&! J  !&�02R/�6 ε < H+2 F� �0��2"0/�'  -�-32 ,T50/ > T  "0; ρ  ,32 F 50/���2U"P<+-3502U,�2 %#�  !#>  9S�  �+/���%#-3%#J�21< -350/�����5 -3%&" 9�<�0,3/1H  HB%&!&% - 9 -35  -  !&! �B!  9�2U,3� GFNF 2 �B-  'C%:O�2N; ��-�,  -32��19��0,3/ � !&2C-35  - %&� "B/1-  "
ε N�
  ��5 2��:�0%&!&%#H0,3%&�0'�V Q�" -�5B2�"02POI- ��2 F -�%&/�" >=2C;02N� F ,3%#H+2  ;0%�� 2U,32N" - �B,�/ F 2N;0��,32-35  -7'  9CH+2 F /�":J�2 ,�-32N;�%&" -3/  "  !&'C/���-=����,32N!#9 F /�" J�2U,���2N" -@��-�,  -32��19�V�����
�)( 	� 2U- M ;B2U"B/1-�2E-3502 Z ,  "0;0/�' [ %&"0;02PO 68/1,7>@50% F 5R2 J�2U,�9��B!  9�2U,O�B!  9I� 1  --3%#'C2 MT V�� 2="B2U2N; -3/4�0,3/?J�2=-�5  - M %&� � "B% -32  !&'C/���- ����,32N!#9�V��=/�"0��%&;02U, -�5B2Q�0,3/ NF 2U��� π0, π1, π2, . . . /�6 � /�%&" -4'C%:O�2N; ��-�,  -32��19��0,3/ � !&2U�E68/��0"0;  -T-3%&'C2N� 0, T, 2T, . . .H:9 -3502A�B!  9�2U,3� �0��%&"�� -3502A�0,3/ F 2U;B��,32GV * /1, F /�" J�2N"0%&2N" F 21<  �����B'C2 -35  - �B!  9�2U,3�

\+* �



� 2N2 � ;�,  >.%&"��  "02U>D,  "0;0/�' 'C%:OS2N; ��-�,  -32��19 πm 2UJ�2N" %&6 m M M
 "0; -3502'C%:OS2N; ��-�,  -�2��19 %&�O"0/1-7�0��2N;  " 9S'C/1,32GV Q�" /1-3502U,7>=/1,3;0�N< π0, π1, π2, . . .
 ,32E%&"0;02PN�+2U"B;02N" - ,  "0;B/�' J  ,3%  H !#2N� �B"0%&68/1,�'C!#9 ;0%&��-�,�%#HB�0-�2N; /?J�2U, -3502 d =

∑K

k=1(Nk −1) N;0%&'C2N"0��%#/�"  ! ��2 - /1H0-  %#"B2U; H:9 -3502 �0,3/:;B� F - /�67-3502 K ��%&'A�B!&2POS2N� /�6=-3502L'C%:OS2N;��-�,  -32���%#2N�=/�6 -3502 K �B!  9�2U,��NV* /1,  ":9 ε � (0, 1) >=2E'  9C>.,3%#-�2
�
[M M m0] =

m0−1∑

j=0

� �
πm �

�
ε j -3%&'C2U� �

' � � πm %&�=,32 � 2 F -�2N;�68/1,@2UJ�2 ,�9 m < m0 ��� πm �
�

ε j -3%&'C2U� � .
� 2 H+/��0"0; -3502 -32 ,3'C� /�" -3502 ,3%3��5 - N 5  "0; ��%&;02 -3/ ;02U,�%#J�2 -3502 ;B2U��%#,32N; 2U��-3%&'  -�268/1, � [M M m0] V* %#,���-./1HB��2 ,�J�2 -35  -O��%&" F 24-3502?�  'C245  �  -O!&2  ��-7/�"B2 
  ��5 2��I�0%&!#%#H0,3%&�0' π =

p(1) '������ ' p(K) <  ":9 'C%:OS2N; ��-�,  -�2��19��B,�/ � !#2��π = �p(1) '������ ' �p(K) ��� F 5 -35  -
'  O

k=1,...,K
'  O

ik=1,...,Nk

���p
(k)(ik) − �p(k)(ik) ��� � ε

%&�  " ε N�
  ��5�2��:�B%#!&%#H0,3%&�0'�V M 5:�B�U<068/1,@2UJ�2U,�9 m = 0, 1, . . . <
�
[πm � � ε] M εd .

M 50%&�=%&'A�B!&%&2N� -�5  -
� �
πm �

�
ε j -�%&'C2N� � =

� �
πm /� � ε m0 − j -�%&'C2N� �

�
�
m0

j
 W 1− εd X m0−j � mj

0 e
−(m0−j)εd

.

M /CH+/��0"0; -3502 /1-�5B2 ,T-32U,3' %&" -3502  H+/?J�2 2POS�0,32N����%&/�" /�6 � [M M m0] <+"0/1-32 -35  -%&6 πm � � ε 2PO GF -3! 9 j -3%&'C2N� 68/1, m = 0, . . . ,m0 − 1 < -3502N" M M m0 %&'A�B!&%&2N�-35  -  -O!&2  ��-./�"02E� !  9�2 ,./1HB��2U,�J�2N�  ,32��1,32U-  -O!&2  ��- ρ  -  !&! /�6 -3502N��2 j ��2U,3%&/:;B�UV

O/1-�2E-35  -  -  ":9 ��%#J�2N" ��2U,3%&/:; m < %#6 ε > ρ <�HI9L�B��%&"�� -3502 6  F -.-35  -7-3502 ,�2��1,32U-2N��-3%&'  -32U�  ,32 ���0'C� /�6 T − 1 %&"0;B2 �+2N"0;02N":-�<.%&;02N":-3% F� !&!#9 ;0%&��-�,3% H ��-32U; ,  "B;0/�'J  ,3%  H !#2N�N<��./:2)��;0%&"�� ( �Q%#"B2�I�  !&%#-K9  "B;L-3502 �0"0%&/�"KN /�6IN�2UJ�2N":-��OH+/��0"0;R%&'A�B!#9 -35  -

� �
M �= m ��� πm �

�
ε
� � � � � k � K : I

(k)
mT = 2 ��� πm �

�
ε
�

�
K∑

k=1

Nke
−2(T−1)(ε−ρ)2

.

\+* 3



M 502U,32N68/1,32G<
� �
πm %&�7,�2 � 2 F -32N;�68/1,.2UJ�2U,�9 m < m0 ��� πm �

�
ε j -3%&'C2N� �

�
��

K∑

k=1

Nk

�� j

e−2j(T−1)(ε−ρ)2

.

� ��-�-3%&"��72UJ�2U,�9:-350%&"��O-3/ ��2U-�5B2 ,�<G!&2 -�-3%&"�� ε = 2ρ < �0��%&"��O-�5B2  �����B'A�0-3%#/�" (T−1)ρ2 M
2 !&" ∑K

k=1Nk <  "0; � O�%&"��  j0 < m0 <�>=2E5  J�2
�
[M M m0] �

∑

j � j0

m
j
0 e

−(m0−j)(2ρ)d

+
∑

j>j0

��
K∑

k=1

Nk

�� j

e−j(T−1)ρ2

� j0m
j0
0 e

−(m0−j0)(2ρ)d

+m0 e
−j0(T−1)ρ2/2 .� %&" F 2 >=2  ,32 6&,32U2 -3/ F 50/I/���2 -3502 J  !#�B2 /�6 j0 <?>=2 '  9.- �� 2 j0 = � m0 ρ

d−2/(T !&" m0) ��V
M 502 F /�"0;0%#-3%#/�" m0 > ρ−d( !&" m0)

2 ���  ,  ":-32N2U� -35  - j0 < m0 V M 50%&�N< %&" -3��,3"
%&� %&'A�B!&%&2N; H:9 m0 M ρ−d W 2 !#/ � ρ−d X 2 V M 5I�0�N<7%&6 m0 %#�C��/�!  ,���2R-�5  - m0 M
ρ−d W 2 !&/ � ρ−d X 2 <�>=2 5  J�21<  6&-32U,O��/�'C24��%&'A�B!&% � FN -3%&/�" <

�
[M M m0] � 2e−m0ρd/(2 �	� m0) .

Z � V 3 [
� ��-7-3502N"R-3502 � /1,32N!:N��  " -32N!&!#%�!&2N'C'  %#'A� !#%&2N� -35  - M %&� � "B% -32  !&'C/���-Q���0,�2N!#9�V


O/?> !&2U- π ;02N"0/1-32 -3502 'C% O�2N; ��-�,  -32��19 �0,3/ � !&2 >@50% F 5 -3502 �0,3/ F 2U��� 2N"0;0�E�0�,32 �+2  -3%#"��T68/1,�2UJ�2U,�V Z M 50%&� ,  "0;0/�' J  ,3%  H !#2 %&� >=2N!&! N ;02 � "02N; >@%#-35 �0,3/1H  HB%&!#%#-K9 /�"02GFUF /1,3;0%&"�� -3/ -�5B2.6 GF -Q-35  - M <∞
 !#'C/���- ����,32N!#9�V [ M 502N"C-3502.�0,3/1H  HB%&!&%#-K9 -35  -

π %#�7"0/1-  2ρ N�
  ��5R2��:�B%#!&%#H0,3%&�0' '  9CH+24H+/��0"0;B2U;RHI9�>.,�%#-3%&"��
� �
π /� � 2ρ

� =

∞∑

m=1

� �
M = m,π /� � 2ρ

� .
* /1, m M m0

Z >@502U,�2@-3502.J  !&�02T/�6 m0 %&�Q;02U-32 ,3'C%&"02N;AH+2N!#/ > [ >=2T��%&'A�B!#9 �0��2T-3502H+/��0"0; � �M = m,π /� � 2ρ
� � � [M = m] V �4"�-3502E/1-3502U,@5  "0; <068/1,  " 9 m <0HI9�./:2)��;0%&"�� (��Q%&"02��I�  !&% - 9�<

� �
M = m,π /� � 2ρ

� � � �M = m ��� π /�
�

2ρ
� � e−2(T−1)ρ2

.

M 5I�0�N<068/1,  ":9 m0 <0>=2?��2U-
� �
π /� � 2ρ

� � m0 e
−2(T−1)ρ2

+
�
[M M m0] .
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�.2 ,32 >=2 '  9T�0��2 -3502 2N��-3%#'  -32 Z � V 3 [ >@50% F 5E%&�+J  !#%&;468/1,  !#! m0 M ρ−d W 2 !&/ � ρ−d X 2 V� F /�" J�2N"0%&2N":- F 50/�% F 2 %&��-3/ - �� 2 m0 -3/ H�2 -3502 �1,32  -�2N��- %&":-�2���2U, ��� F 5 -35  -
m0/(2 !&" m0) � Tρ2−d V M 5B2U" m0 � 4Tρ2−d !&" W Tρ2−d X  "B;L>=2 /1H0-  %#"

� �
π /� � 2ρ

� � 8Tρ2−d !&" W Tρ2−d X e−2(T−1)ρ2

 �7��-  -32N; V 2

������� � �
���������?� � !B� -0� +"��� �.�	� � �
(�
 � )

M 502=�B��,��+/���27/�60-350%&� ��2 F -3%&/�" %&� -3/ ��5B/?> -35  -�<�2 J�2N"A%&" -3502=' � F 5 'C/1,�2 ,32N��-�,�% F -32N;6&,  'C2U>=/1, � /�6 � �0" � "0/?>@" � �  'C2N� ;B2U� F ,3%#H�2N; %&" � 2 F -�%&/�" � V��I< % -A%&� �+/�����%#HB!&2�-3/GF 50%&2UJ�2G<  ��9I'A�0-3/1-3% F� !&!#9�<  "  �0�0,3/-O�%&'  -�2 
  ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%&�0'�V�O2 FN !&! -35  - %&"-350%&� 'C/I;02N!�<  � -3502@�B!  9�2U,3� �B!  9  �  'C2O,32 �+2  -32U;B! 9�<:-3502U9C"0/1-Q/�"0!#9 ;0/�" ( - � "0/?>-3502C/1-3502U, � !  9�2 ,3�&( !&/���� 68�B" F -�%&/�" < HB�0- -�5B2 9 ;0/�" ( - 2UJ�2N" � "0/?> -3502N%#, / >."P<  "B;-3502 /�"0!#9L%&"068/1,3'  -�%&/�"L-3502U9L,32 F 2U%#J�2 %&�.-3502N% ,@!&/����.��� ��2U,32U;  -@2 GF 5 ,�/��B"0;�/�6 -3502�  'C2G<  6&-32U,7- �� %&"��  " GF -3%#/�"PV
M 5B24H  ��% F %&;02  /�6P-3502E��-�,  -32�19 >=24%&" J�2N��-3%6�  -324%&"L-�5B%#�7��2 F -3%&/�"L%&�=��/�'C2U>.5  -,32U'C%&"0%&� F 2N" - /�60-3502Q,32��1,32U- N�-32N��-3%&"��T�B,�/ F 2N;0��,32=;02N� F ,�%#H+2N; %&" -�5B2 �0,32 JS%&/��0� ��2 F -�%&/�" V� ��/�"  �I�0% F � %&"0���+2 F -�%&/�" /�6 -3502 �0,3/ F 2N;0��,32 %#-.%&� F !#2  ,.-�5  -.-3502  �����0'A�0-3%&/�" /�6��-  "0;  ,3; 'C/�"B% -3/1,3%&"�� Z %�V 2GV#< -�5  -@�B!  9�2U,3�  ,�2  HB!&2 -3/�/1HB��2U,�J�2 -3502N% ,T/1�0�+/�"02N":-3�)(GF -3%&/�"0� [ %&�.�B��2N; -K>@% F 2 %&"�-3502 ;02 � "B% -3%&/�"�/�6 -3502 �B,�/ F 2N;0��,321V �T" -�5B2 /�"02 5  "0; <-35024�B!  9�2U,3�7��50/��B!#;LH+2  HB!&2T-3/ F /�'A�B�0-�24-�5B2U%#,72N��-3%&'  -32N;�,32��1,32U-O%&"L2 GF 5R�+2U,�%&/I;/�6=!&2N"��1-35 T V �T" -3502C/1-3502U, 5  "0; < -3502U9�"02N2N;�-3/ F /�'C' �0"B% F� -32 -3/�-3502C/1-3502U,3�>.5B2 -3502U,=-3502N%#,=2N��-�%&'  -32N;C,32�1,32U-7%&�=��'  !&!#2U, -35  "  F 2U,�-  %&"L-35�,32U��50/�!&;L/1,7"0/1-�V Q --3��,3"0� /���- -35  - %#- %#� 2  ��9�-3/ � "0;  ��/�!#�0-�%&/�" -3/�-3502 � ,3��- �0,3/1HB!&2U'  � �B!  9�2U,3�'  9A2  ��%&!#9  "0;C,32N!&%  H ! 9 2N��-3%&'  -327-3502N%#, ,�2��1,32U-72UJ�2N" %&6+-3502U9C;0/ "0/1-=/1HB��2U,�J�2T-3502/1-3502U,��&(  F -3%&/�"0�NV M 50%&� ��50/��B!#; "0/1- F /�'C2  �  ����,��0,3%&��2  6&-32 , 5  JI%&"��R��2U2N" -35  -,32�1,32U-O'C%&"0%&'C%3�  -�%&/�" %&�Q�+/�����%#HB!&24%&"R-35024H  "0;B% -Q�B,�/1H !#2N' Z ��2N2 � 2 F -3%&/�"0� �IV ] <��IV * < "0; � V � [ V Q�"�6 GF -�< -�5B2 ��%#-3�  -�%&/�" 502U,32A%#� ��%3��"0% �BF� ":-3!#9 ��%&'A�B!&2U,�V.�O/ >=2UJ�2 ,�< -3502!  F � /�6  HB%&!&%#-K9�/�6 F /�'C' �B"0% FN -3%&/�"R>.%#-35 -3502 /1-�5B2 ,E�B!  9�2U,��E�+/���2N� 'C/1,�2 ��2U,3%&/��0��0,3/1HB!&2N'C�  � %#- %&� ;0%65 F �0!#- -3/ F /�'C2Q��� >@%#-�5  ��-3/1�0� %#"��@,��B!#2  � %&" -3502=�0,3/ F 2N;0��,32��50/?>@" %#"L-35024�B,�2UJS%&/��0�7��2 F -�%&/�" V
M 5B2L��/�!&��-3%&/�" %&�  �0,3/ F 2N;0��,32L%#" >@50% F 5 < � �0��-A!#% � 2CH+2N68/1,321< -�%&'C2C%&� ;B% JS%&;02N;%&" -3/ �+2U,3%&/:;0�7/�6)!&2N"��1-35 T <  !&!+�B!  9�2U,3� � 2N2U��-32N��-3%&"�� -�5B2U%#,=,32��1,32U-.%&"R2 GF 5R�+2U,3%#/I; < "0; -3502U9L��-  9 >@%#-�5R-3502N%#,7�0,32UJS%#/��B��!#9 F 50/���2U" 'C% O�2N;L��-�,  -�2��19R%#6 -3502U9 5  J�2 5  ;
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 �  -3%&��6 GF -3/1,3%#!#9 ��'  !&! 2N��-�%&'  -32N; ,32��1,32 -�V �@-3502U,�>.%&��2 -�5B2 9 F 50/I/���2  "02U> 'C%:OS2N;��-�,  -32��19 ,  "0;0/�'C!#9�< � �0��- !&% � 2  H+/?J�21V M /4' �� 2 -�5B2=%&;02  � 'C/1,32 -�,  "0���  ,32N" -�< � ,3��->=2@%6��"B/1,�2O-3502@%&�����02@/�6 2N��-3%&'  -3%&"��T,32��1,32U-��Q%&"A-3502@'C/I;02N!B/�6+�0" � "0/ >.""�  'C2  "B; �����0'C2 -35  -N<  6&-�2U, 2UJ�2U,�9 �+2U,�%&/I; (m−1)T+1, . . . ,mT <G2  F 5 �B!  9�2U, k = 1, . . . , KF� " F /�'A�B��-32T-3502E,32�1,32U-3�
r
(k)
m,ik

=
1

T

mT∑

s=(m−1)T+1

`(k)(Is) −
1

T

mT∑

s=(m−1)T+1

`(k)(I−
s , ik)

68/1,  !&! ik = 1, . . . , Nk V 
O/ >D>=2�'  9 ;02 � "02  ,�2��1,32U-C-32U��-3%&"�� �0,3/ F 2N;0��,32  �68/�!&!#/ >.�NV
��&
������� �� ���&� ����6�	�� ����A��� ���

+ '&��� '-,	�/.�
���&0�� �1.2,	�
k V� � � � � ,('-,	���� �+2U,3%&/:; !&2N"��1-35 T < F /�" � ;B2U" F 2A�  ,  'C2U-32 , ρ > 0 < 2PO N�B!&/1,  -3%#/�"��  ,  'C2U-32U, λ > 0 V� �	� '
��������!� '
������� F 50/I/���2  'C%:O�2U;A��-�,  -32��19 π(k)

0 ,  "0;0/�'C!#9�< GFNF /1,�;B%#"��-3/ -3502��0"B%#68/1,3' ;0%&��-�,3% H ��-3%#/�" / J�2 ,L-3502���%#'A� !#2PO�� k /�6E�0,3/1H  HB%&!#%#-K9;0%&��-�,3% H ��-3%#/�"B� / J�2U, {1, . . . , Nk} 4* /1, t = 1, 2, . . . <Z'3 [ %&6 t = mT + s 68/1,.%&":-�2���2U,3� m M 0  "0; 1 � s < T < F 50/I/���2 I(k)
t,  "B;0/�'C!#9 GFNF /1,3;0%&"�� -3/ -�5B2E'C%:OS2N;L��-�,  -32�19 π(k)

m 4Z \ [ %&6 t = mT 68/1,  "L%&":-�2���2U, m M 1 -3502N"��
� %&6 '  O

ik=1,...,Nk

r
(k)
m,ik

> ρ ,

F 50/I/���2 π(k)
m ,  "B;0/�'C!#9 GFNF /1,3;0%&"�� -3/ -3502E�0"B%#68/1,3' ;0%&��-�,3%#HB��-3%&/�"/?J�2U,�� k 4

� /1-3502U,�>@%#��21<�>@%#-�5 �0,3/1H  HB%&!&% - 9 1−λ !&2 - π(k)
m = π

(k)
m−1 <  "B; >@%#-35�0,3/1H  HB%&!&% - 9 λ F 50/:/���2 π(k)

m ,  "0;B/�'C! 9 GFUF /1,3;0%&"��T-3/E-�5B2=�0"0%&68/1,3';0%&��-�,3%#HB��-3%&/�" / J�2U, � k V
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M 5B2 �  ,  'C2U-32 ,3� ρ  "B; T �B!  9  ��%#'C%&!  ,+,3/�!#2 -3/.-35  - %&" -3502 �0,32UJI%&/��0� ��2 F -3%&/�" V
M 502Q%&":-�,�/I;0� F -3%&/�" /�6�-3502 2 OS�B!&/1,  -�%&/�" �  ,  'C2U-�2U, λ > 0 %#� -32 F 50"0% F� !�< %#- %&� "B2U2N;02N;68/1, -�5B2O�B,�/I/�68����%#J�2U"�H�2N!&/?> HB��- %#- %&� �0" F !&2  , >@502U-�5B2 , -3502@"  -3��,  ! F 50/�% F 2 λ = 0>=/��0!&; ��%#J�2 ��%&'C%&!  , ,32U���0!#-3�NV � %#-35 λ > 0 <.2UJ�2N" %&6  � !  9�2 ,R5  �  !&!@,�2��1,32U-3�H+2U!&/ > -3502E-35�,32N��50/�!&; ρ <0-3502 �B!  9�2U,.>@%&!&!�,�2N��2U,�J�2  �+/���%#-�%#J�2E�0,3/1H  HB%&!#%#-K9A-3/ � 2N2 �2POI�B!&/1,3%&"���V � ��-�,�% F -3!#9 �+/���%#-3% J�2=J  !&�02=/�6 λ ���  ,  " -32N2N� -35  - -35027��2��I�02N" F 2 {πm} /�6'C%:OS2N;R��-�,  -32�19 �0,3/ � !&2U�O68/1,3'C�  ,  �B%&;0!#9C'C%:OS%&"�� 	  , � /?JL�0,3/ F 2N���NV Q�" 6 GF -�<0-3502� ,3��-EH  ��% F !&2U'C'  2N��-  HB!&%&��502N�4-350%&�T�0,3/1�+2U,�-K9�V * /1, F /�":J�2N"0%&2N" F 2 >=2 ;02N"0/1-32 -3502��2 - ∏K

k=1 � k /�6  !&!�'C%:OS2N; ��-�,  -32�19 �0,3/ � !&2U� H:9 Σ V � !&��/�<�%&" -�,3/I;0� F 2=-3502O"0/1-  -3%&/�"
N =

∑K

k=1Nk V
� ,�� ��� 	���������	�
����������
��������������	�



{πm} � m = 0, 1, 2, . . . ,  	 	"! 	  $# � 	&%�'
�(	����*)+	 ! ����,-��	 
 �	�.��	
��� !�
0/ �*�1�

0 < λ < 1 � �*
2�3���4)+� 
 	 ! 	��45�
 � �	��5�����	 ! � �� !  �6���	  57�� # ,8	:9;�<�>=?�4@+�����<� ! 
A������
*B � � !�
 � ��	 # ,C� !)� 
D��� !  ������� !FE � ! ���<�>���G��'
5�,H�<� � BI�4�J� !+� )+	&��
�5���� # ,8	K
L	�� A M Σ �

P(π→ A) M λNµ(A)

BI�4�N	�@O	� �
π � Σ � / ��	�	 P(π → A) =

�
[πm+1 � A | πm = π]  	 ! �<��	�
�1��	P����� ! 
��*����� ! ���� # � # ��,C�����G	�
J�QBR�1��	K9;�<�>=?�4@S�����<� ! � µ  	 ! �<��	
K�1��	K5 ! �TBI�4��)

 �*
����� # 5������ ! � !
Σ � � !  m ��
U� !+�V! � !(! 	 
 �����6@O	U� ! ��	 
 	� E

WYX[Z\Z (�] M / ��2N2 -35  -E-3502 �0,3/ F 2N��� %&� <	  , � /?J F 5  %&" <P"0/1-32 -35  -  - 2 GF 5 m =

0, 1, 2, . . . , πm ;B2 �+2N"0;0� /�"0!#9 /�" πm−1

 "0; -3502 ,32�1,32U-3� r(k)
m,ik

Z
ik = 1, . . . , Nk <

k = 1, . . . , K [ V Q - %&� % ,�,32N;0� F %#HB!&2 ��%&" F 2  - 2 GF 5 0, T, 2T, . . . , -3502 �0,3/1H  HB%&!&%#-K9 /�6,32 GF 5B%#"�� ��/�'C2 π �
m � A 68/1,  " 9C/1�+2N" ��2U- A M Σ 6&,3/�'  ":9 πm−1 � Σ %&� ��-�,3% F -3! 9�+/���%#-3%#J�2.>.502N" λ > 0 <  "0;L%#-=%#�=,�2 F ��,�,32N" -7��%&" F 2 � �∑∞m=0 ^ {πm � A} ��� π0 � A � =∞68/1,  !&! π0 � A V`_T/:2UHB!&%&" ( � F /�"B;0%#-�%&/�" 68/�!#!&/ >.�A��%&'A�B!#9 6&,3/�' -3502 �0,32U��2N" F 2 /�6-3502T2POI�B!&/1,  -3%#/�"A�  ,  'C2U-32 , λ %&"C-3502E;02 � "0%#-3%#/�"C/�6)2POI�+2U,3%#'C2N":-  !B,32�1,32U-=-32N��-�%&"���V

Q�" �  ,�-3% F �0!  ,�<7>.%#-35 �0,3/1H  HB%&!&%#-K9 λN 2 J�2U,�9 �B!  9�2U, F 50/I/���2N�  'C%:OS2N; ��-�,  -�2��19,  "B;0/�'C!#9  "B; F /�"0;0%#-3%#/�"B2U;�/�" -�5B%#�@2UJ�2N" -�< -3502 ;0%&��-�,3%#HB��-3%&/�" /�6 πm %&�@�0"0%&68/1,3'�V
2

M 5B2R!&2N'C'  %&'A�B!&%&2U� -�5  - {πm} %#�  ,  � %#;B! 9 'C% O�%&"�� 	  , � /?J F 5  %&" V M 502H+2U5  JI%&/1,T/�6 ��� F 5 	  , � /?J �0,3/ F 2N����2U� %&�O>=2N!&! �0"0;02U,3��-3/:/I; < ��2N21<+68/1,E2PO  'A� !#2 -3502'C/�"0/ �1,  �B5�/�6 	 2U9S"  "B; M >=2N2N;0%&2 � \�\ � � 68/1,  "R2PO F 2N!&!&2U":- F /?J�2U,  ��21V M 5B24�0,3/1� N2U,�-3%&2N�=>=2 �0��2 ����HB��2��I�02N" -3!#9  ,32E���0'C'  ,3%6�N2N; %&"L-3502E68/�!&!&/?>@%&"�� F /1,�/�!&!  ,�9�V
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� ��
� � � � �-. 	(� ��� �4�
m = 0, 1, 2, . . .

,8	��
Pm  	 ! �<��	2�1��	  ��
����� # 5����G� ! �QBD�1��	

)J�H% 	  
��������	 
�� ���� 	 ,H	 πm = (π(1)
m , . . . , π

(K)
m )

�����<
L	 ! # � �1��	 � ,H� � 	�>
 ��� ���6)+	
mT � �1����� ��
 � Pm(A) =

�
[πm � A]

E ����	 ! �1��	�	V	 %���
�1
:�V5 ! ����5\	 ���� # � # ��,C��� �
 �*
����� # 5������ ! Q �4@O	��

Σ
� �1��	 
��������� ! �<� �  ��
������ # 5������ ! �QB �1��	 9;�<�>=?�4@ �������	�

 �
�57���S�1�����

�����
A

|Pm(A) −Q(A)| � (1− λN)m

/ ��	�	K�1��	K
�5 ���	)J5�) �*
.����= 	 ! �4@O	����,*,F) 	���
�5 ��� # ,H	K
L	�1
 A M Σ � 
L	�	����	��
 �����	��4�	�) �� E � E���� � E $ ,�
L� � �1��	U	�� 
 �  �G�R�1��	��4�	) BI�4�R9;�<�>=?�4@V�����<� ! 
 �*).� ,��G	�

�1�����

!#%&'
M→∞

1

M

M∑

m=1

πm =

∫

Σ

πdQ(π)
��,C)+�<
�� 
�5 �	�, � E
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WYX[Z\Z (�]+* %#,���-@/1HB��2U,�J�2 -35  -�<0��%&" F 2  -O-3%&'C2 t -3502 J�2 F -3/1, It /�6 GF -3%&/�"0�7%&� F 50/���2U"GFUF /1,3;0%&"���-3/ -�5B2�'C%:OS2N; ��-�,  -�2��19 �0,3/ � !&2 π � t/T � < HI9 '  ,�-3%&"��  !&2 F /�":J�2U, ��2N" F 21<68/1,O2UJ�2U,�9 i <
�πt(i) −

1

t

t∑

s=1

π � s/T � (i)→ 0
 !#'C/���-Q����,32N! 9 .

M 502U,32N68/1,32G<�%#- ���>5 F 2N�Q-3/ �0,3/?J�2 F /�":J�2U,���2U" F 2E/�6 1
t

∑t
s=1 π � s/T � (i) V � %&" F 2 π � s/T � %&��0" F 5  "���2U; ;0�0,�%&"�� �+2 ,3%&/I;0�=/�6 !#2N"��1-35 T <�>=2E/1HIJS%#/��B��!#9�5  J�2

!&%&'
t→∞

1

t

t∑

τ=1

π � t/T � = !&%&'
M→∞

1

M

M∑

m=1

πm .

� 9 �Q/1,3/�!&!  ,�9 � V \ <
!&%#'

M→∞

1

M

M∑

m=1

πm = π
 !#'C/���-=����,32N!#9

>.5B2 ,32 π =
∫

Σ
πdQ(π) V Z �72 F� !&!+-35  - Q %&�O-3502 �B"0%3�:�02 ��-  -3%&/�"  ,�9 ;0%&��-�,3%#HB��-3%&/�"/�6P-3502 	  , � / J �0,3/ F 2U���NV [

Q - ,32N'  %&"0� -3/���50/?> -35  - π � F / (� ε) V  2U- ε �
< ε H+2  �+/���%#-3% J�2A"I�0' H+2U,��� F 5 -35  -=-3502 ε � HB!&/?>@��� /�6 F / (� ε � ) %&� F /�" -  %&"02N; %#" F / (� ε) <S-�5  -O%#�N<

{
π � Σ : � π

� � F / (� ε � ) ��� F 5 -35  - � π− π
� �

1 < ε
� } M F / (� ε) .� � F 5  " ε �  !#>  9I�.2POS%&��-3�@68/1,  !&'C/���-  !#!��  'C2U�OHI9�� OS2U, F %#��2 � V \+* V Q�" 6 GF -�< /�"02'  9 F 50/:/���2 ε �

= ε/c3 68/1,  ����5 F %&2N" -3!#9 !  ,���2 �+/���%#-3% J�2 F /�"0��-  ":- c3

Z >@50/���2J  !&�02E;B2 �+2N"0;0�O/�"R-�5B2?�  'C2 [ V
\�� �




O/?> F 50/I/���2@-�5B2@�  ,  'C2U-32U,�� (T, ρ, λ) ��� F 5L-35  - Q(
�

ε � ) < ε
� V M 502N/1,32U' � V *���  ,  ":-32N2U�7-3502E2PO�%#��-32N" F 2 /�6 ��� F 5  F 50/�% F 2GV

�Q!&2  ,3! 9�<
π =

∫

Σ

πdQ(π) =

∫

� ε �

πdQ(π) +

∫

� ε �

πdQ(π) .

� %&" F 2 ∫� ε �
πdQ(π) � F / (� ε � ) <I>=2T5  J�2T-35  -Q-3502 L1 ;B%#��-  " F 2@/�6 π  "0; F / (� ε � )�  -3%&� � 2N�

d1 W π, F / (� ε � ) X � �����
∫

� ε �

πdQ(π) ����� 1
�
∫

� ε �

dQ(π) = Q(
�

ε � ) < ε
�
.

� 9�-3502 F 50/�% F 2 /�6 ε � >=2E%&"0;B2U2N; 5  J�2 π � F / (� ε) V 2

56,������87 	������ Z L Z 
 H?; X�� ; 
 L ; Z ( ED>D; � GI<?;�� C-E X @ EA; � � WYX Z ( G�� ; C ] [ � 2/�"0!#9R'C2N":-3%#/�" HB,�%&2	�09 -35  -T-3502 2POI�+2U,3%#'C2N":-  !),32��1,�2U-T-32N��-�%&"����0,3/ F 2N;0��,32 F� " H+22POI-32N"0;02N;C-3/ /1H0-  %&"  "��B" F /����B!&2N;C��-�,  -32�19A��� F 5 -�5  - -3502@'C%:OS2N;A��-�,  -32��19 �0,3/ N� !&2N� F /�":J�2 ,���21< >.%#-35R�0,3/1H  HB%&!#%#-K9C/�"021<B-�/ -3502 ��2 -T/�6 
  ��5�2�I�0%&!&%#H0,3%  68/1,  !&'C/���- !#! �  'C2N�NV�
O/1-32Q-35  - >=2="0/1- /�"0!#9 F !  %#' F /�":J�2 ,���2N" F 27/�6B-3502=2N'A�B%#,3% F� !I6&,�2��I�02N"KNF %#2N�T/�6 � !  9I�@HB�0-  !&��/C/�6 -3502 GF -��  ! 'C%:O�2U;���-�,  -�2��19 �0,3/ � !&2N�  "B; F /�" J�2U,���2N" F 2-3/ �  "0; "0/1- /�"0!#9 -3/ -3502 F /�" J�2PO 5:�0!&! F / (� ε) /�6  !&! ε N�
  ��5 2�I�0%&!&%#H0,3%  68/1, � O�2U; ε V M 502 H  ��% F %#;B2  %&�.-3/ �  "0"02  ! � 2POI�+2U,3%&'C2U":-  ! ,32��1,�2U-T-32N��-�%&"��C��� F 5 -35  -� ,3��-7%#-=%#�Q�B��2N;R>@% -35���/�'C2T�  ,  'C2U-32 ,3� (T1, ρ1, λ1) 68/1,  ":�0' H+2 , M1 /�6P�+2U,3%#/I;0�/�6+!&2U"��1-�5 T1 <:-3502N"C-3502.�  ,  'C2U-32U,��  ,�2 F 5  "���2U;�-�/ (T2, ρ2, λ2)
Z H:9A%&" F ,32  ��%&"�� T "0; ;02 F ,32  ��%&"�� ρ  "0; λ �0,3/1�+2U,3! 9 [ <�2 OS�+2U,�%&'C2N":-  !),32�1,32U-4-32N��-�%&"�� %#�T�B��2N; 68/1, ":�B' H+2U, M2 
 M1 /�6 �+2U,�%&/I;0� Z /�6 !&2N"��1-35 T2 [ < 2U- F V �./?>=2UJ�2U,�< -�5B%#�.%&�@"0/1-.���>5&NF %#2N":-Q-3/����  ,  ":-32U2  !&'C/���- ����,32 F /�":J�2 ,���2N" F 21<  �  - 2 GF 5 F 5  "���2T/�6+�  ,  'C2U-32 ,3�-3502 �0,3/ F 2N���4%&�@,32N%#"B% -3%  !&%6�N2N;  "0; -3502U,32N68/1,32 -3502U,32 %&�  " %&" � "0%#-32 ��2U-E/�6 %&"0;0% F 2U� t��� F 5 -�5  - σt %#�T6  ,  >  9 6&,3/�'  ":9 
  ��5 2��:�0%&!&%#H0,3%&�0'�V � ��/�����%#HB!&2 ��/�!#�0-�%&/�"�%&�H  ��2U; /�" � !&/ FN !&%3�N%#"�� � -3502 ��2  , F 5  6&-32U, 2 GF 5 F 5  "���2A/�6 �  ,  'C2U-32U,�� ��� F 5 -35  -2  F 5 �B!  9�2U,4!&%&'C% -3�=%#-3� F 50/�% F 2 -3/  ��'  !&!)"02N%6��5:H+/1,350/:/I;�/�6 -3502 'C%:O�2U;���-�,  -�2��19�B!  9�2N;�,3%3��5 -.H+2U68/1,32 -3502 F 5  "���2 /�6 �  ,  'C2U-32 ,3� Z �0"0!&2N���  �B!  9�2U,T2POI�+2U,3%#2N" F 2N� !  ,���2 ,32��1,�2U- %&" >@50% F 5 FN ��2Q-3502Q��2  , F 5 %&� 2POI-32N"0;02N;  �  %&" -3/T-3502=>.50/�!&2 ��%&'A�B!&2 O [ V� "0/1-3502U, F 5  !&!&2N"���2E/�"B2 ' �0��-.6 GF 2 %#" ;02N��%3��"0%&"��  ��2N"I�0%&"02N!#9 �0" F /����B!&2N; �0,3/ F 2PN;0��,32.%#� -35  - -3502OJ  !&�02N� /�6 -3502=�  ,  'C2U-32 ,3� /�6 -3502O�0,3/ F 2N;0�0,�2 Z %�V�21V#< T`, ρ`, λ` <  "B;

M` < ` = 1, 2, . . . [ F� "B"0/1- ;02U�+2N"0; /�" -3502C�  ,  'C2U-�2U,3� /�67-3502 �  'C21< ��%&" F 2�HI9,32�I�0%#,3%&"��L�B" F /����B!&2N;0"02N���E>=2A' �B��-  �����0'C2 -35  - -3502 �B!  9�2U,3� /�"0!#9 � "B/?> -�5B2U%#,
\�� 3



�  9�/+� 68�B" F -�%&/�" HB��- "0/1-4-350/���2 /�6 -3502 /1-3502U,E�B!  9�2U,3�NV � 2 !&2  J�2 -3502 ;02U-  %&!&�  � "R2PO�2U, F %&��21V
56,������87 	����4� Z�
 Z 
� � ; 
�; X G L � @ ��; C ] [ � !&!B,32N���0!#-��Q/�6 -�5B%#�Q��2 F -3%#/�"L��� -3/ -350%&��+/�%#":- 5B/�!#; 68/1,  !&'C/���- 2UJ�2U,�9 �  'C21V M 502 ,32  ��/�" %&� -35  -A/���,A�0,3/:/�68� ,32��:�0%#,32 "  �����B'A�0-3%#/�"�/�6B��2N"02U,�% F %#-K9 /�6 -3502 �  'C21V � 2 ;0/�"0/1- � "0/?> %&6 M 502N/1,32U'C� � V * "0; � V � 2POI-32N"0; -3/  !&! �  'C2N�UV �O/ >=2UJ�2 ,�< HI9  ��%&'A�B!&2A-�,3% F � /�"02 FN " 'C/I;0%&6&92POI�+2U,3%#'C2N":-  !B,32�1,32U-=-32N��-�%&"�� ��� F 5 -35  - -3502T,32N���B! -3�Q/�6+-3502N��2T-K>=/ -�5B2U/1,32N'C� 50/�!&;68/1,  !&! �  'C2U�NV M 502 %&;02  %&�T-35  -4H+2N68/1,32 ��-  ,�-3%&"��C-3/ �B!  9�< 2 GF 5 �B!  9�2U, ��!&%6��5:-3!#9�+2 ,�-3��,�H+2N�+-3502 J  !&�02N�P/�6:50%&� !&/���� 68�0" F -3%&/�"  "0;E-�5B2U" �B!  9S�  �P%&6 5B%#�P!#/�����2N�+>=2U,32 -3502�+2 ,�-3��,�H+2N; J  !&�02N�NV * /1, 2 O  'A�B!&21< ;02 � "B2G<P68/1,E2  F 5 �B!  9�2U, k  "B; �B��,32 ��-�,  -�2��19�0,3/ � !&2 i < �

`(k)(i) = `(k)(i) + Zi,s

>.5B2 ,32 -�5B2 Zi,s

 ,�2 %�V�%�V ; VU,  "0;B/�' J  ,3%  HB!&2U�)�0"0%&68/1,3'C!#9@;B%#��-�,3%#HB��-32N;E%&" -�5B2 %&":-�2U,�J  !
[−ε, ε] V �Q!&2  ,�!#9�< -�5B2O�+2U,�-3��,�H�2N;.�  'C27%&�#��2N"02U,�% F <:>.%#-35 �0,3/1H  HB%&!#%#-K9 /�"B2GV M 502U,32PN68/1,32G< %&6  !&! � !  9�2 ,3� �B!  9  FNF /1,3;0%&"�� -3/ 2 OS�+2U,�%&'C2N":-  ! ,�2��1,32U- -32U��-3%&"��RHB��- H  ��2N;/�"�-3502 �+2U,�-3��,�H+2N; !&/�����2U�@-3502N" M 502N/1,32U'C� � V *  "0; � V �  ,�2 J  !#%&; 68/1,T-350%&�@"02U>@! 9��2N"02U,  -32N;"�  'C21V �./ >=2 J�2U,�<S��%#" F 2T68/1,  !&! k  "0; i >=2@5  J�2 ���

�

`(k)(i) − `(k)(i) ��� < ε <2UJ�2 ,�9 ε N�
  ��5 2��I�0%&!#%#H0,3%&�0' /�6 -3502@�+2 ,�-3��,�H+2N;"�  'C2.%&�  2ε N�
  ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%&�0' /�6-3502E/1,3%3��%&"  ! �  'C21V
* %#"  !&!#9�<)>=2���50/?>�50/ > 2POS��2U,3%&'C2N" -  ! ,32��1,32U- -�2N��-3%&"�� F� "�H+2C'C/:;B% � 2U; ��/ -35  -%#- FN " H�2 �B!  9�2N; %&" -3502 'C/I;02N! /�6 �0" � "0/ >." �  'C2U�.>@%#-�5 ��%#'C%&!  ,7�+2U,368/1,�'  " F 2���  ,  ":-32N2U�NV6Q�" /1,3;02U, -3/  ;	� �0��- -3502 �0,3/ F 2N;0��,321<),�2 F� !&! -35  -E-3502 /�"0!#9��B! GF 2 %&">.5B% F 5 -3502E�B!  9�2U,��O!&/:/ �  -7-3502E�  ��-O%&�=>@502N"R-�5B2 9 FN ! F �0!  -�2@-3502 ,32��1,�2U-3�

r
(k)
m,ik

=
1

T

mT∑

s=(m−1)T+1

`(k)(Is) −
1

T

mT∑

s=(m−1)T+1

`(k)(I−
s , ik) .

�./?>=2UJ�2U,N<�2 GF 5 �B!  9�2U,7'  9A2U��-3%&'  -�2.50%&� ,32��1,�2U-=%&"  ��%&'A�B!&2O>  9�V �@H ��2U,�J�24-35  --3502 � ,3��- -32U,�' %#" -35027;02 � "B% -3%&/�" /�6 r(k)
m,ik

%&� � �0��- -3502  J�2U,  ��2O!#/���� /�6B�B!  9�2U, k /?J�2U,-3502 m N�-35 �+2U,3%&/:; <�>@50% F 5 %&�  J  %&!  HB!&2 -�/ -3502 �B!  9�2U,�<  "0; ;0/I2U� "0/1-E"02N2N; -3/�H+22N��-3%&'  -32U;PV
�./?>=2UJ�2U,�< -3502 ��2 F /�"0; -32 ,3' %#�4-�5B2  J�2U,  ��2 !&/���� /�6 ��� ��2U,32U; HI9 -3502�B!  9�2U, %&6B50275  ; F 5B/���2N" -3/4�B!  9 GF -3%&/�" ik  !&!S-3502Q-3%&'C2 ;0��,3%&"��T-350%&� �+2U,�%&/I; V M 50%&�F� " H+2 2N��-�%&'  -32N; HI9 ,  "0;B/�' �  'A�B!&%#"���V M 502 %&;02  %#�)-35  -�<  - 2  F 5 -3%#'C2 %#"B��-  ":-N<�B!  9�2U, k �B%#�B�  HB%  ��2N; F /�%&"  "0;�%&6 -3502C/���- F /�'C2 %&� 502  ; Z >.50/���2 �0,3/1H  HB%&!&%#-K9%&� J�2U,�9 ��'  !&! [ < -�5B2U" %&"0��-32  ; /�6 F 5B/:/���%&"��  " GF -3%&/�"  FNF /1,3;0%&"���-3/ -3502L'C%:OS2N;
\���\



��-�,  -32��19 π(k)
m <+502 F 50/:/���2N�4/�"02 �0"0%&68/1,3'C! 9  -T,  "0;B/�'�V � -T-3502N��2 -�%&'C2 %&"0��-  ":-3�U<-35024�B!  9�2U, F /�!&!&2 F -��7����5 F %&2N" -@%&"068/1,3'  -3%&/�"A-3/ 2N��-3%&'  -32@-3502E,�2��1,32U-O>@%#-35�,32N���+2 F --3/ 2 GF 5 � O�2U; GF -3%#/�" ik V

M / 68/1,3'  !&%3�N2=-350%&� %#;B2  < F /�"B��%&;02U,  �+2 ,3%&/I;AH�2U-K>=2N2N"C-3%&'C2N� (m− 1)T + 1
 "0;

mT V _4��,3%#"�� -350%&�O�+2 ,3%&/I; <0�B!  9�2U, k ;�,  >@� nk �  'A� !#2N�.68/1,T2 GF 5 ik = 1, . . . , NkGF -3%&/�"0�@>@502U,32 nk � T %&�@-3/ ;02U-32U,�'C%&"02N; !  -32U,�V * /1,3'  !&!#9�<B;02 � "02 -3502 ,  "0;0/�'J  ,3%  H !#2N� Uk,s � {0, 1, . . . , Nk} <�>@502U,�21<�68/1, s H+2U-K>=2N2N" (m−1)T+1
 "0; mT <I68/1,2  F 5 ik = 1, . . . , Nk < -3502U,32  ,32@2PO GF -3!#9 nk J  !&�02N� /�6 s ��� F 5�-�5  - Uk,s = ik <  "B; !#! ��� F 5 F /�" � ����,  -3%&/�"0�  ,32 2��:�  !&!#9��0,3/1H  HB!&2 4 68/1,E-3502 ,32U'  %&"0%&"�� s < Uk,s = 0 VZ Q�"C/1-�5B2 , >=/1,3;0�N<S68/1,Q2 GF 5 ik = 1, . . . , Nk < nk J  !&�02N� /�6 s  ,32 F 50/���2N"�,  "0;0/�'C!#9�<>.%#-350/���-E,�2U�B! GF 2N'C2U":-�<P��� F 5�-�5  - -3502N��2 J  !#�B2U�  ,32 ;B%#� � /�%&":- 68/1, ;0%�� 2U,32N" - ik ( �UV [

M 502N" <  - -3%&'C2 s < �B!  9�2U, k ;�,  >@�  " GF -3%&/�" I(k)
s

 � 68/�!&!&/?>@� � F /�"0;0%#-3%#/�"  !&!#9 /�"-35024�  ��-O�0�R-3/ -3%#'C2 s− 1 <
I(k)
s

{ %#�O;0%&��-�,3%#HB��-32N;  � πi
m−1 %&6 Uk,s = 02�I�  !&� ik %&6 Uk,s = ik .

M 502E,32�1,32U- r(k)
m,ik

'  9CH+2E2N��-3%&'  -32N;�HI9
�r

(k)
m,ik

=
1

T −Nknk

mT∑

s=(m−1)T+1

`(k)(Is) ^ {Uk,s=0} −
1

nk

mT∑

s=(m−1)T+1

`(k)(I−
s , ik) ^ {Uk,s=ik}

k = 1, . . . , Nk V 
O/1-3% F 2A-�5  - -3502 � ,3��- -�2U,3' /�6O-3502�;02 � "0%#-3%&/�"�/�6 �r(k)
m,ik

%&� � �0��--3502  J�2U,  ��2 /�6 -3502 !&/�����2U�T/�6 �B!  9�2U, k / J�2U,4-350/���2 �+2 ,3%&/I;0�@%#" >.5B% F 5 -3502 �B!  9�2U,;0/I2U�."0/1- � 2POS�+2 ,3%&'C2N" -�< � -�5  -.%&�U<B>.5B2U" Uk,s = 0 V Z 
7/1-32E-�5  -.-3502U,32  ,32 2PO GF -3!#9
T − Nknk /�6 ��� F 5���2U,3%&/:;B�UV [ � %&" F 2 Nknk � T < -350%&�  J�2U,  ��2 ��50/��0!&; H+2 F !&/���2-3/�-3502 � ,3��- -32U,�' %&" -�5B2�;02 � "0%#-3%&/�" /�67-3502  J�2U,  ��2�,32��1,32 - r(k)

m,ik
V M 5B2���2 F /�"0;-32 ,3' %&�@-3502  J�2U,  ��2 / J�2U,4-350/���2 -�%&'C2 �+2 ,3%&/I;0�@%#" >.50% F 5 �B!  9�2U, k 2POI�+2U,3%#'C2N":-3�U< "0;�502 �B!  9S� GF -3%#/�" ik Z %�V�21V#<�>.5B2U" Uk,s = ik [ V M 50%&�O'  9 H�2 F /�"0��%&;02U,�2N;  �  "2N��-3%&'  -32G<�/1HB-  %&"02N;LH:9 �  'A� !#%&"�� >.%#-350/���-=,32U�B! GF 2U'C2N":-�<�/�6 -�5B2 ��2 F /�"0;�-32U,�' %&"-3502 ;02 � "0%#-3%#/�" /�6 r(k)
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ED; X [ V � 2 5  J�2  ,����02N;  H+/?J�2R-35  -C%&" ��/�'C2 F� ��2N�C%#-C' �� 2U� 'C/1,32L��2N"0��2 -3/!&/:/ � 68/1,@��-�,  -32��%&2N�Q-35  -=�+2U,368/1,�'  �=>=2N!&!  �7-35024H+2N��- GF -�%&/�"L%#6)-35  - GF -�%&/�"L5  ;H+2U2N" �B!  9�2N;  !#!)-3502 -3%&'C2G<B,  -3502U,@-35  " �B!  9S%&"��.�  "B"  " F /�"B��%&��-32N" -4��-�,  -32���%&2N�UV
M 502 ,32 �+2  -32U; �0,3%&��/�"02U,�� ;0%&!&2U'C'  >.%#-35 -3502  ;�J�2U,��  ,�9 �B!  9S%&"��C-3%#-E68/1,E-  -E%&� F !#2  , 2 O  'A�B!&21V �./?>=2UJ�2U,N< %&"���/�'C2 /1-3502U, F� ��2N� �  "0"  " F /�"0��%&��-32U":- ��-�,  -32��%&2N�'  9 �+2 ,368/1,3' ' � F 5 H�2U-�-32U,4-35  " -3502 H+2N��- GF -�%&/�" %#" -350%&�4"02U> ��2N"0��2GV M 502 68/�!:N!&/?>@%#"��E2PO  'A�B!&2=;B2U� F ,3%#H�2N� ��� F 5  ��%#-��  -3%&/�"��  �����0'C27-�5B2O,3/ > �B!  9�2U, 5  � N = 2GF -3%&/�"0�N<G!#2U- n H+2 2 J�2N" ��� F 5 -35  - n/2 %&� /:;B; V � �����0'C2 -�5  - %&" -3502 � ,3��- n/2 -3%&'C2�+2 ,3%&/I;0� -35027!&/�����2U� /�6BH+/1-35  F -3%&/�"0�  ,32 1 %&" 2  F 5 �+2U,3%&/:; V � 6&-32U, n/2 �+2U,3%&/:;0� -�5B2 ;�J�2U,��  ,�9 ;02 F %&;02N�E-3/  ����%3��" !&/�����2N� 00 . . . 000 Z

n/2 -3%&'C2N� [ -�/L-3502  F -3%&/�" -�5  ->  �@�B!  9�2N; !&2N���@-3%&'C2N�O;B��,3%#"��A-�5B2 � ,3��- n/2 ,�/��B"0;0�  "0; 11...111 -3/C-3502 /1-3502U,GF -3%&/�" V �Q!&2  ,3! 9�<  �  "0"  " F /�"0��%&��-32U":-Q��-�,  -32��19 5  �  F �0' �0!  -3%#J�27!&/���� /�6  H+/���-
n/2 ;0�0,�%&"�� -3502 n �+2U,�%&/I;0� /�6 -3502 �  'C21V �T"L-35024/1-3502U,=5  "0; <S%&6  ":9�/�6 -3502@-K>=/GF -3%&/�"0�=%&�7�B!  9�2N; F /�"0��-  " -3!#9�<S%#-�� F �0' �0!  -3%#J�2.!&/����7%&� n V
M 502?��/  !+/�6P-350%&�Q��2 F -3%&/�"L%&�Q-3/ ;B2U��%3��" ��-�,  -�2���%&2N�Q-35  - ���  ,  ":-32N2G<S�0"B;02U, F 2U,�-  %&" �����0'A�B-�%&/�"0� /�" -�5B2 H�2N5  JI%&/1,�/�64-3502 F /�!&�0'C" � !  9�2 ,�<O-35  - -3502  J�2U,  ��2 !&/����
(1/n)

∑n
t=1 `(It, Jt) %&�."0/1-T' � F 5�!  ,���2U,.-35  "�'C%&" i=1,...,N µi,n >@502U,32 µi,n %&�.-3502 J�2U,  ��27!#/���� /�6  5:9:�+/1-3502U-3% F� !I�B!  9�2U, >.5B/T�B!  9S� -3502=�  'C2  F -3%&/�" It = i %&" 2 GF 5,3/��0"0; /�6P-3502��  'C2GV� � 2 9R%&"��1,32U;B%#2N":-O/�6 -3502  ,����0'C2N":-7%&�  ;0%���2 ,32N":-7>  9R/�6 'C2  ����,3%&"�� ,32��1,32 -�V

M 502#��/  !�/�6I-3502 68/1,32 F� ��-32U, %#" -350%&�P"02U> ��2U-3��� %&� -3/ GF 50%&2UJ�2G<G;0��,3%&"��7-�5B2 n �+2U,3%#/I;0�/�6��B!  9�<  "  J�2U,  ��2T!&/����  !&'C/���-  � ��'  !#!  � -3502  J�2 ,  ��2T!&/���� /�6�-3502@H+2N��-  F -3%&/�">.5B2 ,32 -3502  J�2U,  ��2 %&� F /�'A�B�0-�2N;�/ J�2 , /�"0!#9L-350/���2 �+2U,�%&/I;0�.%#" >.50% F 5 -�5B2  F -3%&/�">  � F 50/���2N" HI9�-3502E68/1,32 F� ��-32U,�V M / ' �� 24-�5B2E;02 � "0%#-3%&/�" 68/1,3'  !�<I;B2U"B/1-�2EH:9
�µt =

1

t

t∑

s=1

`(Is, Js)

-3502  J�2U,  ��2N; F �0' �0!  -�%#J�2T!&/����7/�6)-3502 68/1,32 F� ��-32U,  -7-�%&'C2 t  "0;
µi,t =

∑t
s=1 `(Is, Js) ^ {Is=i}∑t

s=1 ^ {Is=i}

-3502  J�2U,  ��2U; F �0' �B!  -3%#J�2 !#/����4/�6 GF -3%&/�" i <  J�2U,  ��2N; /?J�2U,E-3502 -�%&'C2 �+2U,�%&/I;0�T%&">.5B% F 5 -3502 GF -3%&/�" >  � �B!  9�2N;�HI9 -3502C68/1,32 F� ��-32 ,�V Q�6 ∑t
s=1 ^ {Is=i} = 0 < !&2 - µi,t

\���]



- �� 2A-3502A'  O�%#'  ! J  !&�02 1 V � - -350%&� ��/�%&":- %#- '  9 "0/1- H+2 2N":-3% ,32N!#9 F !&2  , 5B/?>-3502  J�2U,  ��2N;�!#/�����2N� µi,t

 ,324,32N!  -�2N;R-3/ -3502  J�2U,  ��2 !&/����7/�6  � !  9�2 ,O>.5B/ �B!  9S�-3502 �  'C2  F -3%&/�" i  !#! -3502 -3%&'C21V.�O/ >=2UJ�2 ,�< ��50/1,�-3!#9 %#- >@%&!#! H�2 F /�'C2 F !&2  , -35  --3502N��2 �I�  " -3%#-3%#2N� F� " H�2 ,32N!  -32N; �B"0;02U, ��/�'C2  �����0'A�0-3%&/�"0�T/�6 -�5B2 H+2N5  JS%#/1, /�6-3502E/1�0�+/�"02N":-  "0; F 2 ,�-  %&" ,32N��-�,3% F -3%#/�"B�7/�"L-�5B2 68/1,32 F� ��-3%&"�� ��-�,  -�2��19�V
M 5B2=�0,3/1�+2U,�- 9 -35  - -3502O68/1,32 F� ��-32U, "B2U2N;0� -3/ �  -3%&��6&9 68/1, /���, �B��,��+/���2N� %#� -35  -N< ��9S'A�0-3/1-3% FN !&!#9�<N-3502  J�2U,  ��2Q!&/���� �µn %&� "0/1- !  ,���2U, -35  " -�5B2Q��'  !&!&2N��-  ��9S'A�0-3/1-3% F J�2U,  ��2 !&/���� µi,t V 	 /1,�2 �0,32 F %&��2N!#9�<O>=2 "02N2N; -�/ F /�"0��-�,�� F -  68/1,32 F� ��-32U,L-35  -GF 50%&2UJ�2U� !&%&' �����

n→∞
�µn � 'C%&"

i=1,...,N
!&%&' �����

n→∞
µi,n .� ��,��0,3%&��%&"���!#9�<1-3502U,32O2PO�%&��-3�  � � � ��: � �68 � ��� � � 68/1,32 F� ��-32 , -35  - �  -3%&� � 2U� -350%&�  ��9I'A� N-3/1-�% F %&"02��:�  !&%#-K9 ,32�  ,3;0!&2N��� /�60-3502=/1�B��/�"B2U":- (�� H+2N5  JS%&/1,�V �.2U,32=>=2Q;02N� F ,�%#H+2=��� F 5 ��-�,  -32��19 68/1, -3502 FN ��2@/�6 N = 2

GF -3%&/�"0�NV M 502.��%&'A�B!&2=2POI-32N"0��%&/�" -3/ -3502 ��2U"B2 ,  !F� ��2@/�6+'C/1,327-35  "A-K>=/ GF -3%#/�"B� %&� !&2U6&-  �  " 2 O�2U, F %&��2 Z � O�2 , F %&��2 � V � � [ V �Q/�"0��%&;02U,-3502E68/�!&!&/?>@%&"�� ��%#'A� !#2T;B2 -32U,3'C%&"0%&��-3% F 68/1,32 F� ��-32 ,�V
�& ���� � �'��� ����� �  �&
������������ ��� � ��&
�� ��� ������� �6�

* /1,.2  F 5L,3/��0"B; t = 1, 2, . . .

Z'3 [ Z*;=< W � Z7X @ EAG Z 
 [ %&6 t = k2 68/1,  " %&" -32���2U, k <�-3502N" ��2 - It = 1 4%&6 t = k2 + 1 68/1,  " %&":-�2���2U, k <0-�5B2U" ��2U- It = 2 4Z \ [ Z*;=< W � Z G E1@ EAG Z 
 [ /1-3502U,�>.%&��21< !&2 - It =
 ,���'C%&" i=1,2 µi,t−1

Z %#"F� ��2 /�6  -3%&2G<SHB,�2 �� %#-�<��  9�<0%&"L6  J�/1,./�6 GF -3%&/�" 1 [ V

M 5B%#� ��%&'A�B!&2 68/1,32 F� ��-32U, %&�  J�2U,3��%&/�" /�6 �BF -3%#-3%#/��B� �B!  9�<GH  ��2N; /�" -3502  J�2U,  ��2U;!&/�����2N�N< %&"�>@50% F 5 -3502 2POI� !#/1,  -3%&/�"R��-32U� ��%&'A�B!#9"���  ,  ":-32N2U�@-35  -@2UJ�2 ,�9 GF -�%&/�"�%&��  'A� !#2N;�%&" � "B% -32N!#9 /�6&-32N" V M 502U,�2 %&�T"0/1-350%&"��C���+2 F %  !  H+/���-@-�5B2 -�%&'C2 %&"0��-  " F 2N�/�6Q-3502�68/1,3' t = k2, k2 + 1 <  " 9 ���  ,3��2�%&" � "0%#-32 ��2��I�02N" F 2�>=/��0!&;�;0/ -�5B2 � /1HPV
Q�" 6 GF -�<Q-3502R/1,3%3��%#"  !  !3��/1,3%#-350' /�6T;02 *0 ,3%  �  "0; 	 2���%#;B;0/ � *�]�� F 50/I/���2N� -35022POI�B!&/1,  -3%#/�"L��-�2U�B�7,  "B;0/�'C!#9�V

�@H ��2U,�J�2�-35  - -350%&� %#�  � H  "0;0%#- � N�-K9I��2 �0,32N;0% F -3/1, %&" -3502C��2N"0��2C-35  - %#- /�"B! 9"02N2N;0�7-3/ /1HB��2 ,�J�2 -3502E!&/�����2N�7/�6 -35024�B!  9�2N; GF -�%&/�"0�NV
\��!*



��� , ��F, � 	����	��� 	 
 �<�  ,8	

J�QB.�1��	 
I	 ��57	 ! ��	 �QB:�45������4)+	
 J1, J2, . . . �1��	  	�'��	��)J� ! �*
����� BL�4�	�����
��	��  	 	"! 	  � # �4@O	 
A������
 	 	�

!&%&' �����

n→∞
�µn � 'C%&"

i=1,2
!#%&' ���0�

n→∞
µi,n .

WYX[Z\Z (�]B* /1, 2 GF 5 t = 1, 2, . . . <I!&2U- i �t =
 ,���'C%#" i=1,2 µi,t

 "0;C!&2U- t1, t2, . . . H+2.-3502-3%#'C2E%#"B��-  " F 2N�O��� F 5 -35  - i �t �= i �t−1 <0-35  -@%&�U<B-3502 � !&2  ;B2 , � %&�.��>.%#- F 502N; V�Q�6 -3502U,32%&�7/�"0!#9  � "0%#-�2E":�0' H+2 ,O/�6)��� F 5 tk (��7-�5B2U"P<�/1H:JS%&/��0��! 9�<
�µn − 'C%&"

i=1,2
µi,n → 0

>.5B% F 5 %&'A�B!&%&2U� -3502 ��-  -32N; %&"02��I�  !&% - 9�V M 5I�0�N<7>=2�'  9  �����0'C2 -35  - -3502U,32 %&� "�%&" � "0%#-32 "I�0' H+2U, /�6Q��>.%#- F 502N�  "0;�%#- ����5 F 2N� -3/���50/?> -35  -N< >@502N"02UJ�2U, T ='  O {tk : tk � n} <�-3502N"R2N%#-3502U,
�µn − 'C%&"

i=1,2
µi,T �

F /�"0��-NV
T 1/4

Z � V � [
/1,

�µn − 'C%&"
i=1,2

µi,n �
F /�"0��-�V
T 1/4

Z � V � [
>.5B% F 5L%&'A�B!&%&2N� -3502 ��-  -32N'C2N" -�V* %#,���- /1H ��2U,�J�2O-�5  -�<�;0�B2=-3/4-3502O2 OS�B!&/1,  -�%&/�" ��-32U�P< 68/1,  ":9 t M 3  "0; i = 1, 2 <

t∑

s=1

^ {Is=i} M ���
t− 1 � M �

t/2 .

� ��-7-3502N"
|µ1,T − µ2,T | � 2�

T
.

M 50%&�=%&"02��I�  !&% - 9 50/�!&;0�=H�2 F� �0��24HI9C-35024H+/��0"0;B2U;B"02N���O/�6 -3502 !#/����N<  -=-3%&'C2 T -3502 J�2U,  ��2N; !&/����=/�6 GF -3%&/�" i F� " F 5  "���24HI9  -7'C/���- 1 � ∑T

s=1 ^ {Is=i} < 2/
�
T <  "0;-3502 ;02 � "B% -3%&/�" /�6 -3502 ��>@%#- F 5 %&�E-�5  - -3502 /�"02 -35  -E>  �E!  ,���2 , %#" -3502 �0,32 JS%&/��0���-�2U�LH�2 F /�'C2N� ��'  !&!&2U, >@50% F 5�%&� /�"0!#9 �+/�����%#HB!&2.%&6+-3502  J�2 ,  ��2N; !&/�����2U�Q/�6 -�5B2@-K>=/GF -3%&/�"0� >=2U,32  !#,32  ;�9 2/ � T F !#/���2O-3/ 2 GF 5A/1-3502U,NV�� �0- -3502N"A-3502  J�2U,  ��2N;C!#/���� /�6-3502@68/1,�2 F� ��-�2U,  - -3502.-�%&'C2 T Z -3502@!  ��- ��>@% - F 5�H�2N68/1,32@-3%&'C2 n [ '  9 H�2.H+/��0"0;B2U;

\�� �



H:9
�µT =

1

T

��
T∑

s=1

`(Is, Js) ^ {Is=1} +

T∑

s=1

`(Is, Js) ^ {Is=2}

��

=
1

T

��
µ1,T

T∑

s=1

^ {Is=1} + µ2,T

T∑

s=1

^ {Is=2}

��

� 'C%&"
i=1,2

µi,T +
2�
T
.


O/?>  �����0'C2E-35  - T %&�.��/C!  ,���24-35  - n − T � T 3/4 V M 502N" F !&2  ,3!#9�< | �µn − �µT | �
T 3/4/n � T−1/4

 "0; Z � V�� [ 50/�!&;0�NV
M 5I�0�N<B%&"R-35024,32N'  %&"0%&"�� /�6 -3502E�B,�/I/�6)>=2  �����0'C2 n− T M T 3/4 V�Q -.,32N'  %&"0�-3/ ��50/ >D-35  - �µn

F� "0"0/1- H+2R' � F 5 !  ,���2U, -35  " 'C%&" i=1,2 µi,n V Q�":-�,3/:;0� F 2L-3502"0/1-  -�%&/�"
δ = �µn − 'C%&"

i=1,2
µi,T .� %&" F 2

�µn =
1

n

��
T∑

t=1

`(It, Jt) +

n∑

t=T+1

`(It, Jt)

��

� 1

n

��
T 'C%&"

i=1,2
µi,T + 2

�
T +

n∑

t=T+1

`(It, Jt)

��

>=2E5  J�2
n∑

t=T+1

`(It, Jt) M (n− T) 'C%#"
i=1,2

µi,T + δn− 2
�
T .

� %&" F 2G<  �  ,�-)6&,�/�'  -P'C/���- � n− T 2POI�B!&/1,  -3%#/�"E��-32U�B�N< -�5B2 �  'C2 GF -3%&/�"E%&�+� !  9�2U;H+2 - >=2U2N"R-3%&'C2U� T + 1
 "B; n <�>=2E5  J�2

'C%&"
i=1,2

µi,n M µi �n,T

∑T

s=1 ^ {Is=i �n} +
∑n

t=T+1 `(It, Jt) −
�
n− T

∑T

s=1 ^ {Is=i �n} + (n− T)

M µi �T ,T

∑T
s=1 ^ {Is=i �n} +

∑n
t=T+1 `(It, Jt) −

�
n − T

∑T
s=1 ^ {Is=i �n} + (n− T)

M µi �
T
,T

∑T
s=1 ^ {Is=i �n} + (n− T) 'C%&" i=1,2 µi,T + δn− 2

�
T −

�
n − T

∑T
s=1 ^ {Is=i �n} + (n− T)

� � �



=
µi �T ,T W ∑T

s=1 ^ {Is=i �n} + (n− T) X + δn− 2
�
T −

�
n− T

∑T

s=1 ^ {Is=i �n} + (n− T)

M µi �T ,T + δ− 2

�
T

n− T
−

1�
n− TM µi �

T ,T + δ− 3T−1/4

= �µn − 3T−1/4

>.5B2 ,32  -O-3502 !  ��-7%&"02��:�  !&%#-K9A>=2 �0��2U; n− T M T 3/4 V M 5:�B�U< Z � V�� [ 50/�!&;0�O%&"L-350%&�F� ��21V 2

M 5B2 ,32 %&�4/�"B2 'C/1,32 %&"��1,32N;0%&2N" -T>=2 "B2U2N; %&" /1,3;02U,T-3/ 2N��-  H !#%&��5 ��-�,  -32���%&2N�4/�6-3502�;02N��%#,�2N; H+2N5  JS%#/1,�V � � >=2L5  J�2 'C2N":-3%#/�"B2U; H+2U68/1,321< /���,  %&' %&� -3/ ;02N��%3��"��-�,  -32���%#2N� -35  -A��2U,368/1,3' >=2N!#!@%&6@-3502 H+2N5  JS%#/1,C/�6T-3502�/1�B��/�"B2U":-�%&�A��� F 5 -35  --3502 ,3/ > �B!  9�2U, F� " 2N��-�%&'  -321< 68/1,A2 GF 5 GF -3%&/�" < -3502  J�2U,  ��2L!&/���� ��� ��2U,32U; H:9�B!  9S%#"��@-�5  - GF -3%#/�"  !#!I-3502 -3%&'C21V Q�" /1,3;02U, -�/ ;0/T-350%&�N<1>=2='C/I;0%&6&9E-3502=68/1,32 F� ��-32U,��-��B;0%&2U;  H+/?J�2 ��� F 5 -�5  -�< >.5B2U"B2 J�2U,  " GF -�%&/�" %&� F 50/���2N" <�%#- %&�)�B!  9�2N; ,32 �+2  -32U;B! 9���>5 F %&2N" -3!#9 '  ":9 -3%&'C2N� %&"  ,�/ > ��/ -35  - -�5B2.68/1,32 F� ��-32U, ��2U-3�  ��/I/:;A� % F -3��,32@/�6-3502TH+2N5  JS%#/1,O/�6P-3502 /1�0�+/�"02N" -=>@502N"L-�5  -  F -3%&/�" %&�=� !  9�2U;PV M 50%&�='C/I;0% �BF� -3%#/�"%&�7;0/�"02 -�,3% JS%  !#!#9 H:9R��%#'A� ! 9A,32U�+2  -3%&"�� 2 GF 5 GF -3%&/�" τ -3%&'C2U�=>.502U,32 -�5B24�+/���% -3%#J�2%&" -32���2U, τ %#�  �  ,  'C2U-�2U,=/�6)-3502 ��-�,  -�2��19�V
�	�
���������� ����� � � ��� ����� �

��&
�� ��� ����� �6� � ��&
������ ������� �6�

� � � � � ,('-,	�	� ":�B' H+2U,7/�6 ,�2U�+2U-3% -3%&/�"0� τ V* /1,.2  F 5L,3/��0"B; t = 1, 2, . . .Z'3 [ Z*;=< W � Z7X @ EAG Z 
 [ %&6 t = k2τ + s 68/1, %&" -32���2U,3� k  "0; s =

0, 1, . . . , τ− 1 <0-�5B2U" ��2U- It = 1 4%&6 t = (k2 +1)τ+s 68/1, %&" -32���2U,3� k  "0; s = 0, 1, . . . , τ−1 <�-3502N"��2 - It = 2 4Z \ [ Z*;=< W � Z G E1@ EAG Z 
 [ /1-3502U,�>.%&��21<�!&2U- It =
 ,���'C%&" i=1,2 µi,τ � t/τ � −1

Z %#"F� ��2 /�6  -3%&2G<SHB,�2 �� %#-�<��  9�<0%&"L6  J�/1,./�6 GF -3%&/�" 1 [ V

� � 3



M 5B2U/1,32N' � V 3 � Z  � >=2U!&!  � � OS2U, F %&��2 � V � � [ -�,3%#JS%  !&!#9 2POI-32N"0;0� -3/ -350%&� F� ��2  "B;-3502E��-�,  -32��19 ;02 � "B2U;  H+/?J�2 /1H:JS%&/��0��! 9��  -3%&� � 2U�
!#%&' ���0�

n→∞
�µn � 'C%&"

i=1,2
!&%&' �����

n→∞
µi,n .

,32�  ,3;0!&2N���7/�6)-�5B2E/1�0�+/�"02N":-&( � GF -3%&/�"0�  "0;R-35024�  ,  'C2U-�2U, τ V
�T�0, '  %&"  �����B'A�0-3%#/�" /�" -3502Q/1�B��/�"B2U":- (�� H+2N5  JS%&/1, %&� -35  -�<G68/1, 2UJ�2U,�9  F -3%&/�"

i <�-3502U,32O2PO�%&��-3�  "I�0' H+2U, µi � [0, 1] ��� F 5A-35  - 68/1,  ":9 -3%&'C2 %#"B��-  " F 2 t  "0; �  ��-�B!  9S� I1, . . . , It <
1

τ

t+τ∑

s=t+1

`(i, Js) − µi � ετ

>.5B2 ,32 ετ %&�  ��2�I�02N" F 2C/�6Q"0/�"0"B2�  -3%#J�2 "I�0' H�2U,3� F /�":J�2U, ��%&"�� -3/ �N2U,�/  � τ →
∞ V Z �.2 ,32 -3502  J�2U,  ��2A!&/���� %&� F /�'A�B��-32N; H:9  �����0'C%&"�� -35  - -3502 ,3/?> � !  9�2 , ( �'C/?J�2N�  ,32 I1, . . . , It, i, i, . . . , i V [ � 6&-32U, ;02 *0 ,3%  �  "B; 	 2���%&;0;0/ � *!*�� >=2 FN !&! " /1�B��/�"B2U":- �  -3%#��6&9S%&"�� -350%&� F /�"0;B% -3%&/�" � � � � 
 � � V �Q!&2  ,�!#9�< %#67-3502L/1�B��/�"B2U":- %&�
�B2POS%#HB!&21<�-3502N"�68/1,  " 9  F -3%&/�" i <0-3502  J�2U,  ��2 !&/����O/�6 � !  9I%&"�� -�5B2 GF -3%&/�"R68/1,32UJ�2U,%&�  -C'C/���- µi V 	 /1,32N/?J�2U,�<7-3502 �+2U,368/1,3'  " F 2 H+/��0"B;  H�/ J�2�68/1,�-3502 ,32U��2  -32N;;02U-32 ,3'C%&"0%&��-3% F 2POS�B!&/1,  -3%&/�"KN 2 OS�B!&/�%#-  -3%&/�"A%&'C'C2U;B%  -32N!#9 %&'A�B!&%#2N� -3502E68/�!&!&/?>@%&"���V
� ��
� � � � �-. 	(� � $ 

�5�) 	3�1��	 �� / � , � � 	�D� , � � 
 �[�����4�  � !�
 ��� �1��	3��	��(	�����	  
 	���	���)D� ! �*
�����P	&%>� ,H�4��������� ! '&	&%>� ,H�4���������G� ! 
��������	 
1�D/ ���1�P���<���<)+	���	��

τ
� 
 �<� ! 
�

��� 	&%�� # ,H	K��Y�(� ! 	 ! � E ����	 ! �1��	.��
 � ).� ���<�����R�<@O	��� 
 	 �5�)J5�, �����*@O	 ,8�<
�
R�QB �1��	
�� / � , � � 	� 
I�����*
 	 	�


!&%&' �����
n→∞

1

n

n∑

t=1

`(It, Jt) � 'C%#"
i=1,...,N

µi + ετ .

M 502  �����0'A�0-3%&/�"C/�6 �B2PO�% H %#!&%#-K9 %#�Q�  -3%&� � 2U; %#" '  ":9 FN ��2N�Q>@502N"�-35024/1�0�+/�"02N":- (��!&/�"�� N -32U,3' H�2N5  JI%&/1,  �  %#"B��-  ":9 � OS2N;  F -3%&/�" F� " H+2�2N��-�%&'  -32N; H:9 � !  9I%&"��-3502  F -3%&/�" ,32 �+2  -32U;B! 9R68/1,  ��-�,32U- F 5 /�6 -3%&'C2E/�6 !&2N"��1-35 τ V M 50%&�O%&�@�  -�%&� � 2N; < 68/1,2PO  'A�B!&21<�>@502N" -3502 /1�0�+/�"02N":-P%&�)'C/I;02N!&2U;EH:9  � "B% -32  ��-3/�'  -  V?Q�" -�5B2 2PO  'A� !#2/�6Q-3502C/1�0�+/�"02N":- �B!  9I%&"��R-3%#- 68/1, -  - %&"�-3502A�B,�%&��/�"02U, (�� ;0%&!&2N'C'  ;02N� F ,�%#H+2N;  --35024H+2���%&"0"0%&"�� /�6)-�5B%#�7��2 F -3%&/�" <S-3502E/1�0�+/�"02N":-7%&� F !&2  ,3!#9 �B2POS%#HB!&2T>@%#-35 ετ = 1/τ V

O/1-�24-�5  -.%&" -3502N��2 F� ��2N�O/�"02 GF -3�  !&!#9C5  �

������
1

τ

t+τ∑

s=t+1

`(i, Jt) − µi

������
� ετ

� � \



Z >.%#-35 µ1 = 1/3
 "0; µ2 = 2/3 [ < -�5  -C%&�N<Q-3502 2N��-3%&'  -32U;  J�2U,  ��2�!&/�����2N�  ,32GF -3�  !&!#9 F !&/���2C-3/ -3502  ��9S'A�0-3/1-�% F �+2U,�68/1,3'  " F 2C/�6=-3502 F /1,�,32N����/�"B;0%&"�� GF -�%&/�" V�./?>=2UJ�2U,N<B68/1, �Q/1,3/�!&!  ,�9 � V � %#-7���>5 F 2N�O-3/ ,32�I�0%#,324-3502 /�"02PN���%&;02N; %#"B2�I�  !&%#-K9�V

M 5B2 F /1,3/�!&!  ,�9  H+/?J�2.��-  -32N� -3502.2POS%&��-32N" F 2O/�6  ��-�,  -32��19 /�6��B!  9S%#"��4,32U��2  -32N;�  'C2U�@��� F 5 -35  -�<  �  %&"0��-  ":9 �B2PO�% H !#2 /1�0�+/�"02N":-�< -3502  J�2 ,  ��2 !&/����T%&�  -4'C/���--35  - /�60-3502QH+2N��- GF -3%&/�" Z F� ! F �B!  -32N; HI9  �����0'C%&"��@-35  - -3502 GF -3%#/�" %#� �B!  9�2N; F /�"KN��-  ":-3! 9 [ �B!&�0� -3502,�I�  ":-�%#-K9 ετ -35  - FN " H+2 '  ;02  ,�H % -�,  ,3%#!#9 ��'  !&! HI9 F 5B/:/�� N%&"�� -�5B2L�  ,  'C2U-32 , τ /�6@-3502  !6��/1,3%#-350' ���>5 F %#2N":-3! 9 !  , ��21V �O/ >=2UJ�2 ,�<Q-3502 ��2PN�:�B2U" F 2 ετ ;02U�+2N"0;0� /�" -35027/1�0�+/�"02N" -  "0; '  9 "0/1- H�2 � "0/ >." -3/E-3502768/1,�2 F� ��-�2U,�V
M 5I�0�N<S% -Q%&�Q;02N��%#,  HB!&2O-3/ � "0;  68/1,32 F� ��-32U,=>@50/���2  J�2U,  ��24!&/���� GF -3�  !&!#9 GF 50%&2UJ�2N�'C%&" i=1,...,N µi

 ��9S'A�0-3/1-3% FN !&!#9�V � � F 5  'C2 -350/I; '  9 "B/?> 2  ��%&!#9 H+2 F /�"0��-�,�� F -32N;��
� ��
� � � � �-. 	(�C� ����	�	+	&%���
��1
S� BI�4�	��&��
��	�2
�57���;�1����� � / ��	 ! 	@O	�2�1��	 ��Y�(�<'! 	 ! � ��
 � 	&%�� # ,H	 �

!&%&' �����
n→∞

1

n

n∑

t=1

`(It, Jt) � 'C%&"
i=1,...,N

µi .

� 2 !&2  J�24-3502 ;02U-  %&!&�  �  ,3/���-3%#"B242POS2U, F %#��2 Z � O�2 , F %&��2 � V � \ [ V
56,������87 	���� 	 Z X @ 
 � Z � G � ;�� Z\WYWYZ 
�; 
2EAC [ V Q�"���/�'C2 FN ��2N�@% -.'  9�H+2 'C2  "KN%&"���68�0! -3/ F /�"0��%&;02U, ��-�,  -32���%#2N� 68/1, -3502  ;�J�2U,3�  ,�9�-35  - �0��2�,  "0;0/�'C%3�  -3%#/�"PV Q�"��� F 5 FN ��2N�=/���,=;02 � "B% -3%&/�"C/�6 � 2 O�%#HB%&!&% - 9�<�>.5B% F 5C�+/���2N�  ;B2 -32U,3'C%&"0%&��-3% F7F /�"0;B% -3%&/�"/�" -35027/1�0�+/�"02N" -�<�%&� "0/1- ,32  !#%&��-3% F V �./?>=2UJ�2U,�<�-3502=;02 � "0%#-3%&/�" '  9 H+2=2  ��%&!#9 'C/:; N% � 2N;�-3/  FNF /�'C'C/I;  -�2  ��/�����%#HB!#9 ,  "0;0/�'C%3�N2N; H�2N5  JI%&/1,�V)Q�" 6 GF -N< -3502 /1,3%3��%&"  !;02 � "0%#-3%&/�" /�6+;B2 *B ,3%  �  "0; 	 2��%&;0;B/ � *!* � %&":J�/�!#J�2U�  �0,3/1H  HB%&!&%&��-3% F7 �����0'A�0-3%&/�" V
������� � -12"/0-1��� � (�� *.-! ����
 ( � ��)
� !  9S%&"��  "0; !#2  ,3"0%&"�� %&" ,32U�+2  -32N; �  'C2U�C%&�  " %&'A��/1,�-  " - H0,  " F 5 /�6?�  'C2-3502N/1,�9 >@% -35  " 2POS-32U"B��%#J�2�!&%#-32 ,  -3��,321V Q�" -350%&� F 5  �0-32U,A>=2�/�"0!#9  ;0;0,�2N����2N; 
-3%#":9 F /1,3"02U,./�6 -350%&�O%#'C'C2N"0��2T����H � 2 F -�V M 502 %&":-32 ,32N��-32U; ,32  ;02U,.'  9 F /�"0���0!#-7-3502'C/�"0/ �1,  �B50� /�6 * �B;02N" H+2U,��  "0;  2UJI%&"02 � 3 \ � � < � /1,�%&" � \�]�]�� <  "0;�� /��0"�� � � \ � � V�  ,�- � 3 � ]�� ��%#J�2N�  " 2PO F 2U!&!&2N" -4����,�J�2U9 /�6 ,�2��1,32U- N H  ��2N; �B" F /����B!&2N; !&2  ,3"0%&"��C;09 N"  'C% F �NVJ�/�" 
O2N�0'  "0" ( � 'C%&"0%&'  O -3502N/1,�2N' %&� -3502 'C/���- F !  ����% F� !O,32N���B! -�/�6 �  'C2-3502N/1,�9 Z ��2N2 J�/�" 
O2U�B'  "B"  "0; 	 /1,���2N"0��-�2U,3" � \�� ��� [ <  "0; 'C/���-O��-  "B;  ,�;R-32POI- NH+/:/ � � /�" �  'C2A-3502N/1,�9 �B,�/ JI%&;02  �0,3/:/�6 V��  ,�%&/��0����2N"02U,  !#%3�  -3%#/�"B�U< %&" F !&�0;0%&"��

� � �



��-�,3/�"���2U, J�2 ,3��%&/�"0� /�6 M 502N/1,�2N' � V 3 <  ,32.;0�02=-3/ *0 " � � � � < � %&/�" � \�]�\�� <���2U2  !&��/4-3502,32U682U,32N" F 2N�7-3502U,32N%#"PV M 5B2T�0,3/:/�6 /�6 M 502N/1,32U' � V 3 ��50/?>@"L5B2 ,32 %#�  ��2N"02U,  !&%3�  -�%&/�"/�6Q%&;02  � /�6 * ,�2N�0"B;  "0; � F 5  �B%#,32 � 313 ] � >@50/ �0,3/?J�2AJ�/�" 
O2N�0'  "0" ( �E'C%&"0%&'  O-3502N/1,�2N' �0��%#"�� -3502E��-�,  -�2��19 ;B2U� F ,3%#H�2N; %&" � OS2U, F %&��2 � V � V
M 5B2 "0/1-3%&/�"  "0; -3502 �0,3/I/�6 /�6 2PO�%&��-32N" F 2 /�6 
  ��5 2��I�0%&!&% HB,�%   �B��2  ,3�T%&" -3502F 2U!&2UH0,  -32U; �  �+2U, /�6 
  ��5 � \�\ � � V * /1, -3502 H  ��% F ,32U���0!#-3� /�" -3502 
  ��5 F /�" J�2U,���2N" F 2/�6 �BF -�%#-3%&/��0�+�B!  9 ��2N2 �7/1H %#"B��/�" � \ � *�� < 	 %#9  �  >  � \�\ 3 � < � 5  � !#2U9 � \ � � � < 	 /�"0;02U,32U, "0; � 5  � !#2U9 � \�\�\�� V � %#"���5 <��@2  ,3"0�N<  "B� 	  "0��/���, � \�] 3 � ��50/?>�-35  -  ��%#'A� !#2;�9S"  'C% F � H  ��2U; /�" �1,  ;0%&2U":- N�;B2U� F 2N" -C9S%&2N!#;B�  J�2 ,  ��2 �  9�/+���  ��9I'A�0-3/1-3% F� !&!#92��:�0%#J  !&2N":- /�6 -350/���2A/�6  
  ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%&�0' %&" -3502A���+2 F %  ! F� ��2A/�6 -K>=/ N��B!  9�2U,�  'C2U�7%#"L>@50% F 5 H+/1-35R�B!  9�2U,3�75  J�2 -K>=/  F -3%&/�"0�NV
M 5B2Q"0/1-3%#/�" /�6 F /1,�,32N!  -32N; 2��I�0%&!#%#H0,3%&�0' >  � � ,3��- %&" -�,3/:;B� F 2U; H:9 � �0'  "0" � 3 * <3 ��� V � ;0%#,32 F - �0,3/:/�6 /�6 -�5B2 2POS%&��-32N" F 2 /�6 F /1,�,�2N!  -32U; 2��:�B%#!&%#H0,3%  < �B��%&"���� �0��- J�/�"


O2U�B'  "B" (�� 'C%&"0%&'  OE-3502N/1,32U' Z  � /1�0�+/���2N; -3/E-3502 � OS2N; �+/�%#":- -3502N/1,32U' "02N2U;B2U;-3/��0,3/?J�2 -�5B2C2 O�%&��-�2N" F 2L/�6 
  ��5 2��:�0%&!&%#H0,3%  [ >  � ��%#J�2U" H:9 �  ,�-  "0; � F 50'C2N% N;0!&2U,�� 3 � � � V M 5B2 2PO�%#��-32N" F 2 /�6  ;  �0-3%#J�2��0,3/ F 2U;B��,32U� !&2  ;0%&"���-3/  F /1,�,32N!  -32N;2��:�0%&!&%#H0,3%&�0' >  � ��50/ >." HI9 * /���-32U,  "B; � /�5�,  � 3 � � � < ��2U2  !&��/ * �0;02N" H+2U,��  "B; 2UJS%#"B2 � 3 \ � < 3 \ 3 � <  "0;��  ,�-  "0; 	  � N��Q/�!&2N!#!�� 3 � * < 3 � � � V � -3/�!#-��  "0;  ����/���% � \�]������2N"02U,  !&%3�N2 -�5B%#�4-�/ �  'C2U�@>@%#-35  " %&" � "0%#-�21< HB��- F /�'A�  F -�<+��2U-E/�6 GF -3%&/�"0�NV M 502F /�"0"02 F -�%&/�"L/�6 F� !&% HB,  -3%&/�"  "0; F /1,�,32N!  -32N; 2��I�0%&!#%#H0,3%  < ;02N� F ,3% H+2N;R%#" � 2 F -�%&/�" � V � <>  � �+/�%&":-�2N; /���- HI9 * /���-32U,  "0; � /�5�,  � 3 � � � V�� ��1 ;02  "B; * /���-32 , � 3 ] � � - �� 2-3502N��2 %&;02  �768��,�-3502U,  "0; ��50/ > -35  -�<�%#6  !&!+�B!  9�2U,3�=�B!  9  FNF /1,3;0%&"�� -�/  H�2N��-7,32PN����/�"B��2 -3/ .F 2U,�-  %&" F /�'C'C/�" �  !&'C/���- ;02U-32 ,3'C%&"0%&��-3% F � >=2N!&! F� !&% HB,  -32N; 68/1,�2 F� ��-�2U,�<-3502N" -3502 ��/�%#":-E2N'A�B%#,3% FN !)6&,�2��I�02N" F %&2U� /�6 � !  9 F /�":J�2U,���2 "0/1-E/�"B! 9�-3/ -�5B2 ��2 - /�6F /1,�,32N!  -�2N;R2��:�0%&!&%#H0,3%  H ��-�<�%#" 6 GF -�<�-3/ -3502 F /�":J�2PO 5I�0!&!+/�6 -�5B2E��2U-O/�6�
  ��5 2��:�0%:N!&% HB,�%  V �  ,�-  "0; 	  � N��Q/�!&2N!&! � 3 � *�� %&" -�,3/:;B� F 2  ��-�,  -32�19�< -3502 ��/ N F� !&!&2N; � ,�2��1,32U-'  - F 50%&"���< � F /�" F 2 �B-��  !&!#9 ' � F 5 ��%&'A�B!&2U, -35  " -3502 %#":-32U,�"  !7,32�1,32U-�'C%&"0%&'C%3�  N-3%#/�"��0,3/ F 2N;0��,32N� ;02N� F ,3% H+2N; %&" � 2 F -3%&/�" � V���< -35  - 5  � -3502A�0,3/1�+2U,�-K9 -35  - %#6  !#!�B!  9�2U,3�E68/�!&!&/?> -350%&�E��-�,  -32��19�<+-3502 � /�%&" - 2U'A� % ,3% F� ! 6&,32��I�02N" F %#2N� F /�" J�2U,���2 -�/L-3502��2 - /�6 F /1,�,�2N!  -32U; 2��I�0%&!#%#H0,3%  <+��2U2  !&��/ �  50" � � � � V�� ��G ;021<��@2  ,3"0�N< P "���68/1,3; < "0; �@,�-3%3� � 3 ] � � F /�"0��%&;02U,4205 F %&2U":-  !3��/1,�%#-350'C�=68/1, F /�'A� ��-3%#"�� F /1,�,32U!  -32N; 2��:�0%:N!&% HB,�%  %&" �1,  �B50% F� ! �  'C2N�UV M 502R,32N���B! -A/�6 � 2 F -3%#/�" � V��  �0�+2  ,3� %&" �  ,�-  "B;	  � N��Q/�!&2N!&! � 3 � � � V
� ! GF � >=2N!&!$(��  �0�B,�/ GF 5  H %#!&%#-K9 -3502N/1,�9 ;  -32N��H  F � -3/ � ! GF � >=2N!&! � � � � >.502U,32

M 502N/1,32N' � V � %#�A�B,�/ J�2N; V Q - >  �  !&��/ � ! GF � >=2N!&! � � 3 � >@50/ �+/�%&" -32N; /���-C-35  --3502  �0�0,3/ GF 5  HB%&!&%#-K9 -3502N/1,32N' '  9 H+2 �B��2N; -3/ F /�"0��-�,3� F -��  "0"  " F /�"0��%&��-32U":-
� � �



68/1,32 F� ��-3%#"�� ��-�,  -32��%&2N�NV �  ,3%&/��0�B��2N"02U,  !&%6�  -3%&/�"0� /�6 -�5B%#� -3502N/1,32N'�'  9 H+2T68/��0"B;%&" �T%&2U!&!&2 � \��!*��  "0;  2N5�,32U, � 3 � � � V *0 HB%  "  "0; �  "0"  " � � � � ��-3�0;�9 ,  -32U�L/�6F /�" J�2U,���2N" F 2�%#"  " 2POI-32N"0;02N; ��2U-�-3%#"�� %&" >@50% F 5 �  9�/+��� '  9�H+2 ,  "0;0/�'  "B;"0/1-O"B2 F 2N���  ,3%&!#9 H+/��0"0;B2U;PV M 502E�+/1-32N" -3%  !:N H  ��2N;L��-�,  -�2���%&2N�7/�6 � 2 F -�%&/�" � V * >=2U,32%&" -�,3/:;B� F 2U; HI9 �  ,�-  "B; 	  � N��Q/�!&2N!#! � 3 � ���  "0; M 502N/1,32N' � V � %&�4;B�02 -3/L-3502N'�V
Q�" � 3 � ��� -3502=,32N���0!#- %&� ��-  -�2N;A�0"0;B2 ,  >=2 �� 2U,  �����B'A�0-3%#/�" -35  " F /�":J�2 O�%#-K9 /�6 -3502�+/1-�2N":-3%  !+68�0" F -3%&/�" V

M 5B2 �0,3/1HB!&2U' /�60!&2  ,�"B%#"�� 
  ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%  HI9 �0" F /����B!&2N; ��-�,  -32���%&2U� 5  � H+2N2N"�B��,3���02N; HI9 * /���-�2U,  "0; � /��0"�� � 313 � < 31313 � V M 502U9 %&":-�,�/I;0� F 2 -3502 %&;02  /�6 ,32�1,32U--32U��-3%&"�� /�"L>.50% F 5�-�5B2T�0,3/ F 2N;0��,32N�=��-3�0;0%&2N; %&" � 2 F -3%#/�" � V 3 �  ,32TH  ��2N; /�"PV M 502N%#,�0,3/ F 2N;0��,32N� ���  ,  ":-32U2E-35  -N<  ��9S'A�0-3/1-3% F� !&!#9�<�-3502 � /�%&" -7'C%:O�2N;L��-�,  -32��19 �B,�/ � !#2N� ,�2 >@%#-�5B%#" ;0%&��-  " F 2 ε /�6Q-3502A��2U- /�6 
  ��5 2�I�0%&!&%#H0,3%  %#"  6&, GF -�%&/�" /�6  - !&2  ��-
1−ε /�6 -�%&'C21V��T" -3502O"02��  -�%#J�2=��%&;021< �  ,�-  "B; 	  � N��=/�!&2U!&! � 3 � 3 < 3 � \ � ��50/ > -35  -%#-@%&�@%&'A�+/�����%#HB!&24-3/ GF 5B%#2UJ�2 F /�":J�2 ,���2N" F 2 -3/ 
  ��5 2��:�B%#!&%#H0,3%&�0'D68/1,  !&! �  'C2N�@%&6/�"02@%&� ,32N��-�,3% F -32U;A-3/ �0��2@��-  -3%&/�"  ,�9 ��-�,  -32���%&2U� -35  - 5  J�2@H+/��0"0;02N;C'C2N'C/1,�9�V � 9
� H+/��0"B;02N; 'C2N'C/1,�9 � -3502U9C'C2  "A-35  -Q-3502U,32T%&�  � "0%#-32O%&":-�2���2U, T ��� F 5L-35  - 2 GF 5�B!  9�2U,)H  ��2N� 50%&�P� !  9 /�"0!#9 /�" -3502 !  ��- T ,3/��0"0;0� /�6S�B!  9�V��T" -3502 /1-3502U, 5  "0; <168/1,2UJ�2 ,�9 ε > 0 -3502U9 ��50/?>  ,  "0;0/�'C%3�N2N; H+/��0"0;02N;KN 'C2N'C/1,�9 ��-  -3%#/�"  ,�9 �0" F /��0�B!&2U;�0,3/ F 2N;0��,321< ;0%�� 2U,32N" -A6&,3/�' -3502 /�"B2U� �0,32N��2U":-32N; %#" � 2 F -�%&/�"0� � V �  "0; � V 3 � < 68/1,>.5B% F 5 -�5B2 � /�%&" - 2N'A�B%#,3% F� ! 6&,32��:�B2U" F %&2N� /�6Q�B!  9 F /�" J�2U,���2  !&'C/���- ����,32N! 9 -3/  "
ε N�
  ��5 2��I�0%&!&% HB,�%&�0'�V��42U,3'  "0/  "0;  ����/���% � 3 \�� � 'C/I;0%&6&9 -3502L,�2��1,32U-A-�2N��-3%&"���0,3/ F 2N;0��,32L/�6 * /���-32U,  "0;�� /��0"�� -�/ GF 50%&2UJ�2  !&'C/���- ����,32 F /�":J�2U, ��2N" F 2L-3/ -3502��2 -T/�6 ε N�
  ��5 2��I�0%&!#%#H0,3%  68/1,  !#! �  'C2N�UV M 502  "  !#9I��%&�O/�6 � 2 F -3%&/�" � V 3 � %&�.H  ��2U;/�"�� 3 \���� V Q�" �  ,�-3% F �B!  ,�<:-�5B2T�0,3/:/�6)/�6  2N'C'  � V�� %&�=68/��0"0;R%&" � 3 \���� <S-350/�����5R68/1,-3502Q��/�'C2 >@5  -)��%&'A�B!&2U, F� ��2=/�6�-K>=/@�B!  9�2U,3� %#- ��5B/?>@" %&" * /���-32 ,  "0; � /��0"�� � 31313 � V� F !&/���2N! 9 ,�2N!  -32U; H0,  " F 5C/�6�!&%#-32 ,  -3��,32Q-35  - %&� "B/1- ;0%&� F �0����2N;C%&" -350%&� F 5  �0-32U,%&� H  ��2N; /�" !#2  ,3"0%&"��R,3�0!&2U� -35  -  ,�2 H  ��2N; /�" � !  9�2 ,3� ���+;  -3%&"��R-3502N% , H+2N!#%&2N68��0��%&"�� �  9�2N�)( ,3�0!&21V �  !  %  "0;  2N5�,32 , � 3 ]+* � ��50/ > -35  -T%&6)-3502 �0,3%&/1,3� � F /�":-  %&" 
�1,  %&" /�6 -�,��0-�5P< � -�5B2 �B!  9 F /�":J�2U,���2U�E-3/  
  ��5 2�I�0%&!&%#H0,3%#�B'D/�6 -3502��  'C21V � 2N2 !#��/ 7 /1,3;  " � 3 ] 3 < 3 ]�\�� < _42 � 2N!�< * �0;B2U":H+2U, ��<  "B;  2UJS%&"02 � * ��� < * �0;B2U":H+2U, �  "B; 2UJS%#"B2 � 3 \ � < 3 \ � � <  "0; 
  F 5 H  , � \�\ � � V
�  !  % <  2N5�,32U,N<  "0; � 'C/1,3/I;0%&"0� � 9 � 3 ]���� ��50/?> -35  -C-350%&� -K9:�+2 /�6 !&2  ,3"0%&"��%&� F !&/���2N!#9 ,32N!  -�2N; -�/ ��-�,3/�"���2U, "B/1-�%&/�"0� /�6 FN !&%#H0,  -�%&/�"  "0; 'C2 ,���%&"���V � 2N2  !&��/ 2N5�,32U,�<  "0; � 'C/1,�/I;0%&"0� � 9 � 3 �!*�� < �  "0;0,�/�"B%  "0; � 'C/1,�/I;0%&"0� � 9 � \ � ��� V
M 5B2E'  -32 ,3%  !0�0,32N��2N" -32N;�%&" � 2 F -�%&/�" � V 313 %&�QH  ��2U;R/�"L-�5B2T>=/1, � /�6);02 *0 ,3%  � "0; 	 2���%&;0;0/ � *�] < *!*�� <I-350/�����5A-3502  "  !#9S��%&� ��50/?>@"�502U,32T%&� ;B% ��2U,32U":-�V Q�"��  ,�-3% F N

� � �



�0!  ,N<G-3502Q68/1,32 F� ��-32U, /�60;02 *B ,3%  �  "B; 	 2���%&;0;0/T%&� ,  "0;B/�'C%6�N2N;  "0; F /�" F 2U�0-3�  !&! 9��%#'A� !#2U,Q-35  "L-�5B2E;02U-32U,�'C%&"0%&��-3% F �B,�2N;0% F -3/1,7�0��2N;�502U,32GV
������� ��� ��� !#-0) � )
���A,��	� �  , 	(��� � 50/?> -�5  -7-�5B2E��2U-O/�6  !&! 
  ��5R2��I�0%&!&% HB,�%  /�6  -K>=/ N���2U,3��/�" �U2U,3/ N���0' �  'C2T%&� F !&/���2U;  "0; F /�" J�2PO+V
���A,��	� �  , 	(� � Z*CF>A@ W � ;���
 C � @ ��; ] [ �Q/�"0��%&;02U,Q-3502@-K>=/ N���2U,3��/�" �  'C2@;02N� F ,3%#H+2N;H:9 -3502T!&/���� '  -�,3% F 2N� /�6�-3502@-K>=/ �B!  9�2U,3� Z � R �  "0; � C � [ H+2N!&/?> < � "0/?>@"  �� @ � � "
� ��� 
 � = ��� � �

R\C
3 \ �

3 � 3 3\ 3 � 3
� 3 3 �

R\C
3 \ �

3 3 � 3\ 3 3 �
� � 3 3

� 50/?> -35  - %&6�H+/1-35 �B!  9�2U,3� �0��2 �BF -3%#-�%&/��0�)�B!  9�<1-3502Q2N'A�B%#,3% FN !:6&,�2��I�02N" F %&2U� /�60�B!  9;0/ "0/1- F /�" J�2U,���2 -3/ -3502E��2U-@/�6 F /1,�,32U!  -32N;R2��I�0%&!&% HB,�%  Z * /���-32 ,  "0; � /�5�,  � 3 � � � [ V
���A,��	� �  , 	(� � � ,3/?J�2  2N'C'  � V 3 V
���A,��	� �  , 	(�C� �Q/�"0��%&;02U,7-3502 2 N �+2U,3��/�" �  'C2 ��%#J�2N"LHI9 -3502 !&/�����2N�

R\C
3 \

3 3 �\ � ]
R\C

3 \
3 3 �\ � ]

* %#"B;  !&!B-�50,�2N2 
  ��5C2�I�0%&!&%#H0,3%  /�6�-�5B2 �  'C21V � 50/?> -35  - -3502@;0%&��-�,3% H ��-3%#/�" ��%#J�2N"H:9 π(1, 1) = 1/3 < π(1, 2) = 1/3 < π(2, 1) = 1/3 < π(2, 2) = 0 %#�  F /1,�,32N!  -32N;2��:�0%&!&%#H0,3%&�0' >.50% F 5 !&%&2N�L/���-3��%&;02 /�6 -3502 F /�" J�2PO 5:�0!&!4/�6 -3502 
  ��5 2��I�0%&!#%#H0,3%  VZ � �B'  "B" � 3 � � V [
���A,��	� �  , 	(� � � 50/?> -35  -  �B,�/1H  H %#!&%#-K9 ;0%&��-�,3% H ��-3%#/�" π / J�2U,�� K

k=1{1, . . . , Nk}%&�  F /1,�,32U!  -32N;R2��I�0%&!&% HB,�%&�0' %&6  "B;L/�"0!#9 %&6 68/1,  !&! k = 1, . . . , K <
� `(k)(I) � � `(k)(I−, �I(k))

>.5B2 ,32 I = (I(1), . . . , I(k)) %&�@;0%&��-�,3%#HB��-32N; GFUF /1,3;0%&"�� -3/ π  "0;�-3502 ,  "B;0/�'DJ  ,�%:N HB!&2 �I(k) %&�  " 9 68�B" F -�%&/�" /�6 I(k)
 "0; /�6  ,  "0;0/�' J  ,�%  HB!&2 U %&"0;02U�+2U"B;02N" - /�6

I− V
� � �



���A,��	� �  , 	(�
	 �Q/�"0��%&;02U,R-�5B2 ,32U�+2  -32N; -3%&'C2 N�J  ,�9S%#"�� �  'C2 ;02N� F ,3% H+2N; %&" �72PN'  , � � V � >@%#-�5 N = M = 2 V � �����0'C2 -�5  -E-�5B2 ,32 2 O�%&��-4�+/���%#-3%#J�2 "I�0' H+2U,3� ε, δ��� F 5L-�5  -�<S68/1,72UJ�2U,�9 ���>5 F %&2N" -3!#9C!  ,���2 n <  -=!&2  ��-=68/1, nδ -3%&'C2.��-32U�B� t H+2U-K>=2N2U"-3%#'C2 1  "0; n < '  O
j=1,2

|`t(1, j) − `t(2, j)| > ε .� 50/?> -35  - -�5B2U" 68/1,  ":9 ��2��I�02N" F 2�/�6='C%:O�2U; ��-�,  -�2���%&2N� p1,p2, . . . /�6Q-3502 ,3/?>�B!  9�2U,�< -3502 F /�!&�0'C" � !  9�2 , F� " F 50/I/���2L50%&� 'C%:OS2N; ��-�,  -32���%#2N� q1,q2, . . . ��� F 5-35  -=-35024,3/?> �B!  9�2U,&( � F �0' �0!  -�%#J�2T!&/����=�  -�%&� � 2N�
n∑

t=1

`t(It, Jt) −

n∑

t=1

'C%&"
i=1,2

`t(i, Jt) > γn

68/1,  !&! ���>5 F %&2N":-�!#9�!  ,���2 n >.%#-35L�0,3/1H  HB%&!#%#-K9A/�"021<�>@502U,32 γ %#�=��/���%#-3%#J�2GV
���A,��	� �  , 	(��� � �����0'C2 -35  - %&"  -K>=/ N���2U,3��/�"��N2U,3/ N����0' �  'C2G<�68/1,  !#! t <�-3502Q,3/?>�B!  9�2U, �B!  9S� GFNF /1,3;0%&"��E-3/ -3502 F /�"0��-  " - 'C%:OS2N; ��-�,  -32�19 pt = p >@502U,32 p %&�  ":9'C%:OS2N;C��-�,  -32��19�68/1,=>@50% F 5C-3502U,3242POS%&��-3�  'C%:OS2N;C��-�,  -32��19�/�6+-3502 F /�!&�0'C"A�B!  9�2U,��� F 5 -35  - `(p,q) = V V � 5B/?> -35  -

!#%&' ���0�
n→∞

1

n

n∑

t=1

`(It, Jt) � V .
� 50/?>  !&��/ -�5  -�< 68/1,  ":9 ε > 0 < ,32��  ,3;0!&2U��� /�6=5B/?> -3502A,3/?> �B!  9�2U, �B!  9I�N< 5B2F� "B"0/1- ���  ,  " -32N24-35  -

!&%#' �����
n→∞

1

n

n∑

t=1

`(It, Jt) � V − ε .

���A,��	� �  , 	(��� �Q/�"0��%&;02U,  -K>=/ N���2U,3��/�" �U2U,3/ N ���B' �  'C2  "0;  �����B'C2C-35  - -3502,3/?> �B!  9�2U,R� !  9I� GFNF /1,3;0%&"�� -3/ -3502 2POS��/�"B2U":-3%  !&!#9 >=2N%3��5 -32N;  J�2U,  ��2 'C%:OS2N;��-�,  -32��19
pi,t =

2POI� W −η∑t

s=1 `(i, Js) X
∑N

k=1 2POS�CW −η∑t
s=1 `(k, Js) X i = 1, . . . , N .

� 50/?> -35  -�< >@%#-�5��0,3/1H  HB%&!#%#-K9  -=!&2  ��- 1− δ < -3502  J�2 ,  ��2T!&/����Q/�6+-3502@,3/?> �B!  9�2U,�  -3%&� � 2N�
1

n

n∑

t=1

`(It, Jt) � V +
!#" N
nη

+
η

8
+

�
2

n
!&" 2N
δ
.

� � ]



���A,��	� �  , 	(�:9 * ,32N�0"0;  "0; � F 5  � % ,32 � 313 � � %&" J�2N��-3%3�  -32L-3502 >=2N%3��5:-�2N;  J�2U,  ��268/1,32 F� ��-32 , %#" -3502 ��%&'A�B!&% � 2U;RJ�2U,3��%#/�" /�6 -3502 ��2U-3��� /�6 � 2 F -3%#/�" � V � %#" >.5B% F 5 -3502,3/?>D� !  9�2 , ��2U-3� -3/ ��2N2L-3502 ;0%&��-�,3% H ��-3%#/�" qt−1

F 50/���2U" H:9 -3502 F /�!&�0'C" �B!  9�2U,H+2U68/1,32O' �� %&"��@-3502Q�B!  9  - -3%&'C2 t V M 502N" -3502768/�!#!&/ >.%&"��@J�2U,3��%#/�" /�6 -�5B2=>=2N%3��5 -32N; J�2U,  ��2 ��-�,  -32��19 68/1,O-3502E,3/?> �B!  9�2U,.%#�7682  ��%#HB!&2 �
pi,t =

2 OS��W −η∑t−1
s=1 `(i,qs) X

∑m

k=1 2POI��W −η∑t−1

s=1 `(k,qs) X , i = 1, . . . , N

>.%#-35 pi,1 ��2U- -3/ 1/N <T>@502U,32 η > 0 %&�  "  �0�0,3/1�0,3%  -32N!#9 F 50/���2N" F /�"0��-  ":-�V� 50/?> -�5  - -�5B%#� ��-�,  -32�19 %&�  "A%&"0��-  " F 2=/�6B-35027>=2N%6��5:-32N;  J�2U,  ��2768/1,32 F� ��-32U, Z ��2N2� 2 F -3%&/�" � V \ [ >.50% F 5R%&'A�B!&%&2U� -35  -
n∑

t=1

`(pt,qt) � 'C%#"
p

n∑

t=1

`(p,qt) +
!&" N
η

+
nη

8

>.5B2 ,32
`(pt,qt) =

N∑

i=1

M∑

j=1

pi,t qj,t `(i, j) .

� 50/?> -35  -T%&6 It ;02N"0/1-32U�4-�5B2  F -3�  !),  "0;B/�'C%6�N2N; �B!  9�/�6 -3502 ,3/?> �B!  9�2U,�< -3502N">.%#-35  "  �0�0,3/1�0,3%  -�2N!#9 F 50/���2N" η = ηt <
!&%&'

n→∞

1

n

��
n∑

t=1

`(It,qt) − 'C%#"
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� ���0�+/���2�H+/1-35 �B!  9�2U,3� � !  9  FNF /1,3;0%&"�� -3/ -3502 ��-�,  -32��19 ;02N� F ,3%#H+2U; %&" � OS2U, NF %#��2 � V \ � V � 50/ > -35  - -3502U,32R%#�  �+/���%#-3% J�2 �0,3/1H  HB%&!&% - 9 -35  - -�5B2L�0"B%6�I�02L�B��,32

  ��5 2��:�0%&!&%#H0,3%&�0' %&�C"02UJ�2U, GF 5B%#2UJ�2N; V Z

M 5B%#�C2PO  'A�B!&2  �B��2  ,3�C%&" �  ,�-  "B;	  � N��Q/�!&2N!&! � 3 � \�� V [
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���A,��	� �  , 	(� � � � 50/ > -35  -  !&'C/���-  !#!#�  'C2N� Z >@%#-�5 ,32N���+2 F - -3/�-3502  2 H+2N� ���02'C2  ����,32 [  ,32 ��� F 5 -35  -C-�5B2 ,32 2PO�%&��- F /�"B��-  ":-�� c1, c2 > 0 ��� F 5 -35  -�68/1,  !&!���>5 F %&2N" -3!#9 ��'  !&! ε > 0 <�-3502E��2U- � ε /�6  �0�B,�/FOS%&'  -32 
  ��5 2��:�0%&!&%#H0,3%  �  -3%&� � 2U�
D∞(

�
, c1ε) M � ε M D∞(

�
, c2ε)

>.5B2 ,32 D∞(
�
, ε) = {π � Σ :

�
π−π

� �
∞ � ε, π � � � } %&�P-3502 L∞ "02N%3��5 H+/1,350/I/:; /�6-3502=��2U- /�6 
  ��5 2�I�0%&!&%#H0,3%  <G/�6B,  ;0%&�0� ε V Z � 2U21<:2GV ��V#< �42U,3'  "0/  "0;  ����/���% � 3 \���� V [

���A,��	� �  , 	(� �/9 � ��24-3502T�0,3/ F 2U;B��,32E/�6 2 OS�+2U,�%&'C2N":-  ! ,32�1,32U-7-32N��-3%#"��  �  HB�B%#!&;KN%&"�� HB!&/ F � -3/ ;02N��%3��"  " �B" F /����B!&2N;���-�,  -32��19A��� F 5 -35  -�<:%&6  !&! �B!  9�2U,��Q68/�!&!&/?> -3502��-�,  -32��19�<S-�5B2 'C%:O�2U;L��-�,  -32��19 �0,3/ � !&2N� F /�" J�2U,���2  !#'C/���-=����,32N!#9�-3/  
  ��5 2��:�0%:N!&% HB,�%&�0'�/�6 -3502
�  'C2G<�68/1,  !&'C/���-  !&!&�  'C2N�NV � �38 ��� * /�!&!&/?> -3502 %&;02  �O;02N� F ,3%#H+2N;%&" �72N'  , � � V 3 �  "0;�-3502 � /1,32N! N��  ":-32U!&!&%B!&2N'C'  V Z �E2U,�'  "0/  "0;  ����/���% � 3 \���� V [
���A,��	� �  , 	(� � � � OS-32N"0; -3502R68/1,�2 F� ��-�%&"�� ��-�,  -32��19 ;B2 � "02N; %&" � 2 F -3%&/�" � V 313 -3/-3502 F� ��2 /�6 N > 2 GF -3%&/�"0�=��� F 5R-35  -�<S,�2��  ,3;0!&2N���7/�6P-3502 ��2��I�02N" F 2 /�6)/���- F /�'C2U�N<

!&%&' �����
n→∞

�µn � 'C%&"
i=1,...,N

!&%&' �����
n→∞

µi,n .

� �68 � � � ! GF 2 -�5B2 N GF -3%#/�"B�O%&"�-3502 !&2  J�2N�T/�6  ,3/:/1-32N;�HB%&"  ,�9L-�,32N2  "0; �0��2 -3502/1,3%6��%&"  !  !3��/1,3% -350' ,�2 F ��,3��%#J�2U!#9 %#" 2UJ�2U,�9 %#":-32U,�"  !:"0/I;02 /�6S-3502 -�,32U21V M 5B2 ��-�,  -�2��19 ����%3��"02N;L-�/ -35024,3/I/1-O%&�Q-3502 ;02N��% ,32N; 68/1,32 F� ��-3%#"�� ��-�,  -32��19�V
���A,��	� �  , 	(� � � � �����B'C2 -�5  -+H+/1-35 �B!  9�2U,��P68/�!#!&/ > -3502 ;B2 -32U,3'C%&"0%&��-3% F 2 OS�B!&/1,  -�%&/�"KN2POI�B!&/�%#-  -�%&/�" ��-�,  -�2��19 >.50%&!&2 �B!  9S%&"���-3502 �0,3%&��/�"02U,&( �E;B%#!&2N'C'  V � 50/?> -35  -E-3502�B!  9�2U,3�@>.%&!&!P2N"0; ��� F /I/1��2U,  -3%#"���V �./ >=2 J�2U,�<+%&6 -3502N%#,.� !  9R%&�T"0/1-T��9I" F 5�,3/�"0%3�N2U;Z 68/1,)2PO  'A�B!&21<?%&6:-�5B2 F /�!&�0'C"4�B!  9�2U, ��-  ,�-3�P68/�!&!&/?>@%&"�� -3502 ��-�,  -32��19  -P-3%&'C2 t = 3 [ <H+/1-�5L�B!  9�2U,3�=>@%&!#!+;B2U682 F -@'C/���-O/�6P-3502E-�%&'C21V
���A,��	� �  , 	(� �� � ,3/ J�2 �=/1,3/�!#!  ,�9 � V ��V � �38 � � 	 /:;0%&6&9�-3502 ,32U��2  -32N;�;02U-�2U,3'C%&"0%&� N-3% F 2POI�B!&/1,  -3%#/�" N�2POS�B!&/�% -  -3%&/�" 68/1,32 F� ��-32U,@�0,3/1�+2 ,3!#9�2N%#-�5B2 ,.HI9 !&2 -�-3%&"�� -3502 �  ,  '�N2U-�2U, τ �1,3/ > >.%#-35 -3%&'C21<S/1,7HI9 �0��%&"��  "  �0�0,3/1�0,3%  -324;B/���HB!&%&"�� -�,3% F � V
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� ��� �,-�
 +./( $ ( 2 /1� � � � ����$ )
Q�"�-350%&� F 5  �0-32U, >=2A- �� 2  F !&/���2U, !#/I/ �  - -3502C��2��:�B2U":-3%  ! �0,32N;0% F -3%#/�" �B,�/1H !#2N'/�6 �=5  �0-32U, 3 %&" -3502 ���+2 F %  ! F� ��2 >@502N" -3502 /���- F /�'C2 ���  F 2 %&��� = {0, 1} < -�5B2;02 F %#��%&/�" ��� GF 2 %&� � = [0, 1] <  "0; -3502 !&/����L68�0" F -3%&/�" %&� -3502 �  H ��/�!&��-32 !&/���� �
`( �p, y) = | �p − y| V �4��, '  %&" F /�" F 2U,3" %&�E-�5B2 H+2N5  JS%#/1, /�6 -3502 'C%#"B%#'  OR,�2��1,32U-
Vn( � ) 68/1, F !  ����2U��� /�6 � � � � � � � � 
 � � 2POS�+2 ,�-3�! ,32 F� !&!�-3502E;02#"B"B% -3%&/�" /�6 ��%&' �0!  - N HB!&2 2POS�+2 ,�-3� 6&,3/�' � 2 F -3%&/�" 3 V � V Q�" -3502A2U":-3%#,�2 F 5  �0-32 ,�<  "�2POS��2U,�- f 'C2  "0� ��2�I�02N" F 2 f1, f2 . . . /�6768�B" F -�%&/�"0� ft : {0, 1}t−1 → [0, 1] < '  �0�B%&"�� ��2�I�02N" F 2N� /�6�  ��-=/���- F /�'C2N� yt−1 %#":-3/ 2N!&2U'C2N":-3� /�6P-35024;02 F %&��%&/�"L���  F 21V�� 24�0��2$� -3/ ;02N"0/1-32TF !  ��� /�6 Z ��%&' �0!  -  H !#2 [ 2 OS�+2U,�-3� f V �O2 F� !&!�6&,3/�' � 2 F -�%&/�" 3 V 3&% -35  -  68/1,32 FN ��-3%&"����-�,  -32��19 P H  ��2U;R/�"  F !  ���=/�6)��%&' �0!  -  HB!&272POS�+2 ,�-3�=%&�  ��2��:�B2U" F 2 �p1, �p2, . . . /�668�0" F -3%&/�"0� �pt : � t−1 → � Z -3/���%&'A�B!&%#6&9R"0/1-  -�%&/�" < >=2 /�6&-32N" >.,3%#-�2��pt %&"0��-32  ; /�6
�pt(y

t−1) [ V �O2 FN !&!  !&��/ -35  -=-3502E'C%&"0%&'  O ,32��1,32U- Vn( � ) %#�7;02N"0/1-32U;RHI9
Vn( � ) = %&"06
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�����

yn ')( n

*
�L(yn) − 'C%&"

f ',+ Lf(y
n) -

>.5B2 ,32 �L(yn) =
∑n

t=1 `( �pt(y
t−1), yt) %&� -3502 F �0' �0!  -3%#J�2 !&/���� /�6Q-3502A68/1,32 F� ��-32U,

P
 "B; Lf(y

n) =
∑n

t=1 `(ft(y
t−1), yt) ;02N"0/1-32N�.-3502 F �0' �0!  -�%#J�24!&/����7/�6 2POS�+2 ,�- f V

M 5027%#"."B' �0' %&� - �� 2N" /?J�2U,  !&!S68/1,32 F� ��-32 ,3� P V Z Q�" -350%&� F 5  �0-32U,�<  "0; ��%&'C%&!  ,3!#9E%&"
�Q5  �0-32U, * <0>=2/"B"B;R%#- F /�":J�2N"0%&2N" -.-3/ ' �� 24-3502 ;02U�+2U"B;02N" F 2 /�6 -3502 F �B' �0!  -3% J�2!&/����O/�"R-�5B2E/���- F /�'C2T��2�I�02N" F 2 2POI�B!&% F %#-N<I-350%&�=%&�=>@5:9�>=24>.,3% -32 �L(yn) 68/1, �Ln V [

�Q!&2  ,3! 9�< %#6 -3502 F� ,3;0%&"  !&%#-K9 /�60� %&� | � | = N <�-3502N" Vn( � ) � V (N)
n >.5B2 ,32 V(N)

n%&� -3502 'C%#"B%#'  O�,32��1,�2U- >@%#-�5 N ��2N"02U,  ! 2 OS�+2U,�-3� ;B2)" "02N; %&" � 2 F -�%&/�" 3 V 3&% V � �
� 3 �



��2U2N"A%&" � 2 F -3%#/�" 3 V \ <�68/1,  !&! n  "0; N < V (N)
n ��� (n/2) !#" N V � !&��/�<1HI9 -3502Q,32N���0!#-3�

/�6 � 2 F -3%&/�" \ V ] <������ n,N V
(N)
n M�� (n/2) !&" N V

�T" -3502 /1-3502U,)5  "0;P< -3502 H�2N5  JI%&/1,)/�6 Vn( � ) %&�P��%3��"0% " F� ":-3!#9@'C/1,32 F /�'A�B!&2PO  �%#- ;B2 �+2N"0;0�7/�"�-35024��-�,3� F -��0,�2T/�6P-3502 F !  ��� �RV M / �0"0;02U,3��-  "0; -3502T�B502N"0/�'C2N"0/�"P<
� �0��- F /�"0��%&;02U, @F !  ��� /�6 N = 2 2POI�+2U,�-�� -35  -  !#>  9S�)�B,�2N;0% F - -3502=�  'C2 2PO F 2 �B- 68/1,
t = n < >.5B2U" /�"02 /�6:-�5B2 2POI�+2U,�-3�P�0,32N;0% F -3� 0  "0; -3502 /1-3502U,)/�"02 �0,32U;B% F -3� 1 V Q�" -350%&�F� ��21<���%&" F 2T-3502T2POI�+2U,�-��  ,324��%&' �B!  -  HB!&21<1-�5B2468/1,32 F� ��-32 ,.'  9A��%&'A�B!#9 �0,32U;B% F -  �H+/1-�5 2 OS�+2U,�-3� %&6 t < n  "0; ��2U- �pn = 1/2 V Q - %&� 2  ��9 -3/4��2N2Q-35  - -350%&� 68/1,32 FN ��-32U, %&�'C%&"0%&'  OA/1�0-3%&'  !�<  "0;R-�5B2 ,32N68/1,32 Vn( � ) = 1/2 <0>.50% F 5 %&�7��%3��"0% " F� " -3!#9C��'  !&!&2U,-35  " -3502 >=/1,���- N FN ��2 H+/��0"B;�� (n/2) !&" 2 V Q�" ��2U"B2 ,  !�<@%#":-3�0%#-3% J�2N!#9�< Vn( � ) %&���'  !&!)%#6 -�5B2 2 OS�+2U,�-3�  ,32 � F !#/���2 � -�/C2 GF 5 /1-3502U,4%#" ��/�'C2 ��2N"0��2  "0; !  ,���2 %&6 -35022POI�+2U,�-��  ,�2 � ���B,�2  ; /���- � V

M 5B2O�B,�%&'  ,�9���/  ! /�6�-350%&� F 5  �0-32U,Q%&� -3/ %#":J�2N��-�%3�  -327>@5  -B��2N/�'C2U-�,3% F� !S�0,3/1� N2U,�-3%&2N�4/�6 � ;B2 -32U,3'C%&"02 -�5B2 ��%3�U2 /�6 Vn( � ) V�Q�" � 2 F -3%&/�" ] V \ >=2 ;02N� F ,3%#H+2  68/1,32PNF� ��-32U,=-35  -=%&�=/1�0-3%&'  ! %&"�-35024'C%&"0%&'  O ��2U"B��21<�-35  -=%&�N<S% - GF 5B%#2UJ�2N�  >=/1,3��- N F� ��2,32�1,32U-O2��I�  ! -3/ Vn( � ) V M 5B2E'C%&"0%&'  O /1�0-3%&'  ! 68/1,32 F� ��-32U,  !&��/ ����� ��2N��-3�  >  9/�6 F� ! F �0!  -3%#"�� Vn( � ) 68/1,  ":9<��%#J�2N" F !  ���./�6 2POI�+2U,�-��N<  "0; -350%&� F� ! F �B!  -3%&/�" H+2PNF /�'C2U�O2N���+2 F %  !&!#9���%&'A�B!&2T%#"R-3502 FN ��2 /�6 � � � � � � 2POI�+2U,�-�� Z ��2U2 � 2 F -3%#/�" 3 V � 68/1,.-3502;02#"B"0%#-3%&/�" /�6  ��-  -3% F 2POI�+2U,�- [ V Q�" � 2 F -3%&/�" ] V � -3502�'C%&"0%&'  O�,�2��1,32U- Vn( � ) %&�F 5  , GF -32U,3%3�U2N; 68/1,L��-  -�% F 2POS�+2 ,�-3��%&" -�2U,3'C�C/�6  ��/ N F� !&!#2N;�� � � � � � � @ ��: ��� ��: "
� = � V � 2 F -�%&/�" ] V�� ;02N� F ,�%#H+2N� -�5B2 ��/�����%#HB!#9 ��%&'A�B!&2N��- "0/�"KN�-�,�%#JS%  !72 O  'A�B!&2 -35  -%&!#!&�0��-�,  -�2N�7-�5B2 �0��2 /�6 -350%&� F 5  , GF -32 ,3%3�  -�%&/�" V�Q�" � 2 F -3%#/�" ] V � >=2 ;02U,3%#J�2���2N"02U,  !���0�+2U,  "B; !&/?>=2U, H�/��B"0;0� 68/1, F !  ����2N� /�60��-  -3% F 2 OS�+2U,�-3� %&" -32U,3'C�)/�6�-3502 ��2N/�'C2U-�,3% F��-�,3� F -3��,32 /�6 -3502 F !  �����RV � 2 F -3%&/�" ] V�� %&�E;02UJ�/1-32N; -�/ ��2N"02U,  ! Z "B/1-E"02 F 2U���  ,3%#!#9��-  -3% F [ F !  ����2U� /�6 ��%&' �0!  -  HB!&2 2POS��2U,�-3�NV M 50%&� F� ��2 %&�4��/�'C2U>.5  -T'C/1,32 ;0%65 F �0!#--3/E5  "0;0!&2  � -�5B2 ,32O%#� "0/E2N!&2��  " - F 5  ,  F -32U,3%6�  -3%&/�" /�6 -�5B27'C%&"0%&'  OE,32�1,32U-�V 
O2UJ N2U,�-3502N!&2N���U<��B��%&"�� ��%&'A�B!&2@��-�,�� F -3��,  !��0,3/1�+2U,�-3%&2N�N<:>=2  ,32  HB!&2T-3/ ;B2 ,3%#J�24'  - F 50%&"�����0�+2U,  "0; !&/ >=2 ,EH�/��B"0;0�T68/1, ��/�'C2 %&":-�2U,32N��-�%&"�� F !  ����2U�E/�6 2POI�+2U,�-3�E��� F 5  �T-3502F !  ���7/�6 !&%&"02  ,O68/1,�2 F� ��-�2U,3�./1,7-3502 F !  ���7/�6 	  , � / JL68/1,32 F� ��-32U,3�UV* %&"  !#!#9�<7>=2 ,32N'  , � -35  -�-3502  H ��/�!&��-32 !&/���� ��2U,�J�2N�  �  �0,3/1-3/1-K9:�+2 68/1, 
J  ,3%&2 - 9 /�6+��%#-��  -3%&/�"0�NV Q�"A�  ,�-3% F �0!  ,N< '  ":9 /�6�-3502O,32U���0!#-3� ��5B/?>@"C%#"A-350%&� ��2 F -3%&/�"��2N"02U,  !&%3�N2G< %&"  ��-�,  %3��5 -368/1,�>  ,3; >  9�<B-3/A-3502 2POS��2 F -32N; !&/����.%&"�-3502 �0,3/1HB!&2N' /�6,  "B;0/�'C%3�U2N;C�B,�2N;0% F -3%&/�"�%&" -�,3/:;B� F 2U;L%&" �Q5  �B-�2U, � V M /I/ ��2N2E50/ > � �0��-7"0/1-32T-35  --3502  HB��/�!&��-32.!#/���� '  9 H+2@%&" -32U,��0,32 -32N;  � -3502@2POS��2 F -32N;CJ  !&�02./�6�-�5B2OH %#"  ,�9 !&/����
^ {It 	=yt} >@502N" yt � {0, 1}

 "0; -3502=68/1,32 F� ��-32U, (�� �0,32N;0% F -3%&/�" It %&� F 5B/���2N"A6&,3/�' {0, 1},  "B;0/�'C!#9 GFNF /1,�;B%#"�� -3/ -3502 ;0%&��-�,3%#HB��-3%&/�" (1− �pt, �pt) V
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M 502�����,��+/���2 /�6 -350%	�
��2 F -�%&/�"R%	�Q-3/��0,32���2U":-�<0%&"�-3502 F� ��2E/�6���%#'����  -  H��&2.2PO��+2U,�-��N< 68/1,32 F� ��-32U, -35  - %�� /��0-3%&'  � %	� -3502���2�����2 -�5  - % - 'C%	�0%&'C%6�N2��N<  'C/����  �	� 68/1,32PNF� ��-32U,��U<0-�5B24>=/1,���- N F� ��2 ,32��1,�2U-
�����

yn ' {0,1}n

*
�L(yn) − 'C%	�

f ')+ Lf(y
n) - ,

-35  -7%	�U<
�����

yn ' {0,1}n

*
�L(yn) − 'C%	�

f ')+ Lf(y
n) - = Vn( � ) .

� 2N68/1,�2 ;02�� F ,3%#HB%	��� -�5B2 /��0-3%&'  �.68/1,32 F� ��-32U,N<@>=2��0/1-32�-35  -N<���%	� F 2 -3502 2PO���2U,�-�� ,�2���%#'����  -  H��&21<:-�5B2E68/1,32 F� ��-32U,@'  9 F� � F ���  -�24-�5B2��&/����7/�6 2 GF 5�2PO��+2U,�-.68/1,  � 9
�  ,�-�% F ���  ,)/���- F /�'C2���2���02�� F 21V Q����  ,�-3% F ���  ,�<G68/1,  �	� yn � {0, 1}n <1-3502Q68/1,32 F� ��-32U,'  9 F /�' ����-32T%	�06 f ')+ Lf(y

n) V
� 2 ;02U-32 ,3'C%	�02 -3502 /��B-�%&'  �P68/1,32 F� ��-32U, � H GF � >  ,�;�� � <!��-  ,�-3%	���A>@%#-�5 �pn <+-3502

�0,32N;0% F -3%&/��  -O-3%#'C2 n V � �����0'C2T-35  -7-3502/"0,���- n− 1 /��0- F /�'C2�� yn−1 5  J�2EH+2N2��,32 J�2  �&2N;  �0; >=2=>  �:- -3/4;02U-32 ,3'C%	�021<1/��0-3%&'  �	�#9�<�-3502��0,32N;0% F -3%#/�� �pn = �pn(yn−1) V� %	� F 2O/���,���/  �B%	� -�/ 'C%	�0%&'C%3�N2 -3502O>=/1,���- N F� ��2.,32��1,32 -�<:>=2"�B2U2N;C-3/ ;02U-32U,�'C%	�02 �pn-3/ 'C%	�0%&'C%3�N2
'  O { �L(yn−1) + `( �pn, 0) − %	�06

f ',+ Lf(y
n−10),

�L(yn−1) + `( �pn, 1) − %��B6
f ')+ Lf(y

n−11)
}

>.5B2 ,32 yn−10 ;B2#�B/1-�2��Q-3502$��-�,3%	��� /�6 n H % -�� >@50/���2$"0,���- n− 1 H % -��  ,32 yn−1
 �B;-3502$�  ��-=HB%#-7%	� 0 V 	 %	�0%&'C%3�N%	��� -�5B%�� �%�  �:-3% - 9�%��O2��%�0%#J  �&2��:-=-3/ 'C%	�0%&'C%3�N%����

'  O { �pn − %	�06
f ',+ Lf(y

n−10), 1− �pn − %	�06
f ',+ Lf(y

n−11)
}

�&�&2  ,��#9�<S%&6P>=2E>O,3%#-32 An(yn) = − %	�06 f ')+ Lf(y
n) -3502�� -350%	�=%	� GF 5B%#2UJ�2N;RH:9

�pn =






0 %#6 An(yn−10) > An(yn−11) + 1

1 %#6 An(yn−10) + 1 < An(yn−11)

An(yn−11) −An(yn−10) + 1

2
/1-3502U,�>@%	��2GV

� F ,�� F %  � /1H'��2U,�J  -3%&/�� %	�T-35  -4-350%	�42PO��0,32��(��%&/�� /�6 �pn ;0/I2��$�0/1- ;02#��2��0; /�� -3502
�0,32UJI%&/����)�0,32U;B% F -3%&/���� �p1, . . . , �pn−1 V�_T2#"��B2
An−1(y

n−1) *�+-,= .0/��
pn
' [0,1]

.  O
{
pn − /	�06

f ',+ Lf(y
n−10), 1− pn − /	�06

f ',+ Lf(y
n−11)

}
.

� 3 �



M 5�/	�
.  9CH�2E,32 >.,�/#-�-32��  �
An−1(y

n−1) = .0/	�
pn
' [0,1]

.  O {pn +An(yn−10), 1− pn +An(yn−11)
}
.

� /�6  , >=2 5  J�2 F� � F ���  -32U; -3502A/��0-�/	.  � �0,32N;�/ F -�/&/��  - -�5B20�  ��- -�/	.C2�/�����-  � F 2
�pn V 
O2POI- >=2O;02U-32U,�.0/��B2=/��0-�/	.  �	�#9��pn−1 <  ������.0/	���E-�5  -  - -�/�.C2 n -�5B2O/��0-�/	.  �
�0,32N;�/ F -�/&/�� /	�"����2U;PV�_T2U-32U,�.0/	��/	��� �pn−1 /	�

F �&2  ,��#9�2��%��/#J  �&2��:-=-3/�.0/	��/	.0/3��/����
.  O { �L(yn−2) + `( �pn−1, 0) +An−1(y

n−20),

�L(yn−2) + `( �pn−1, 1) +An−1(y
n−21)

}

/1,�<02��%��/#J  �&2��:-��#9�<I-3/�.0/	��/	.0/3��/����
.  O { �pn−1 +An−1(y

n−20); 1− �pn−1 +An−1(y
n−21)

}
.

M 502���/����0-�/&/�� /��N<  �7H�2N68/1,321<

�pn−1 =






0 /&6 An−1(y
n−20) > An−1(y

n−21) + 1

1 /&6 An−1(y
n−20) + 1 < An−1(y

n−21)

An−1(y
n−21) −An−1(y

n−20) + 1

2
/1-3502U,�>�/	��21V

M 502$�0,3/ F 2N;���,32�.  9CH+2 F /��:-�/	���02N; /	�L-3502��  .C2T>  9 ��� -�/	��>=2E;B2 -32U,�.0/	�02 �p1 V* /1,�.  �	� 9�<���/#J�2��  F �  �(��� /�6E2PO���2U,�-��  �0;  �+/���/#-�/#J�2 /	� -32���2U, n <  68/1,32PNF� ��-32U,@>.50/���2 >=/1,���- N F� ��2 ,32��1,�2U-@2��%�  �	� Vn( � ) /	�.;02U-32 ,�.0/	�02N;LH:9R-3502 68/����&/ >�/	���,32 F ��,���/&/�� V

� 3 ]



	 Q�
�Q 	 � � ��� M Q 	 �  * � � � � � � M � � * � � M � � � � � �  � M � � � �
� � � � � ,('-,	���� �&�  �(��� /�6���/	.����  -  H��&2O2PO��+2 ,�-��NV

3 V Z Q���/#-�/  �	/3�  -�/&/�� V [ An(yn) = − /	�06 f ')+ Lf(y
n)

\ V Z �72 F ��,�,32#� F 21V [ * /1, t = n, n− 1, . . . , 1 <
At−1(y

t−1) = .0/	�
p ' [0,1]

.  O {p+At(y
t−10), 1− p+At(y

t−11)
}
.

 �0;

�pt =






0 /&6 At(y
t−10)

> At(y
t−11) + 1 ;

1 /&6 At(y
t−10) + 1

< At(y
t−11) ;

At(y
t−11) −At(y

t−10) + 1

2
/1-�5B2 ,�> /	��21V


O/1-324-35  -=-3502E,32 F ��,�,32�� F 2 68/1, At .
 9  �	��/ H+24>.,�/#-�-32��  �

At−1(y
t−1) =






At(y
t−10) /&6 At(y

t−10) > At(y
t−11) + 1

At(y
t−11) /&6 At(y

t−10) + 1 < At(y
t−11)

At(y
t−11) +At(y

t−10) + 1

2
/1-3502U,�> /���21V Z ] V 3 [

M 502  �3��/1,�/ -35�. 68/1, F� � F ���  -�/	��� -�5B2 /��B-�/	.  � 68/1,32 F� ��-32U, 5  �  � /	. �+/1,�-  �:-TH:9 N
�0,3/:;�� F - � -3502 J  �	�02 A0 /�6 -3502
�%�  �:-�/ - 9 At−1(y

t−1)
 -.-3502 �  ��-"��-32#� Z

t = 1 [ /�6-35024,32 F ��,�,�2�� F 2 F �#2  ,��#9"��/ J�2��
A0 = .  O

yn

{
n∑

t=1

`( �pt, yt) +An(yn)

}

= Vn( � ) .

M 5����N< -�5B2 �  .C2  �6��/1,�/#-35�.  �	��/ F� � F ���  -32#�O-3502 .0/	��/	.  ��>=/1,���- N F� ��2 ,32�1,32U-�V)Q��-3502$�02POS-"��2 F -�/&/��R>=24> /	�	� ��2N2 ��/�.C2�����2N6-��� F /�����2��%�B2#� F 2��@/�6)-�5�/��O6 GF -�V

� 3 *



� ��� � $ ( $&-0! � � � ��� $ )
Q�� -�5�/�� ��2 F -�/&/�� >=2 68/ F ���L/��0,  -�-32#�:-�/&/�� /�� ��-  -�/ F 2PO��+2 ,�-��NV �72 F� ���4-�5  -  �2PO��+2U,�- f /	� F� �	�&2U; ��-  -�/ F /&6 68/1,  ��� t = 1, 2, . . .

 �0; yt−1 � {0, 1}t−1 < ft(yt−1) =

ft � [0, 1] V Q���/1-3502U,@>=/1,3;��N<'��-  -�/ F 2PO��+2U,�-��&('�0,32N;�/ F -�/&/����.;0/ �0/1-T;02#�+2#�B;�/���-3502
�  ��- /��0- F /�.C2�� � -3502U9  ,32 " O�2U; /	�  ;�J  � F 21V * /1, 2 O  . ���&21<)-3502A2PO���2U,�- >@5�/ F 5
�0,32N;�/ F -��  �#>  9�� 0 ,32�  ,3;��&2���� /�6 -3502 �  ��- /���- F /�.C2#� /	����-  -�/ F < H���- -3502A2PO��+2U,�->.5B/���2��0,32N;�/ F -�/#/��0/	� -3502  J�2U,  ��2T/�6  �	���0,32UJ�/#/����(�#9 ��2N2��R/���- F /�.C2���/	���0/1-&��-  -�/ F V

M 5B2��02POS-���/	. ���&2@-32 F 5���/ F� � ,32��(��� -.5  �"��/�.C2��(�0,(�B,�/	��/	��� F /�����2����02�� F 2#�NV M 502
��/�. �'�#2 /	�0;�� F -�/#J�2 �B,�/I/�6 /��)�#2N6&-  �  �R2PO�2U, F /	��21V
� ,�� ��� � � ��� 	�� � # 	V� ! �<� # �������<���;��,H��
�
D�QBU
�������G�V	&%>�(	�>�1
 E ����	 ! BL�4� ��,6,
t = 1, . . . , n

� !  yt−1 � {0, 1}t−1 �
���At(y

t−11) −At(y
t−10)

��� � 1 .

M 5�/	�
�&2�.0.  /	. ���	/#2�� -3502E68/��	�&/?> /	�����32��(��� -�V
��� , ��F, � � ����� B � ��
U�3��, ��

U�QB.
���������J	&%>�(	��>�1
 � �1��	 !

Vn( � ) =
n

2
−
1

2n

∑

yn ' {0,1}n

/	�06
f ',+ Lf(y

n) .

WYX[Z\Z
	 ]  2�.0.  ] V 3  �0; Z ] V 3 [ /	. ���#9��35  �O68/�  �	� t = 1, . . . , n <
At−1(y

t−1) =
At(y

t−11) +At(y
t−10) + 1

2
.

� �����#9�/	������5�/��72���  ��/&/����32 F �����(/#J�2��#9�<�>=2E/1H��  /	�
A0 =

1

2n

∑

yn ' {0,1}n

An(yn) +
n

2
.

�72 F� �	��/	������5  � Vn( � ) = A0

 �0; An(yn) = − /	�06 f ',+ Lf(y
n) >=2 F /�� F �	�0;B2��3502

���3/:/�6 V 2

M / ���0;02������  �B;�H+2����32����3502@H+2U5  J�/&/�Q/�6��3502@J  �	�02 Vn( � ) /��&/	�  ;�J  ���  ��2N/����
�3/���2N68/��.����  �32��3502@/1H��  /	�02N;C2PO����32�����/#/��PV �72 F� �	���35  ��< ��/	� F 2@2 O��+2������  �32 ���  ��/ F <2  F 5 2PO��+2���� f /	���32 ����2���2����32N; HI9  J�2 F �3/� (f1, . . . , fn) � [0, 1]n >@502��32 ft /����3502
���32N;�/ F ��/&/��C/�6P2PO��+2���� f  ����/	.C2 t V � /	� F 2 `(ft, y) = |ft − y| < Lf(y

n) =
∑n

t=1 |ft −

� 3 �



yt| V � �	��/�< ��5B2  J�2��  ��2 /?J�2��  �	�!�+/�����/#H��#2 /���� F /�.C2 ��2����02�� F 2��  ���+2  ��/	��� /	� �35022PO����32�����/#/�� /�6 Vn( � ) .  9 H+2 ���32  �32N;  �  � 2PO��+2 F �32N; J  �	�021V M / �35�/	��2��0; <
/	�����3/:;�� F 2
/�V /�V ; V���9�.0.C2�����/ F � 2����0/����	�	/ �  �0;B/�. J  ��/  H'�#2�� Y1, . . . , Yn

Z / V 21V < � [Yt =

0] =
�
[Yt = 1] = 1/2 [ V M 502�� <�HI9 M 502N/�32�. ] V 3 <

Vn( � ) =
n

2
−

� � �
/	�06
f ',+ n∑

t=1

|ft − Yt|��
=

� � �
�����
f ')+

n∑

t=1

�
1

2
− |ft − Yt| � ��

=
� � �
�����
f ')+

n∑

t=1

�
1

2
− ft � σt �� �����
	��

���� � � σt = 1− 2Yt

 � � /�� /������ � � � � � � � @ ��: �  ������.��  ��/ �� � � ����/�� � ���  /�� � � [σt =

1] =
�
[σt = −1] = 1/2 ��� M � ��� � Vn( � ) �"! �  ��� n ��/	. � � � ��� � � � � � � � @ ��:

��� ��: � = �
Rn(A) =

� � �
�(���
a ' A 1n

n∑

i=1

σiai ��
 �(�#��$�/  � � ���%� � ��� � � � A ��&'� � $��%�������& � ��� &(���.

a = (a1, . . . , an) = (1/2− f1, . . . , 1/2− fn)  /�� � f � �)�
�  � � .  $ ��� �  � � � +* � �  � � � � ��%��� * � ��, ��������/ � �-� � � � $�����/	�����%� �'�� /	�	/���, � ��� ��.,/� ��� � � /��  /	�	� ��� ��� ��� � ��� �� �	/	� � ��/ * � � ����� � �  ��� �0� 1� � � ���������2��� Vn( � ) &(��3�  � N
/0�����4$��  �(� � �5��& ���  ��/0$ � O�� � ������/�� � � $���/0���6���
7�� � ��. � �' �(/0$���������$������  �����#��� � ����/ � ���& �  � � .  $ ��� �  � � � +* � �  � � ����.0.  ��/�8 � � /	� � � $���/0��� 3 	�� 3 � * /	� � ��� � ��� � ����/:O9�
�;:=< > ?9@ 
 �BADCEC �GF 
 �BADC
� � $"������/0� � �  �(/	. ��� �1� O  . ��� � �%��/	�	�	�������  � � � ��� ��� +* � ��& � ��� &(���.����  �=���H	���� Q��� � $���/0���I���
7 1� � � �  /	� * � � � �  � ����� � �  ��� �0� 1� � � ���������J&(�� Vn( � )

�' � � �K���
� ��� �  . � $ �  �  $�� � ��/08  ��/0��� /	� � � ��.0�L��& �  � � .  $ ��� �  � � � �* � �"�

�M�����(/0� � � � ��� $  � �N���� � � /	� � ��� $��  ���6��&  �	��O=$"�������  ���.P � O�� � ����� � � �  �
/	� � � ��� $��  ���;��&  �	� ���  ��/�$ � O�� � �����"� �  �  . � � � ��/08 � � � , q � [0, 1] �Q��&�� ��� &(���.
fq = (q, . . . , q) � M � ��� �  $ �R� O�� � ��� ��� � ��/0$���� � ��� �  . � ����. � � � � � �%��� * � �����
� ��� n �%���������"� M ��� "������ � � /�� * 1� �����/0$ � /	� � �  ��� ��� $��  ��� � /	��� ��� $"���S� � O� �����L��& � ��� �  �TO � O ��� � . � P ���  ��/�$ � O�� � ����� f(1) U 0

 ��� f(2) U 1 � � /	��$ � � ���
� 	 %



�  � � .  $ ��� �  � � � +* � ��& � ��� $"��� � � O � ���	� ��&  � � � �"! �  �	� � �  �J��& � ��� � � �$/���� � �0&��� �"� � � $���/0��� � 	�� � � * &(���� ��� �  ��/0$ ���%��� � ����/ � � ��& �  � � .  $ ��� �  � � � +* � � �D��� ���
/0� � ����/���, �����
	���/	. ���	/ � � � �  � Vn( � ) = Vn( � 0)

���� � � � 0 $"�����  /	��� � ��� �  � � O=N
��� � . � � O�� � �����"�M��� � � .  ,  �	�#� �  ��/	��,�� �"� � �  � &(��  � , � �"! � � ��$ � yn ��& �����%$ ��. � �
� ��� � O�� � ��� .0/	��/	.0/08#/	� * � ��� $���.����  ��/�� � �0���(� Lf(y

n) � � � � � ��� $��  ����� /	����� � ��&
� ��� �  � � O ��� � . � � O�� � �����"�H� M � ���"� /�� �(��� $ � � �#� "���� � ��������� &(�� Vn( � 0) � M �
� � /	� � ��� � � $  �	��� �  �"� � , M ��� �� � . � �
	��

Vn( � 0) � V(2)
n �

�
n �	� 2
2

�
0.5887

�
n .


 � O � 1� $"�������  ��� � � /	� � �������  / � � � ���������3� � �  /	� � � ��/�� � $�����,$����/	� * �����H	���� � /	��$ �
f
(1)
t = 0

 ��� f(2)
t = 1 &(��  �	� t �

Vn( � 0) =
1

2

� � �
.  O
{

n∑

t=1

σt,

n∑

t=1

−σt

}�� =
1

2

� ������

n∑

t=1

σt

������ .

� �(/	� * � ��� �  ��$ � , N � $ �S  �%8 /	� �"! �  �	/���,/� 1� .  , �  ��/���, � ������� � � /	� ! �  � ��/���,& �%��. �� � � �  ��&(�����0�  � �
Vn( � 0) =

1

2

� ������

n∑

t=1

σt

������ �
1

2

����� � � �
n∑

t=1

σt

�� 2

=

�
n

2
.

� � � � �#� � � �  � � � /	� � ������� �  � � ��� �  . � ��%� � �B��&$. +* ��/������ �  � � ��� � �������� � �  /�� � � � , M ��� �� � . � �H	�� � ����/ � �  �  ���	/ * � ����, � � ��� � ��$"�������  ��� �
� � .  ,-� � �  /	�  ��/	.0/	�  ���0� 1� � � �������  �  � �  � ,K$"����� � ! � � ��$ � ��& � � /	�KN$ � /	� � ( �)/	� �"! �  �	/���,  � /0$ �61� � � $  �	� ��� � � ��� �"� � ��� � ��� � ����/:O6&(��  ���#����&.���

�	��� ��� � ����
����� 
�� ��� 
�� 
�� � 
�������� � ��� � ]�� � 	��
a1, . . . , an # 	V��	���, ! 5 ) # 	�>
 �� !  ,8	�� σ1, . . . , σn # 	K� E � E  E � �  	�) �[����	�K��� !  �4) @?�<���G� # ,H	�
 E ����	 !

� ������

n∑

i=1

aiσi

��������
1�
2

����� n∑

i=1

a2
i .

� ������,�/	� *  � .0.  ���
	 �#� �����"���%� � � � . 1� � � �  /	��� ��� ��� 1� � � �������
Vn( � 0) �

�
n

8
.

� 	 �



� ��.0.  ��/�8�/	� * � ��� ����� � �  ��� ��� 1� � � ���������"� &(�� � � � �#, n 1� �  � �
0.3535 � Vn( � 0)�

n
� 0.5 .

� �� ���  . ��� � ��&(�� n = 100 � ��� � ����� /������  ��� � ��/0$���/���� �����  � � * ,�����$ � � �  �5&(��  � ,
� � ! � � ��$ � y1, . . . , y100 � ��� �%��  �!�0�����)/	�"����". �� � � �  � � �  ����& � ��� � � ��� ��� � � ���
���	��� 5 � � ��� &(��  �S, ��� � ��/0$���/0��� �����  � � * , � ��� � �G��� /	�����  � �"! � � ��$ � y1, . . . , y100

����$ � � �  � � ��� ��� $ � ���J$���.����  ��/�� � � ���%���/��  � � �  ��� 3.5 ��� ��� ���  $��  �.,�. ���%���/0$�  �	� � /	�  �	�.� �  �., �%� $  �0$#���  � � � Vn( � 0)/
�
n → 1/

�
2π

�
0.3989 � � �"� � ������ � �%$�/�� � � ���

�;:�� �
	����� ? ��	���� A F ?�? C ? 	�� ?�� F ��@ � C � � C�� �2?
� ��� � /	�
� � $���/0��� 1� ��� � � ��� �� � . ��� �  ��� �.��. � � � ���������M& �#��. � ��� ��/�$ � � ��� ��#,B��&� . ��/���/0$  �����%��$ � ��� � � �%�;� � �  /	� ����� � �  ��� �0� 1� � � ���������M&(�� Vn( � ) &(�� * � � � �  �$��  ��� � � � ��& ���  ��/0$ ��� � � ����� �

� ��� �� � . ��� � $ �  �  $�� � ��/08 � �
� ��� .0/	��/	.  � � � * � � �  � � ��� �  � � .  $ ��� �  � � � +* �
Rn(A) ��& � ��� � � � A = 1/2 − � �  ��� � � 1/2 = (1/2, . . . , 1/2)

 ��� � ��� $��  ��� ���& ���  ��/0$ ��� � � ����� /	� ���  � � *  �%� � �  �  ��� � � � � ��& � n � � ,  ���#� $�/  ��/	� * ���%� �  $ �
���  ��/0$ ��� � � ��� f � � ��� � � $��#�� (f1, . . . , fn) � [0, 1]n ����� ��� � �  � � �  ��/0�����   ,�� ��&� ��������/	� * �  � � .  $ ��� �  � � � +* � �"����� � /�� � , ���(/	� * � ��� ��������$������  � ���#��� � ����/ � �
����.0.  ��/08 � � /�� � � $���/0��� � 	�� � ��� ��&�� ��� � ��� � ����/ � �  ���� ��� ��/	� /	� � � ��.0� ��&�� ���* � ��. � ����/0$  � ��������$������ � ��& � ��� � � � A ���3� /	�	�	�������  � � � ��� "������ . � � � ����� 1� $"������/0� � �
� ��� &(���	�0�  /	� * ���  . ��� � �
�����! #" � �%$ � � �M������/0� � ��� ��� $��  �(� � ��&"���  ��/0$ ��� � � ����� f = (f1, . . . , fn) ����$ �
� �  � ft = (1 + σ(bt))/2 &(��  � , � � $��%�� b = (b1, . . . , bn) �  ��/	�#&0,�/	� *'& b & 2 =∑n

t=1 b
2
t � λ2 &(��  $"�������  ��� λ > 0  ���

σ(x) =
ex − e−x

ex + e−x

/	� � ��� ���  ���  �%�NO ��/ * . ��/0� P &-����$���/����2� � �I�� ��� �  ��#��� � � $"�����  /	���  �	� ��� � � ������ � �  /�� � � � ,-O � ! �  � � /	� * P � ��� � � � . � � ��� ��&�� ��� ����/�� �' ��� ��&��  ��/	��� λ /	���%� � ���$�� � � [0, 1]n � � � ����/ ��/�� � ��,/� � ��� �  � * � � λ � � ��� . �� � $"��. ��� ��� � /	�  � /0$ � � � �����0�� � � � � � $�� � � /	� � ��� �  �	� � ��& Vn( � ) � 
 ��� � 1� � � ��/�� �  � ����� � � � ������� � �  �
� � � � $������ � /	� � �"�  ��/��� �)( ,*� ��� �� � . ��� � � Vn( � ) = nRn(A) ���� � � A /	��� ��� � � �

+ 	�	



��&Q� � $��#���� ��& � ��� &(���. a = (a1, . . . , an)  /�� � ai = σ(bi)/2
 /�� � ∑i b

2
i � λ2 �

( ,�� ��� $"��� ���  $���/0��� ����/	��$�/���� � ��� �"� � � $���/0��� � 	�� � ���/���
Rn(A) � 1

2n

� � �
�����

b : � b ��� λ

n∑

i=1

σibi �� =
λ

2n

� � �
�����

b : � b ��� 1

n∑

i=1

σibi ������ � �)1� ��� � � � ��� &  $�� � �  � σ /	���!/����#$ � /��%8  /�� � $"�������  � � 1 �����  � , � ����  ��$ � ,	� � $ �   �%8�/	� �"! �  ��/���, 1� �  � �
� � �

�����
b : � b ��� 1

n∑

i=1

σibi �� =
� ����� n∑

i=1

σ2
i =

�
n .


 � �  � � � � ����� � �  � � �  � Vn( � ) � λ � n/2 �  ��� � � /	� � ������� .  , � � � � �  �
�%� � � � ��� � ����/  ����, ��/ * � � ��� �"� � � � �%$�/	� � ��� � � �D�
�   , �%� $  ������� � � ��� * � ��. � ����/0$)��������$������ � ��& � ��� $��  �(�5��& ��� � � ����� � /	� �%� $"�����
��/�� � ��/������� � ��� ��������� ��� ��� � � � ��� $"� � � ��/	� * ����. � � ��� ����/��  � � � &(�� �����  �  ��,��(/	� � � � � "�� � �  � &(���	�0�  �"� � ��  �S, $��  ��� � ��& ���  ��/0$ ��� � � ����� � � � N2( � , r) � � � ���
.0/	��/	.���. $  �#��/��  �	/���, ��&  � � � � r ��&!���  ��/0$ ��� � � ����� � �9������/ � � ,�����  �	� � � �0��� * /	� *
�%� � ������$ � � �  �

&(��  �	� f � � � ��� � � ��� /	�����  g � � r ����$ � � �  � ����� n∑

t=1

(ft − gt)
2 � r .

� ��� &(���	�0�  /	� *�� ��������� � �  � � �  Vn( � ) .  , � � � ������� � � & �#��. �� � � � /���� � ��.0���& � ��� � � $ � � � ��/	� * ����. � � ��� �
��� � ��� �  $ ����� �4�J� ! �0��, ��

 � �QBR
���������J	&%>�(	�>�1
 �

Vn( � ) � 12
∫  n/2

0

� �	� N2( � , r)dr .
� ��� � � �(��� � /	�  �����  / * � �%&(��   �%� $"��#���	�  �#, ��& � ��� �� � . ��� � �"!�� �$# ��/	� * ( � /	����"! �  �	/���, ��� � .0.  � �H	����  ��� � ��� &(���	���  /	� * $��  �(��/0$  � � � �������1��& � . ��/���/0$  �����%� $ � ���
� ��� ��.,/���'�����  � � � ��� � � ������� /	�  * � � � �  � &(���. � $ �����(/0� � �  &  .0/	��, {Tf : f � � } ��&8 � �%� . �  ���  ������. �  ��/ �� � � �)/���� ��� � � � ,  . � ����/0$ �(�  $ � ( � , ρ) �%� � � Nρ( � , r)� � ���� � � ��� $"� � � ��/	� * �%��. � � � ��&�� ��� . � ����/0$&�(�  $ � �  /�� � � � �(� � $�� �#� � ��� . � ����/�$
ρ � � ��� &  .0/	��, /	�L$  �	� � � � � � � � � � � � � � /	��� ��� . � ����/0$ ρ ���� � � � � ��'&

eλ(Tf−Tg) ( � eλ2ρ(f,g)2/2

+ 	 +



� ���0��� &(��  � , f, g � �  ��� λ > 0 ��� ��� &  .0/	��, /�� $  ��� � � � ����� � � ��� � � ��� � � � �
/0&J&(��  �S, � �"! � � ��$ � f(1), f(2), . . . � � $"��� � � � * /	� * �#� �.��. � f � �)� 1� �  � �
Tf(n) − Tf → 0

 ��. ����� ����� � ��,/� � ��� ���%� ��&9��& � ��� &(���	�0�  /	� * � � ��������/	� * /�� � � /	� � ���� ��� � ����/ � �
��� � ��� �  $ � � � B

{Tf : f � � }
��
0
�5 #�� �<5�

��G� ! � !  
I�<).� ,8	 ��� ! ��� ! 57�45�
3� !

�1��	.)+	������G�
ρ � �1��	 ! ��� �(���

f ')+ Tf � � 12 ∫D/2

0

� �	� Nρ( � , ε)dε
/ ��	�	

D
��
.�1��	  � �<)+	���	�D�QB � E

� ��4$"��. ��� � � � � � ���"�  ���  /�� � ����� ���%� ��&=� 1� . � ����/0���  �0� 1� � � ������� $"���� � �(�9�������
/	� * �%� � ��� �� � . ���H	���� ��$ � +*  /��2��� ��� /	� �"! �  �	/ � , /��  �����  / * � �%&(��   �%�K$"��#�����
�  �#, ��& � ��� �� � . ��� �  ���������  � �0� 1� � � ���������L&(�� � ���J��� � � $�� � � .  � /	.���. ��&
�  � � .  $ ��� �  � � � +* � �"�
��� � ��� �  $ �C� � 	�� � # 	�� ! �<� # �*�����<��� ��,H��
�
��QB.
�������G�D	&%>��	�>�1
J��� ! ���<� ! � ! � f� !  g 
�5\���2�1�����

ft = 0
� !  gt = 1

BI�4�:��,6,
t = 1, . . . , n

E � ��	 ! � �1��	�	�	&%���
��1
�D5 ! �*@?	�>
I��, ��� ! 
���� ! �
K > 0


�5\�� �1�����
Vn( � ) � K �����r r � �	� N2( � , r) .

� ��� � �������N��& � ��� �� � . ���
	0/	� ��& � � �T��& � ��� �  . � ��#� � � ��& . +* ��/������ �  � � �  ���& � ��� �� � . ���
	�� � �� ���  . ��� � � 1� � � & � � �%� � ��� ��� � �%$�/�� � �"�
� ��� .0/	��/	.  � � � * � � � Vn( � ) &(�� ���  ��/0$ ��� � � ����� /	� ��� ��� � ��� � �  � � ���1��� � � $�� � ��  �	� � ��&�� ��� �(����� � .���.���&  �  � � .  $ ��� � ���%��$ � ���"� � ��$ �6��� � � $�� � �B�  �	� � � �  � �� � � � ��������/ � �  ��� 1� ��� ����� � �����%��� � /	� � . ��/���/0$  �'���%��$ � ����� ��� ��#,/� � � &  $�� � � ��� ��� � .0�J��� +  ���-���
	  � � �(/	. ��� � � � ����/0�����J��&4$#�  ����/�$  � * � � � �  � � � �(��� ��� �������  �  �O _������ � , ( ��. � ����/0$ � � ���%����, � ������� P  ���TO � ���  �/� � ( � .0/�����  ��/0��� P �M��& � . �'/ ��/0$  �

���%� $ � ��� � ��� ��#,/� � ��� � �1��� /	��� . �� � . � � � ��� �%�����	�'&(�� � ��� �� �	/	� � /�� * � �  ��� � ���������&(�� ��� � � $��  ��/0����� ��& .  � /	.  ��& �  ������. ���%��$ � ��� � �"������$ �  � O . � ���/08�/	� * . �  �
����� � � P  ���TO * � � � ��/0$ $ �  /	��/	� * P%� � � � ��� � / � �	/0� * �  � � /0$ $"��.0. � � ��� 1� � ��/	� � � ���
/	��� � � � ��� � � � �  � � � �%� �#��. � ��& � ��� � � & � � � ��$ � �"�
�;:�� �
	����� ? ��	���� C  C�� FJA � A�F ?�? C ?
� ��� � ���������G��& � ��� ��� � ��/0����� � � $���/0�����  � � �  � � � ��� � ��� �� � . ��� � �  $ �  �  $ �
� � ��/08  ��/0���)��& Vn( � ) /�� � � ��.0�M��& ��� � � $�� � � ������� � .  ��& �  � � .  $ ��� �
���#��$ � �(� � �"�

+ 		



� ��&(��������  � � ��,/����� �(��$ � �#������/	�  �  /	� �� � � /	� � ��� * � � � �  ��$  � � � ���� ��� ���1��� � � �����
/	� � ��� $#�  ��� �  � � ���� ���  ��/0$ � � � /	� � � $���/0��� ��/	�#$#���(� � ���#��. � � � $ � ��/ ! � � ��� �  �
.  ,B$"��. � �%� � � �#$�� � �
 � � � * /	�  / � �  ��/�. �'� � � ���5� � �#, ��� � &-��� � �������6&(�� ��� � � ���1$��  �(� � � � �  �  � �
��� � � � ������&�O=$"��� � ��� � ���	��� P ��& � ������"���/ � � ��,0.  � , ��� � � ����� �
��� � ��� �  $ � ���R

�5 )+	 �1�������1��	P��, ��

��QB�	&%>��	�>�1
 � 
A������
�� 	�
 �1��	 BL�<,6,8� / � ! ����1��	��	K	&%��*
�

N
	&%>��	�>�1


f(1), . . . , f(N) � ! �<� ! 	���	

I�<����, �:� ! ��� 
�5\��D�1����� BI�4�P��,6,
f � � �1��	�	 	&%<��
� ��� ! @O	&%S����	
	 ����	 ! �1


q1, . . . , qN � 0
/ ���1� ∑N

j=1 qj = 1

�5\���

�1�����
ft(y

t−1) =
∑N

j=1 qjf
(j)
t (yt−1)

BL�4�3��,6,
t = 1, . . . , n

� !  yt−1 � {0, 1}t−1
E

����	 !
Vn( � ) � � (n/2) ��� N.

WYX[Z\Z
	 ] � ��� � � ,����#��� � ����,�/	� � �  � &(��  �S, � /�� � �"! � � ��$ � yn � {0, 1}n
 ��� ��� � � ���

f =
∑N

j=1 qjf
(j) � � � ��� � � ��� /	�����  � ��� � � ���  . ��� * f(1), . . . , f(N) �� ��� � �����������

yn /��"����)�  � * � ��� �  ��� �  �L��& f � �'��� �"� � � /	�)���� � � �  �
Lf(y

n) =

n∑

t=1

|ft(y
t−1) − yt|

=

n∑

t=1

������

N∑

j=1

qjf
(j)
t (yt−1) − yt

������

=

n∑

t=1

N∑

j=1

qj

��� f(j)t (yt−1) − yt

���

=

N∑

j=1

qj

n∑

t=1

��� f(j)t (yt−1) − yt

���

=

N∑

j=1

qjLf(j)(yn)

� .0/	�
j=1,...,N

Lf(j)(yn) .

� � ���"��&(��  �	� yn � {0, 1}n �!/	��& f ',+ Lf(y
y) � .0/	� j=1,...,N Lf(j)(yn) � � � /	��/	. ���	/ � �

� �  ��/0& �p /	� � ��� ��� �9��� � � ��/  �	��, 1� / * � � � �  � � � +* � &(�� � $  ��� � � �' � � �)����� ��� "���/ � �$��  ��� f(1), . . . , f(N) ��� ��� ��� � , � ��� �� � . � �H	��
�L(yn) − /	��&

f ')+ Lf(y
y) � �L(yn) − .0/	�

j=1,...,N
Lf(j)(yn) �

�
n ��� N
2

+ 	�7



�� /�$ � $"��. ��� � � � ��� ��� ���%����&=� 2


 � ���  � � ��/ �  �  � �' �(/0$ ���  . ��� � �"�
�����! #" � �%$ � � ��� ��� � � X ��� W � X � � ] � � �  "������ ���  . ��� � � $"������/0� � � � ��� $#�  ��� � k��& k � � � ��%� � �  ���#�� � * � � �(��/�� � ��/	� �  � ��� � � �����"�  ��� � � k � 2 /��  " � � � �9����/ ��/�� �
/	��� � * � �"� � � �  $ � ��� � ��/�$���/0��� ��&  � ��� � � ��� f � �

k /	��� � � � ��.0/	� � � � , � ��� �  ��� k� /���� � � � � �#� � �2� 1�  ���  �  � � /����  �., ��� � " � y−k+1, . . . , y0 �%� � ��� � �"! � � ��$ � yn

�%� � � ��� � ��/0$�� � ��� 
 � ��� � yn
1−k �%�;� � ���� � � ��� � � ��������/	� * � �"! � � ��$ � ��& n+ k

� /����"�
� ��� $��  ��� � k $ ��� �  /����  ��� ��� � � ����� f �(��$ � � �  �

ft(y
t−1
1−k) =

k∑

i=1

qi yt−i

&(��$�#��. � q1, . . . , qk � 0  /�� � ∑k
i=1 qi = 1 � � �-�� ��� �  ��%���"�  � ��� � � ����/	� � k

��� � ��/0$����  $"$"��%��/	� * �%�  $ ��� � ��� $"��. � /	�  ��/0��� ��&�� ��� k . ����� � � $ � � � �����%$"��. � � /	�
� ��� � � ! � � ��$ � � � ��� � ��� /���, ��& � ��� $"� � � $�/ � ����� qi

 ������� � � � �  � ft(yt−1
1−k) � [0, 1] �� $"$"��#��/�� * � ,/� &(����(��$ � ��� � � ������� ��� �  ��� � Vn( � ) /	� � � �=� � "�� � � � ,

Vn( � ) = /	��& .  �
yn

1−k
' {0,1}n+k

*
�L(yn

1−k) − /	��&
f ')+ Lf(y

n
1−k) -���� � �

�L(yn
1−k) =

n∑

t=1

��� �pt(y
t−1
1−k) − yt

���

 ��� Lf(y
n
1−k) /	�L� � "�� � � ��/	.0/��  ����,/�

� ���
� � � ����� $���� � �4�D��,6, �(�<
��*���*@O	P� ! ��	 � 	�>
 n � !  k � 2 �
Vn(

�
k) �

�
n �	� k
2

.

WYX[Z\Z
	 ] � ��� ���  � � . � � �
/	�  ��/�� � $���$ ����� �"! � � ��$ � ��& � ��� �� � . ���
7�/0& 1� � � � � �#� �
� �  � � k /	� � ��� $"��� � ��� � ���	� ��&�� ��� k ��� � � ����� f(1), . . . , f(k) � � "�� � � � , f(i)t (yt−1) =

yt−i � i = 1, . . . , k � 2

�����! #" � �%$ � � �
	 � X � Z�� 	4Z\X � ��� � � � X � ] � � ��  �  � � /����  �., k � 1 � 1� $"�����
��/�� � � � ��� $��  ���� k ��& k � � � ��%� � ���  � �/� � ��� � � ����� � � "�� � �  � &(���	�0�  �"�'� ���$��  ���� k /	�$/	��� ��� � � � , � ��� � � � [0, 1]2

k �.� � �  � � ��� /	��� ��� ��&  � , f �� k /	�
+ 	 �



� ��� � � $��%�� α = (α0, α1, . . . , α2k−1)
 /�� � αs � [0, 1] &(�� 0 � s < 2k � � & f �  �

/	��� ��� α � ��� � ft(yt−1
−k+1) = αs &(��  �	� 1 � t � n  ��� &(��  �	� yt−1

−k+1 � {0, 1}t+k−1 ����� � � s �  � � /	�  �#, ��� �  ����/0��� yt−k, . . . , yt−1 ��� � �  $ � ��� � ��/0$���/0���I��&  k � � ���%� � � �  � �/� � ��� � � ����/	� � � � � ��.0/	� � � � , � ��� �  ��� k � /���� � � � � �#� � ��� 1�  ��� 
��� � " � y−k+1, . . . , y0 �#� � ��� � � ! � � ��$ � �%� ��� � ��/0$�� /	� � ��� �  . �G  , 1� ��/0� /	�
� ��� ��� � ��/������ ���  . ��� � &(�� � ���  ���%�� � * � � ���(/�� � ��� � � �����"� � � ��� � � ��� &-����$���/0��� ft
/	� ���  � � "�� � � � � � ��� ��� � � � {0, 1}t+k−1 � ����$ � . �� � � � ��� �� � . ���H7�/	.0. � ��/  � � ��,
/	. ���	/ � �  � �������)&(�� Vn(  k) �
� ���
� � � ����� $������ �4�D� ! � ���<
������6@O	P� ! ��	 � 	��>
 n � !  k � 2 �

Vn(  k) �
�
2kn �	� 2
2

.

� ��� � 1� ������� , � �  ��� � $  � � � ��/ � � ��� 1� � � ���������Q&(�� Vn( � ) &(�� * � � � �  � $��  ��� � ���& ��� � � �����"� � � � � � � ��� * � � ��� �� � . ��� � $  ������ � � * � � � �  �	/08 � � �%�  � � /����  �.,$��  ��� � �L��& ��� � � �����"��/����  �  �0� * � � .  /���������� �  �  � /�� � ! �  �	/���,/�
��� � ��� �  $ ����� �4�J� ! �0��, ��

:�QB�	 %>�(	�>�1
 �J�

Vn( � ) �
� � �
�����
f ',+

n∑

t=1

�
1

2
− ft(Y

t−1) � (1− 2Yt) ��
/ ��	�	

Y1, . . . , Yn

�<��	K� !  	G�(	 !  	 ! ��� 	� ! �45�,*,C� (1/2)
��� !  �4) @?�<��� � # ,8	
 �

WYX[Z\Z
	 ] � ��  � ,���� � ��/0$���/0��� �����  � � * ,/��/0& Yt /	�
 ( � ���������	��/ (1/2) �  ������. �  ��/ �� � �

� ��� � �
| �pt(y

t−1) − Yt| = 1/2 &(�� �  $ � yt−1 � ! � ��$ �
Vn( � ) � .  �

yn ' {0,1}n

*
�L(yn) − /	��&

f ')+ Lf(y
n) -

�
���
�L(Yn) − /	��&

f ',+ Lf(Y
n) �

=
n

2
−

�	� /	��&
f ')+ Lf(Y

n) �
=

� � �
�����
f ',+

n∑

t=1

�
1

2
− ft(Y

t−1) � (1− 2Yt) �� . 2


 � � � . ���������  � � � �  �#� ��� � � � /	�$/	� �"! �  ��/���,T&(���� ��� ���  . ��� � ��&�� ��� $��  ��� ��&
�	/�� �  � &(�� � $  ��� � ��� � � �#$���/ � � � �� � � � � � �I&  $�� � � ��� &(�����0�  /	� * � � ������� � � �  � � �  �
� ��� � ������� ��& � ��%���	�  �#,6��� + /	�  �.,�. ���#���/0$  ����, ������/�.  ���

+ 	��



� ���
� � � ����� $�� �
�	/�. /	��&

k→∞
��/	. /���&
n→∞

Vn(
�

k)�
n �	� k =

1�
2
.

WYX[Z\Z
	 ]	
 � ������,���� � �%$ � � ��� ���%� ��&=� � ��� � � �  /	�	�  � � � � & � �%� � ��� � �  � � �  �  � �  �.,��� � �%$�/�� � �*( ,#� ��� �� � . ����� � /0& 1�  ��/�� � Zt = 1 − 2Yt &(�� t = −k + 1, . . . , n �
� ��� �

Vn(
�

k) �
1

2

� � �
�����
f '�� k

n∑

t=1

(1− 2ft(Y
t−1))Zt �� �

1

2

� � �
.  �

i=1,...,k

n∑

t=1

ZtZt−i �� .

� ��� ���#����& /	� ���  �(/	.0/	�  ���%� � ��� ���%����& ��&)� ��� �� � . 	��H� ��� � � � � .0.  � 	�� � � /	�
� ��� �"��� � ����/ � �  /�� � � ��� ��� $ � ����/������ �  � ��/	����� �  � ��&�� ��� ��%��/	�  �#, $ � �����  � �	/	.0/��
� ��� �� � . � 1� ��� � ;* � � � �  �	/�8  ��/0���6��& / � �#� .  ����/	� *  � � �"�� �����(/0� � ��� ��� k ��� � $��%�� Xn = (Xn,1, . . . , Xn,k) ��&'$"��. � ��� � � ���

Xn,i *�+ ,= 1�
n

n∑

t=1

ZtZt−i, i = 1, . . . , k.

( , � ��� O � �  . � � � 
 ���0� � � ��/0$ � P � ��� � �"! � � ��$ � ��& � � $��%���� {Xn} $ ��� � � � * � � /	���/	������/ � ����/0��� �%�  � � $��%�� �  ������. �  ��/ �� � � N = (N1, . . . , Nk) /0&  ���R������, /0&∑k
i=1 aiXn,i $"���S� � � * � �
/	�6��/	������/ � ����/0��� �%� ∑k

i=1 aiNi &(��  �	� �9�����(/ � � � $ � ��/0$ � �1��&
� ��� $"� � �G$�/ � � ��� a1, . . . , ak �)� � ���"��$"������/0� � �

k∑

i=1

aiXn,i =
1�
n

n∑

t=1

Zt

k∑

i=1

aiZt−i .

� �)/	� �  � ,��#��� � � � �  ��� ��� � �"! � � ��$ � ��&
�  ������. �  ��/  � � � � � nXn,i � n = 1, 2, . . . �&(���.0�  .  ����/	� *  � �  /�� � � � �(� � $�� �%� � ��� � � ! � � ��$ � ��& σ �  � * � � �  ��� t

* � � � �  � � �� , Z−k+1, . . . , Zt � � ����� ��� ��. �� � � � , � ��� .  ����/	� *  � � $ � �����  ���	/�.0/�� � ��� �� � . ��� � � �� � * ����!  �	�  ��� ! � , � ��� � 	 + � � ��� �� � . + �
	�� ��� ∑k
i=1 aiXn,i $"���S� � � * � �"/	� ��/	������/ � ���

��/����2�  � n → ∞ � �#�  8 � �%� � . �  � �����.  � �  ������. �  ��/ �� � �T /�� � �  ��/  ��$ �∑k
i=1 a

2
i � � ��� ��� � , � ��� � �  . � � � 
 ���0� � � ��/0$ � �  � n → ∞ � � ��� � � $��#�� Xn$"���S� � � * � � /	� ��/	������/ � ����/0��� �#� N = (N1, . . . , Nk) �  ��� � � N1, . . . , Nk

 � � /	��� � �
� � ��� � ��� ���  ���  �%�������.  ���  ������. �  ��/ �� � � �"� � ��� � � ���4��&�� ��� ���%����&�/	� /0� � ����/0$  �
�%� � �  ����& � � .0.  � 	�� � � /	� � ��� �"��� � ����/ � ��� $ � ����� �  �"!�� �$# ��/�� * ( �
/	� �"! �  �	/ � ,
� �"� �����%� � � � � ���  $ � � � , / ���  �  �0� * &(�� � ������� � � .  ����/	� *  � � ��/ # � � � ��$ � �"� � �"�
� ��� �� � . � 	��H� /	� � ��� ����� � ����/ � � 2

+ 	 �



�;: � � @�� A @ 	 � � F ��� @ � �'C�� F���� ?
� ��� &(�� � $  ��� � � ��� � � � ��� � � /	��� � $���/0���B���H	  ��� �  ��� /	� � � ��� * � � + � �� �  �	�#� * /�� � � � ������/	.  �  � * ���/�� � . &(���������� ��/	.����  �  � � � ��� � � ����� ��� �"� � ��� ��� � �%$#/	� � � �D� � ���&(���. ��&
	 � /	��$ � /�� � ( � /	� �"! �  �	/���, $#/�� � � ��� � � /	� ��� � �%����8  � � � � 	 � + � � � ��� ���%����&* /�� � � /�� � ��� ����� � ����/ � /	� ��� � �%� �!/������ �� ����� � 	 % ��� ��� ��� ���  . �'� � � � �#$���/ � � �
/	��� � $���/0��� ��� 	   � "������$��������/ � ��/	�-� � �  /	� � , � � � � � � � % �  ���   � * � � � �  ��/08 � �
��� � ���  � ��/  �	��, � , � � � � �"��� � � �  � �  ����$����.  � ��� ��� �

� ��� �� � . ��� + /	�  ��/	. ��� � � � ����/0���-��&�� ����� � , ( � . � ����/0$ � �����%����, � ������� ��� + � �
� ��� �� � . ��� 	 &(���	�0�  � & �%��.  � � ������� ��&������  �/� � � 	 �/	������ �"� � � ����� �  ��� �  �  �* �  ��� � � � 	 ��������� � �����  ����/	� * � ��� � �"�  ��/0�� ��& � ��� ��� � � $�� � ��.  � /	.���. ��& �  �������. ���%��$ � ��� � � ���(��$ �  ��� �����  � � .  $ ��� �&���%��$ � ����$ �  �  $�� � ��/�8�/	� * � ��� .0/	��/	.  �
� � * � � �;&(�� $��  �(� � � ��&)���  ��/�$ ��� � � �����"� �  � � � � �  �  $���/�� � �%����/0$G��&
���%� �'�� /	�	/���,
� ��� ��.,/�  ��� � ��� "������"/	. �9����  � � � � ��������� * � �' $ ���%��	1���	. � * ��%� � �
����. � ��& � ���� � ,6$"��������/ � ����/0�����  � � ��� � �#� � � ����/ ! � ������� � � % % ��� � /	��/ � � � 	 + � ��� �  � * �  ��� � 	 � � � �
 � � � $"��.0. � ��� � �  ��� ��� /�� � � � � ��� � � � �  � � �L$"������������� ��� � � $ � ��� � �  ����/0&-��� � � � ���& �  � +* �  ��� � 	 � % �2&(�� � ��� �  � � ���  ���  ��$ � � �

� ��� �  � �/� � ��� � � �����  ��� �  ��/�� * /	��� � $���/0��� ��� � 1� � � "������ $"������/0� � � � � � ,� � � � � � � � � �  � �  ����$����.  � ��� � � ��� �"�  �	�.� � � �  � ( /  ��$ � /  ��� �!� * ����/ � 7 + ����� � � � ��� �0� 1� � � ��������� ��&�� � $���/���� ��� �  ��� �  � � 
 � � � & � � �#� � 7 + �L&(�� . �� �
/	��&(���.  ��/0��� ��� ����� � �  ��� �0� 1� � � ���������1&(�� * � � � �  ��$��  �(� � ����& ��� � � �����"�
�;: � !#" C�� � @ ? C ?
$�%�� �'&�(*) �%$,+*- �  �0$����  � � V(1)

n � V(2)
1 � V(2)

2 �  ��� V(2)
3 � �  �0$����  � � V1( � ) � V2( � ) � ��� V3( � ) ���� � � $"�����  /	�����  � ��� � � �����/. f1,t = 0
 ��� f2,t = 1 &(��  �	� t �

$�%�� �'&�(*) �%$,+�� � �%� � � �����/��(���%� � � .
�����+ : | + |=N

Vn( � ) = V (N)
n .

$�%�� �'&�(*) �%$,+10 � �%� � � � � .0.  ��� � �32�4 �,576 � �%��$ �"� �  /�� �  �' $ �   �%� /�������$���/����2�
���  ����/	� *  /�� � t = n �98 /	���  �	/�8�/	� * � ��� � ������/ � � � � �"! � � ��$ � �G��& �����%$ ��. � ��/	� 
�%� �� � � � /��  �#, ��� �"� .  , ��� ���2�

+ 	 �



$�%�� �'&�(*) �%$,+�� ��� � � � .0.  ��� � �%� � � �  � �  ��/�& � /	�  $��  ���J��& ���  ��/0$ ��� � � �����
� ��� � � ��� ������/	.  � &(�� � $  ��� � ����& � � $���/0���T��� + .  , � �J ��/���� � �  �

�
pt(y

t−1) =
1

2
+

� � /	��& f ',+ Lf(y
t−10Yn−t) − /	��& f ')+ Lf(y

t−11Yn−t)

2
����� � � Y1, . . . , Yn

 � � /�� /������ ( � ���������	��/ (1/2) �  ������. �  ��/ �� � � � �L� � � ��� * � � + � �H�
$�%�� �'&�(*) �%$,+�� �/�� �  �  �����%������/  � � . ����/ "�$  ��/0��� ��& � ��� ������/	.  �
��� � ��/�$���/0��� � * ���/�� � .E��& � � $���/0���R���
	 &(�� � ��� $  � � ��& * � � � �  �4O ������� �(/	.����  � �� � � P ��� � � �������
� �  � /	� � * /�� �  ��� � ��/�$���/0���  � * ���/ � � .  � /0$ �  $ � / � � � ��� ���T ������ �=$  � �-��� $ � ���
�0���(� V(N)

n � � � � � � � �  � ( /  ��$ � /�� � � � ������� !  ������� � �"� ! � �	. � ���0��� ��$ �  ��/�� � �  ���
  ��.���� � � 7 % �  ��� � � ��� * � � + � �H���
	 ��� 4 ��� 6 � � /	� ��� � �%$#/	� � � �"! ��/�� � �  �� � �
$�%�� �'&�(*) �%$,+�� � � �  � �  � � � .0.  ��� �  ��� � ��� �� � . ��� �  � � ������ � $ � ���  ��/���,
����� � /0& � ��� ��� � � ������/	���  � � ����"���  ��/0$ �
$�%�� �'&�(*) �%$,+ $ � � �  � �  ��&(���� ��� $#�  ���L��& ��� � � ��������/	�#$������ � � /	� � � $���/0���T��� 	

�	/	.
n→∞

Vn( � )�
n

=
1�
2π

.

$�%�� �'&�(*) �%$,+�� � ������/0� � � � ��� ��/�. �'� � $��  �(����& ��� � � ������� � �#$���/ � � � /	� � � $���/0���T��� 	 �� � � � � � � � � �  � �  ��� $����.  � ��� � � ���%��� ��� � � � ��� &(���	���  /	� * &(�� � $  ��� � � � � � � pt� � ���� � � ��� & �  $���/���� ��&���/	. � �2�����#$"��. � 1  ��� �  � � � /���� ��� � �"! � � ��$ � y1, . . . , yt−1 �
� ��� � � ��� &(�� � $  ��� � � /���� � "�� � � � , �

pt = ψt(pt) �  ��� � � &(�� x � [0, 1] �
ψt(x) =






0 /0& x < 1/2− εt

1 /0& x > 1/2+ εt

(1/2) + (x− 1/2)/2εt �� ��� �  /	� �
 ��� εt > 0 /����#��. � � ����/���/�� � ����. � � � ��� � �  � �  � /�& εt = 1/(2

�
t+ 2 � ��� �T&(�� ��� n > 1  ��� yn � {0, 1}n �

�
L(yn) − .0/	�

i=1,2
Li(y

n) � �
n+ 1+

1

2
.

� � � � ��� � ���
��2�4 �,576 � � �  "������ � �  �  . ��� *  �	� � �"! � � ��$ � � $ ��� �  /���/�� * n1 < n/2��� � ��� ��� &(�� � $  ��� � �)� � �%&(���.0�  ������1&(�� � ��� � �"! � � ��$ �  � /0$ � ���  �����  ��� � ���  ��/	� *8 � �%� � �  ��� ��� � � n1 ��/	. � �  ��� � �����  /�� � n− 2n1 8 � �#� � �"�
+ + %



$�%�� �'&�(*) �%$,+�� � & � � � � �  ��/	� * � ��� ��� � ��/0����� ��� � �#$�/	� � ,/��� .  ,  ����� � � ���� � ��� �
� ��� ��/	. ��� � �1&(�� � $  ��� � � � � "�� � � � ,

ψ
�
(x) =






0 /0& x < 1/2
1 /0& x > 1/2
1/2 /�& x = 1/2

 ���#�-��� � � � ��� � � � � � � �  � �  � � � /	��/	������ ����� � � � �� � ��� � $�/	� � ��,/� � � �  � �  �
� ��� � � ��� /	�����  � �"! � � ��$ � yn ����$ � � �  � �L(yn) − .0/	� i=1,2 Li(y

n)
�
n/4 &(��"�  � * �

n �L� � �"� ��� � ���
�
$�%�� �'&�(*) �%$,+*-�� � � � � � � � ��� $��  �(� ��&  �	� ���  ��/0$ ��� � � ����� ��&�� ��� &(���. ft = p

� � *  �%��� � ���L��& t � � ��� $��  ���1$"�����  /	���  �	� ����$ � ��� � � �����  / � � p � [0, 1] ��� ����/�.  � �
� ��� $"� � � ��/	� * ����. � � ��� N2( � , r)  ��� $"��. �  � � � ��� ����� � �  ��� �0� 1� � � ������������&
� ��� �� � .0�����H	  ��� ��� 	 &(�� � � /	��$  � � �
$�%�� �'&�(*) �%$,+*- - ��� � � ��� �� � . ���
	 �%� � � �  � �  � � ��� ����� � � � ������� � � ��/�� � �T&(��
Vn( � ) /	��� �  . �'� � ��� � /�� ��/ * � �)��� �%�  $"�������  � � �
$�%�� �'&�(*) �%$,+*- � � �����(/0� � � � ��� $��  ��� �E��&  �������  ��/0$ ��� � � �����  � /0$ � ��� � ��/0$���/	� . ������#����/�$   ,/� � �  � /	� � &(�� �  $ � f � � � � /�� ��� � ft � ft+1 &(��  ��� t � 1 ��
ft � ft+1 &(��  �	� t � 1 � ��������,*� ��� �� � . ���
	 �#� $"����$��	��� � � �  �

Vn( � ) = O

* � n ��� * n - .

 �  � ��� ,/���G� � �  /	�����(/	� * � ��� �� � . ��� 	�� �  � ,/���  ������, � ��� �� � . ���
7$/	� � � /	�$  � � �
$�%�� �'&�(*) �%$,+*- 0 � ������������$��  &(�� � $  ��� � � �(��$ � � �  � &(�� 	
	�	 k = 1, 2, . . .

 ���  �	�
� � ! � � ��$ � � y1, y2, . . . �

��/	. �(���
n→∞

1

n

* �
L(yn) − /	��&

f '� k

Lf(y
n) - = 0 .

� � �� ��� �  ��%���"� � ��� &(�� � $  ��� � ����� � ��/0$����  �.,�. ���#���/0$  ����,  � 1� �	�  �  �S, �  � �/� �&(�� � $  ��� � �;��&  � ,I��%� � �"� � � ��� ��� /	��� � ��$ � ��&
����$ �  &(�� � $  ��� � �   � � � �  � � ,� � � � � � � � � �  � �  ���9$����.  � ��� � ���
� 2�4 � 576 � ��  � �  �.,N$"������������$���/0��� ��� � � �������� � �	/	� * ����/0$ � �
$�%�� �'&�(*) �%$,+*- � � � �  � �  �

�	/	. /	��&
k→∞

�	/	. /	��&
n→∞

Vn(  k)�
2kn �	� 2 =

1�
2
.

2�4 � 576 � /	.0/�$ � ��� ���%� ��&'��& � ��%���	�  �#,6��� + �
+ + �



� �������	��
 �
 ��� ��
�������� ��� � �����

� :�� � C�� � C  ��@ FJA ��� 	 � F �B@ A @ ��! F ?�?9@ �� � C  �
��"$#&%'$'"�(*)$+-,�./#0%1,324+5#0.-,360798$,�:<;=+-,38>+-;?+-"$,@#&24:<,�%A+-#&B<(*+5#&;C2D;CE$(F%A)G,3H3#I(J6K6&;C%5%LEIM�2$H�+5#&;C2ON+-"$, 	 � � 	 � 4 5QP$R 4 �S6&;C%5%3NT%A;CU�,�+-#&U�,3%V(J6&%5;WHX(*6&6&,38	Y[Z 	0\�4 � \ � �-R 	 5 4 � � 6&;C%5%�])��"$,^.-,X(J%5;C2EI;=.>+-"$#&%98$#&%A+-#&2$BCM$#&%5"$,38_(*+5+-,32K+-#&;C2`#&%9+-"�(*+D+-"$#&%96&;C%5%>EIM$2$H�+-#&;C2`"�(J%W(aU�,3(J2$#&2$BCEIM�6#&2K+-,�.5)$.-,[+'(*+-#&;C2�#&2b:J(*.-#0;CM�%c%5,3deM$,32K+-#I(J6F8�,�H3#&%5#&;C2f)$.-;=g�6&,3U�%�Nh#&2$H36&M$8$#&2$Bi.-,�)G,X(*+-,38B<(JUWg�6&#&2$B9(J2$8�8�(*+'(DH�;CUj)�.5,3%5%5#&;C2jkF"$#&H'"lk�,mg$.-#&,[n�7j8�,�%5H�.-#0gG,mg�,36&;okD]3�e,3d4M$,324+-#&(J6)$.-,38$#&H[+-#&;C2ON/km"$;C%5,l(J#&Up#&%>+-;qU�#&2$#&U�#&r�,s+-"$#&%W6&;C%A%sEIM$2$H�+-#0;C2tNu#&%s(J6&%A;i#&2K+-#&U	(*+5,3607.-,�6I(*+-,38�+-;sU	( � #&U�#&r3#&2$B^g�,32$,�v$+-%@g47�.-,�)�,3(*+-,38�#&24:<,3%w+-U�,324+@;C2l+-"$,x%A+-;4H ��U	(*. �<,�+3]
��"$#&%y(*)$)z60#&HX(*+-#0;C2l#0%?%A+5M�8$#&,�8a#&2 � "�(*)$+-,�. � ]

�?;ok{k�,D8$,3%AH�.-#0g�,9+-"$,>%5,�+-MT)qEI;=.^+-"$,|km"$;C6&,9H'"z(})�+5,�.X]"�O,�+ m > 1 g�,>(~v � ,�8)�;C%A#0+-#0:<,@#024+-,3BC,[.u(J2$8~6&,[+/+-"$,h;CM$+5H3;CU�,@%A)z(JH3,hg�,�� = {1, 2, . . . ,m} ] �y"$,�8$,3H3#&%5#0;C2%A)z(JH�,9#&%�+-"$,x)�.5;=g�(}gz#06&#0+�7�%5#&Uj)�6&, �
�

=

{

p = � p(1), . . . , p(m) � :

m∑

j=1

p(j) = 1, p(j) � 0, j = 1, . . . ,m

} ���
m .

�b:<,3H�+-;=. p � � #&%S;CE&+-,32	#&2K+-,�.5)$.-,�+5,38	(J%@(x)$.-;=gz(*g�#&6&#0+�7W8$#&%A+5.5#0g�M$+5#&;C2~;o:<,�.@+5"�,?%5,�+�>] � 2$8$,3,38ONO#&2�%A;CU�,>HX(J%5,3%�Nt+-"$,sEI;=.-,3HX(*%A+-,�.9#&%^.-,3d4M�#�.-,38�+-;�(J%5%A#&BC2�(�)$.-;=gz(*g�#&6&#0+�7+-;W,X(*H�"l)�;C%5%5#�gz60,m;CMT+-H3;CU�,3%3NK.-,�)$.-,3%A,324+-#02�B>+-"$,xEI;=.-,3H3(J%A+-,�.&(�%hg�,36&#0,3E�] � ;=.�, � (JUj)�6&,=Nk�,X(}+-"$,�.FEI;=.5,3HX(J%A+5%F;CE&+-,32�+'( �<,x+-"$,|EI;=.-U O�+-"$,x)�;C%5%5#�gz#06&#0+�7j;CEL.-(J#&2a#0% 40 � P-]� 2	+-"$,^,324+-#�.-,^H'"z(})�+5,�.hk�,^H3;C2$%5#&8$,�.@+5"�,^U�;48$,36�;CEOY74 R�� 	 	 5 	 � 	�ZV, � )�,�.A+-%�#&24+5.5; �8$M$H3,38�#&2��e,3H�+-#&;C2 � ] � ]���"eM$%3N�(*2�, � )�,[.5+ f #&%S(9%5,�deM$,32$H3, (f1, f2, . . .) ;CEGEIM$2$H�+-#&;C2$%
ft : � t−1 →

� NC%5;m+5"z(}+�(JE&+-,�.1"z(3:e#&2$B^%5,3,32W+-"$,V)z(J%A+/;CMT+-H�;CU�,3% yt−1 N=, � )�,�.5+ f ;CMT+ �)�MT+-%@+-"$,m)$.-;=gz(*g�#&6&#0+�7W:<,3H�+5;=. ft( � | yt−1) � � ]�� � E t = 1 N f1 = (f1(1), . . . , f1(m))

+ +<�



#&%y%5#&Uj)�607j(J2 ,360,3U�,324+y;CE � ] � � ;=.?+-"$,9H�;CUj)�;C2$,324+-%h;CE +-"$#&%h:<,3H�+-;=.?k�, k?.-#0+-,
ft(1 | yt−1), . . . , ft(m | yt−1) .

��"$#&%m2$;=+'(*+-#0;C2 ,3Uj)�"z(*%5#&r3,3%y+-"$,W(J2�(J6&;CB=7lg�,�+�k�,3,32i(J2 , � )�,�.5+ (J2$8q(c)$.-;=gz(*g�#&6&#0+�78$#&%A+A.-#0g�MT+-#&;C2O] � 2$8$,3,38ON1+-"$, j � +-" H3;CUj)G;C2�,�24+9;CE@+-"$,c:<,3H�+-;=. ft(j | yt−1) U	(37qg�,#&2K+-,�.5)$.-,[+-,38 (J%y+-"$, ��� ��� 4 5 4 � � 	 	�)$.-;=gz(*g�#&6&#0+�7 f (J%5%A#&BC2$%y+-;~+-"$, j � +-" ,360,3U�,324+y;CE1�BC#0:<,�2a+-"$, )z(J%w+ yt−1 ]
�e#&U�#&6&(*.-607<NJ(*+@,X(*H�"j+5#&U�,�#&2$%A+'(J2K+S+-"$,?EI;=.-,3HX(J%w+-,�.hH'"$;e;C%5,�%h( )$.-;=gz(*g�#&6&#�+ 7|:<,3H�+-;=.

�
pt( � | yt−1) = � �pt(1 | yt−1), . . . ,

�
pt(m | yt−1) � .

�^2$H3,m(JB<(*#&2ON4(})�)G,X(J6&#&2$B^+-; +-"$,F(J2�(J60;CB=7>km#0+-"s)$.-;=gz(*g�#&6&#0+�7D8$#&%w+5.-#0g�MT+-#&;C2$%3N=k�,yU	(37#&2K+5.-;48�M$H3,JNTEI;=.m(J606 n � 1 (J2$8 yn � � n NT+-"$, 2$;=+'(*+-#&;C2
fn(yn) =

n∏

t=1

ft(yt | yt−1)
�
pn(yn) =

n∏

t=1

�
pt(yt | yt−1) .

�mg�%5,�.5:<,|+5"z(}+ ∑

yn ��� n

fn(yn) =
∑

yn ��� n

�
pn(yn) = 1

(J2$8a+5"�,[.-,3EI;=.-,9, � )�,[.5+ f N�(J%�k�,36&6t(J%�+-"$,9EI;=.-,�HX(J%A+-,[.XNz8$,�v�2$,x)�.5;=g�(}gz#06&#0+�7j8$#&%A+A.-#0g�M��+-#0;C2�%^;o:<,�. +-"$,W%5,�+ ;CE@(J6061%5,3d4M�,�2�H�,3%|;CEu6&,32$B=+-" n ] � ;C2K:<,�.-%5,36�7<N (*247 )$.-;=gz(*g�#&6&#0+�78$#&%A+A.-#0g�MT+-#&;C2 �pn(yn) ;}:<,[.?+-"$, %5,�+y� n 8$,�v�2$,3%?(WEI;=.5,3HX(J%A+5,�.?g47	+-"$, #02�8$M$H3,38�H3;C2��8$#0+-#0;C2z(*6G8$#&%A+5.-#�gzMT+-#0;C2�%
�
pt(yt | yt−1) =

�
pt(y

t)�
pt−1(yt−1)

kF"�,[.-, �pt(y
t) =

∑
yn

t+1
��� n−t

�
pn(yn) ]

��"�, 6&;C%5%yEIM$2$H�+-#&;C2ak�, H3;C2$%5#&8$,�.y+-"T.-;CM$BC"$;CMT+y+5"�#0%yH'"�(*)$+-,�.?#&%y8$,�v�2�,�8age7
`(p, y) =

m∑

j=1

�
{y=j} 602 1

p(j)
= 6&2 1

p(y)
, y � � ,p � � .

� +x#&%^H�6&,X(*. E&.-;CU +-"$,W8$,�v�2$#0+-#&;C2 ;CE�+-"$,W6&;C%5%^EIM$2$H�+-#&;C2 +-"�(*+^+-"$,WBC;<(J61;CE�+-"$,WEI;=.-, �HX(*%A+-,�.x#&%?+-;	(J%5%5#0BC2i(j6&(*.-BC,9)$.-;=gz(*g�#&60#0+�7l+5;j+-"$,>;CM$+5H3;CU�,3%m#&2 +5"�,>%A,3deM$,32$H3,=] � ;=.(J2b;CMT+-H3;CU�, %A,3deM$,32$H3, y1, . . . , yn Ny+-"$, H3M$U~M$6I(}+-#0:<, 6&;C%A%�;CE9, � )�,�.5+ f (*2�8 +-"$,EI;=.-,�HX(J%A+-,[.^(*.-,JN$.5,3%A)�,3H[+-#0:<,3607<N
Lf(y

n) =

n∑

t=1

6&2 1

ft(yt | yt−1)
(J2$8 �

L(yn) =

n∑

t=1

6&2 1�
pt(yt | yt−1)

.

+ + +



��"$,uH�M�UsM$6I(*+-#�:<,16&;C%5%�;CEe(J2|, � )�,�.5+ f U	(37x(*6&%5;hg�,/kF.-#�+5+-,32 (J% Lf(y
n) = − 6&2 fn(yn) ]� �e#0U�#&6I(*.-6�7<N �L(yn) = − 602 �pn(yn) ] � � 2 ;=+-"$,�.mk�;=.-8$%F+-"$,DH�M�UsM$6I(*+-#�:<,96&;C%A%m#&% � M$%A++-"$,D2$,3B<(}+-#0:<,D6&;CBc6&# �<,36&#0"�;4;e8a(J%5%5#&BC2$,38 +5;j+-"$,D;CMT+-H3;CU�,|%A,3deM$,32$H3,>ge7�+-"$,>, � )G,�.5+

f ]� #0:<,�2 (~H36I(*%5%�� ;CE/, � )�,�.5+-%�Nz+-"$,|8$# # ,�.-,32$H3,9g�,�+�k�,3,32 +-"$,DH�M�UsM$6I(*+-#�:<, 60;C%5%F;CE+-"$,sEI;=.-,3HX(*%A+-,�.|(J2$8�+-"�(*+ ;CES+5"�,Wg�,3%w+|, � )�,�.5+3Nt+-"�(*+ #&%�NO+5"�,W.-,3B=.5,�+XNtU	(X7 2�;ok g�,k?.-#0+5+-,�2a(J%
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G(x) = −F(w) − (x − w) � F(w) + F(w � ) + (x − w � ) � F(w � )
-/ PN#$

G
"%$!<%"%?#.=),0=U���.�-

xα = αu + (1− α)w �
H�.t)G?|),0DH*"F-D0()>0DbT+�6@"%?l-!6@?�-/ #.R<%"%?#.

��6@"%?#"%?#W
u
)G?#2

w �
U � b�<%"%?#.=)>0/"F-�b7d

G(xα) = αG(u) + (1− α)G(w � )
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u = � F � (u � ) �%B3��� � ����'hbJ�FB F � (u � ) + F � � (u) = u 	 u � .
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vi
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vi > 0
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vi(
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vi − 1) .
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v
d�	�����

F � (v) = −(H(v) + 1)
U

	�
 � 	������ 
�� ��9 
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DF(u, v) = DF � (v � ,u � )

� � �



� (%& &��� * �����#�

DF(u, v) = F(u) − F(v) − (u − v) 	 � F(v)

= F(u) − F(v) − (u − v) 	 v �
= u � 	 u − F � (u � ) − v � 	 v + F � (v � ) − (u − v) 	 v �[ N����,�*W �$9KTK/� *=� U ! \
= u � 	 u − F � (u � ) + F � (v � ) − u 	 v �
= F � (v � ) − F � (u � ) − (v � − u � ) 	 u
= F � (v � ) − F � (u � ) − (v � − u � ) 	 � F � (u � )[ N����,�*W

u � = � F(u)
��� � �$9KTK/� *=� U��@\

= DF � (v � ,u � )
��������'FN � ���#W9	��� � � �F��� U 2
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Φ
��� � ���W��� ���  �QN���� 	�������d�	����� ���KTK/� *=� U���� � �2#4� � �� 	��� � N���' � �'5�!	��������

wt = � Φ(Rt)
��� � Rt = � Φ � (wt)
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Φ
�!� � Φ � � �  �$9W��� ���  � N0�!'��9d'^�K/�9b �<��',' &	( / � 
� 	 Z / ��� 2 � 	��� � 9W � �	�� Rt

��� � ! � 
�)	 Z / ��� 2 � 	����^���%W��8	�� wt

d
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θt = θt−1 + rt
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pt = θt−1 	 xt

�!� � N��(��H	���]^���%W���	uN�� � �!	� � N�',
θt = θt−1 − λ � `t(θt−1)

[ � � �FK/��'pW � � � ����8	jN�� � �!	�q\
^"�� �  θt
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 2 / & 0 	*���4���#W��'5����H��� �

d
U �H�D	�-�!'����6	��0�?	=d � N�
	��K	���
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� Φ � (wt) = � Φ � (wt−1) − λ � `t(wt−1)
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� b � �^ � �,	��,�*W9	��� � N0�!'eW � � � ����8	jN�� � �!	�6���
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��B�9N � #�B���:	���/'� ��	� �0�!� � ��� � �����q^-���6�DN � � ����&��� �������(	����8	�',�����9U 
���"�9N � #�&���E	��� � �%W���	� ����� � ��� � "��� 	���-�%K �
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Rn(u)
� 1

λ
DΦ � (u,w0) +

1

λ

n∑

t=1

DΦ � (wt−1,wt) .
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�����

`t(wt−1)
�

`t(u) − (u − wt−1) 	 � `t(wt−1)[ �Ob 
3�9b4'�� � �I��	����� � 9K ��� � N������#W;�����8#�����,	�bB��� ` \
= `t(u) +

1

λ
(u − wt−1) 	 � � Φ � (wt) − � Φ � (wt−1) �[ �Ob �  #�����	������B��� 	��� � N���'�W � � � �,��8	jN�� � �!	�q\

= `t(u) +
1

λ

�
DΦ � (u,wt−1) −DΦ � (u,wt) +DΦ � (wt−1,wt) �[ �Ob ���KTK/� *=� U * \5U

� N#KTKE���#W
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�
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�

DΦ(0, � Φ � (u)) +

n∑
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�
θ �t,θ �t−1 � .
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������'hb4�����K<������ � dw^�/�������(	 � ����� �,	�� � �  � ����	�������� (pt = wt−1 	 xt

�Pb ���8	 � � ��� �����#W� � � $  � ��8	���� ��'�)��� � ����� � �� � <�!�����#W 2 ( 
 0 � QZ (� � 0 8 2 / & 0 σ :
�
→

� ��� � '� 	�	����#W(
pt = σ(wt−1 	 xt) �

� ���E��'5� � 'Fb7dv^� �  �  #��� 	����� �  � ����	��������B���6��4�  � 	 u
���

σ(u 	 xt) �
�$�	

`σt (wt−1) = `(σ(wt−1 	 xt), yt) �


�� �5� � ��<��� 	� � � �  � �,��	����#Wy^-�,	��7�	 � ����� �5 � � � ����	�������d7^"�����*��^�
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+ � � �+2 � � � � 
�� � 2 � � � " 4 ��� ��2 � 
8� �
� � � � 	 ��� � ��
	 ',<� � �����#W � �!	� λ > 0 d�	 � �!��� �5 � � � ����	��,��� σ �� ���$� ���+� ��� � � � � ��	

w0 = � Φ(0) �
"�� � <�!�@� � � � � � t = 1, 2, . . .

[ * \/������ � #� xt

�!� � � �  � ����	 (pt = σ(wt−1 	 xt)
�

[ � \VW��	
yt
9 � ��� � ����� ��� '������ `σt (wt−1) = `(

(
pt, xt)

�
[ � \/'� 	

wt = � Φ
�

� Φ � (wt−1) − λ � `σt (wt−1) � �

��� � �W � �	 ��� 	���:W � � � �����	� �0���� � �5� � ��<���(	� � ^"�,	�� � �� � ���	 	��B�7'�����<� � ��4�  � 	
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n(u) =

n∑

t=1
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�� ��� ��'���� � �,	���� ���
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'��,���� � dD�,	 � � � ���� 	�� � � � � ���8	���	��0�?	 `(σ(v), y) ��� ������#��� ��� v � * 
�<��'�'*0 / 8 Z & 
 / (���lb �0��� � (σ, `)
�
�
�*� 	��0�?	

`(σ( 	 ), y) ���9������#��� �5� � ��'�' # �4 � y � 
 � �,#4����'�'Fb7d ���Pb
�  � � '�� � '������ � � ����	������ �5� � �E�9� ������ �0��� � ^-�,	�� 	���E� � ��8	���	�bA	 � ����� �5 � � � ����	������ ��$����
	 � �,#F�5��' ����
�7��'���
� �  ���,#��� � �'��q^ �
	�
 � 	������ 
�� ��� 
���.�Pb8�  � � ��',��� 	*�!�����8	 σ(v) = (ev−e−v)/(ev+e−v) 9 [−1, 1]��� � 	�������	 � �D����� '������

`(p, y) =
1+ y

2

'�� 1+ y

1+ p
+
1− y

2

',� 1− y

1− p

���H�9������ �%�!� � �
	�
 � 	������ 
�� ��� 
���-'��������(	����
	 � ����� �5 � � � ����	��,��� σ(v) = (1+ e−v)−1 9 [0, 1]

��� �	���  "�','������� � '����(� `(p, y) = (
�
p−

�
y)2 + (

�
1− p−

�
1− y)2

�,�H�9������&�0��� � �
G�K��#���� � ���7� ���(����� � � 	�� #�������'������ � �,	�������� ��� 	���"�(�� � �����-���%� � 	������E�� ��� � ��� � ��� �5� � �/�?	�������d@^� �5�8� � �H���J������&�0��� � � (σ, `)
���!	��,� �%b4����� 	���6� ��� �,	���������'������ � �,	������� d`(σ(v), y)

dv � 2 �
α `(σ(v), y)
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�*� �0��� � � α � � � � � � 
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 2 / 8 � 
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� ��� �!	���� ��� � 	���E���,��7�0��� � ���8� ���
�7��'� *=� � � ��� 1/4 � � � � � � � ��� �!	���� � 
���

������>�0��� � �5� � �E � �Pb&	��� � � ��8	���	�b"	 � ����� �5 � � � ����	������6��� � 	��� ��� � � �  '������ `(p, y) =

(p − y)2/2
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Rσ
n(u) =

(
Lσ

n − Lσ
n(u)

dr^-�� � 
(
Lσ

n =

n∑

t=1

`
�
σ(wt−1 	 xt), yt � ��� � Lσ

n(u) =

n∑

t=1

`
�
σ(u 	 xt), yt � .

� � � � � � 	 ��� � � � � ��� � ��� �

���-� ��'Fb4�����E�5�!'4� �D	����	��5��' �
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� 2

p �
 #��� � ��� �����!��	� � * ���.���D	 �$����� ��� &���,����8d

���  	�� 	��� ( 	 )+

�D�  � �!	�� � d
�,	E�,�E���D	/� 	 � ����	�'Fb ������#��� � � 	���� �  ��� 	��� � �����,	��,#�� � 	��0�!�8	 � 
 � �/� ��)	�������� �D	���8	��5��' �� ���� ��� 8d3^� �/�9b �  �  #��� ��	9��� Φp(u) =
1
2

�
u
� 2
p

d'^"�� � n^�/��'��(� ���8	 � � ��� �� � ��� � ��� �,	���������' ������'������ � ��� 	�� � ��� 1/2 ��� 	��!7� �
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Φ �p(u) = Φq(u) = 1
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u
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q
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�7��'� *=� � � \ � � 	&�,�-�(	 � �!�����8	 �5� � ^
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(σ, `)
)>� �D�435� �'$*� -,�(���"� �

	 ���7�*-��7�'$��**�����&�%$ :5�*��� � �435� � ��� ���.-,$%� ���,� = ���'� �?��� ���,�&���"� � ���
Φp

��� $�: � � � �43
���*�,$����9� � $*���&�

λ = 2ε ��� (p − 1)αX2
p �����	��
������������� (x1, y1), (x2, y2) . . .

9�
d � ������� ����� 0 < ε < 1 � �!� ���#"���$"���%�'&(& u 9 � d �)�+*,"���-�'&(& n � 1 
.��� ��!� � � �/��� t=1,...,n

�
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�
p / Xp

(
Lσ

n / Lσ
n(u)

1− ε
+

�
u
� 2
q

ε(1− ε) � (p− 1)αX2
p

4��� ����� q 0 
 �!� �%�.��� � � � � � �-�21435������� � �6" p 78:9<;�;>=@? * &�!����'BA 

���� � ��DC�E � CH	�� 	��� �$����� ��� "� �D	���8	�����' Φp(u)
��� � 	�� 	���������#���1'������

`σt ( 	 ) ����	*�����������
Rσ

n(u) / 1λDΦq(u,w0) +
1

λ

n∑

t=1

DΦq(wt−1,wt) .

� ������6	��� �����,	��5�!' � � ���/��'5F��������	-���HG� � �:I θ0 = 0
I�	�����

w0 = J Φp(0) = 0
��� �

Φq(w0) = 0 � 
������"���7�0',���� DΦq(u,w0) = Φq(u) � 2-� �5� � 	���K�D	��� � 	� � �E� F������7�0'KA������� � #� 	��0�?	�I �LA : � �D� ������	������MC�E � CNI DΦq(wt−1,wt) = DΦp(θt,θt−1)
IF"�� �  θt = J Φq(wt)

��� � θt = θt−1 − λ J `σt (wt−1) �
* 6�<��� 	�����+� � �?��	
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n(u) =
(
Lσ

n − Lσ
n(u) � �H<� ��� ����������� 	� � �E��I%� � ���(	��,	 � 	������ � ��� �*�����������

λ
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�
u
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q /2
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4 �� �/��A � "	� �7��	� � 	��9�*���F����-	���H#D��' � H��� 	���"	 � �������K�0� � �
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���  � � � � � � �  "�4F��#� � I$	����,�-	 � �� � ε F�� � ' � ���<#�	�� � �� �� � ��� 	����� � �'����E����� � A �F���4F-', � ������ Lσ

n(u) � � �������	��� � � � � � ����' � � �5� ���','
u
I���� � u
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9��� 	���9'�<� � ������� � �?	� λ 	��B���*���,�#�;� � � � � � ���>	���)� ���  � � Lσ
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I$��� � 	��� �  �5� � 9	��� � �D	���8	�����'G���&���D	&� 	 � ����	�'BA ������#��� T � *C9	�� � �����	 � � �� �� 	��� �� ���� ��� E��4� �������	��5��' � �D	����	��5��' Φ(u) = eu1 + 	 	 	 + eud
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�0� � ���E�	� � η I � �� � �5� � 	���)��F� ������8	��5��'3� �D	���8	��5�!'G��� �����!��	� � CNI$���&���D	 � �� � � '�� � �T � �
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wi,t =

��F� � ',� wi,t−1−λ J `t(wt−1)i � = wi,t−1 e
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d∑

i=1

wi,t−1e
vi

��
+
'��
R�

d∑
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��� � �
u
� 2
1 X

2
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 � ��� 0 
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������������� (x1, y1), (x2, y2) . . .
9 � d ��Q���!� ��� "��� �'& & u 9 � d 
.�>� � �!� � � Φq(u) / Uq �)�+*�"��� �'& & n � 1 �

Rσ
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�
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pUq Lσ

n(u)��� ����� Xp =
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�
xt

�
p 7�H�D	�7	����!	9	���E���' � � ������� � ��8	 �5� � ��<�!�(	� � ����� � �E��)� � � � � � 2Uq
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�
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	���/'5� � ����(	;��� � � �

xt

�
p

���
	���B�(� � B�,� �5� � �/�!	������ �� � � ����� x1, . . . , xn �
� ������

u 	 xt / �
u
�
q

�
xt

�
p

I�	���H	 F��9�����
�
�7��	��,����� ���7� �����	���-���
�E �4��� � ��� ������� 	 � ������	���1	������F�  � 	�� ��  �5� �  � � �F��� � �,���	��"	��� � � �F���F��� 
����� � �� C�E � � F�����,#� 	 F�� ���� �/�!� � 

��� � �(	 � 	*�!	��� 	����!	>	��� � �,#� � �������
����#����	�� � � F"�,	�� � � � � �  � � ��'KA4�����E�5��'�� �D	���8	��5�!'��� � �

�
� �  � � 

�����K�����7��'� � ����	)���6� � � ���5��' ��� 	��� � � �F��������	��� 	����� � �� � �H�D	�

	����!	>	���������E.'��� �/�
���>���D	 	 � �  �5� � 	������F� ������8	��5��'F� �D	���8	�����' I���� � 	������>���>	����/���,� � �������� F-�'A%F�K������'BAPG�6	���6���' � � ������� � ���	"� �  � ��� 	�� � �5� � 	���6� ��'KA4�����E�5��'� �D	���8	�����' ����'BA �
� � 	 	 � 
�� ��� � ��� �'& & u, v 9 � d 
.�>� � �!� � � Φq(u) / Uq �)�+* Φq(v) / Uq

�
DΦq(u, v) / 4Uq 7
8:9<;�;>=@? " � � �(	
������'�' I8���D	�-	����!	�	��� � � ����/��� � �,#� � ������� �%�!�� � ���J	���-� ��'BAF��� ��E�5�!'%� �D	����	��5��'%�<��� �  � .F � �,	�	��� ���

DΦq(u, v) = Φq(u) +Φq(v) − u 	 J Φq(w) .
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����������7��'����� 	��� �5��'�'��4F-�,��
DΦq(u, v)

/ Φq(u) +Φq(v) + |u 	4J Φq(w)|

/ Φq(u) +Φq(v) + 2
�
Φq(u)Φp ( J Φq(w))

� �LA  ��' �  � � �������� � ��'��,	 A<T
= Φq(u) +Φq(v) + 2

�
Φq(u)Φq(w)

� �PA �� � �/� C�E � U)T
/ 4Uq

��� � 	��� � � �F��� ������������' ���  � � 2
��� � � �F��� ���G	��������4	H'��� �/�K���
'� ��	H���H��� � ������ �
� � 	 	 � 
�� ��� � � � a, `1, . . . , `n 
 � �����5��� � � � 0�� � �����'&��5� � 
 �.�4
 7 � � ���
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`t�
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s=1 `s
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R
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n∑
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`t −
�
a

�
�
�
.

� 9 ;>;�= ;�= � 
 �:;>9 � � ��� ?�� : � �8��� � �����"�(���E��'5� � 'BAH	��"	��� � � �8���4��� 
����� � �� C�E � !F� ���	
`σt (wt−1) − `σt (u)

/ 1

λt � DΦq(u,wt−1) −DΦq(u,wt) +DΦq(wt−1,w �t) � .�H�4F�I �LAB�
��� �*������������ λt

I
1

λt � DΦq(u,wt−1) −DΦq(u,wt) +DΦq(wt−1,w �t) �
= (p− 1)α

�
X2

p,t

βt

DΦq(u,wt−1) −
X2

p,t

βt

DΦq(u,wt) � +
1

λt

DΦq(wt−1,w �t)

= (p− 1)α

�
X2
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DΦq(u,wt−1) −
X2

p,t+1

βt+1

DΦq(u,wt)

+ DΦq(u,wt)

�
X2
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−
X2
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βt � � +
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λt

DΦq(wt−1,w �t)
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�
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βt

DΦq(u,wt−1) −
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βt+1
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−
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βt � � +
1
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DΦq(wt−1,w �t) / (p− 1)
αλt

2
X2

p,t `
σ
t (wt−1) / βt

2
`σt (wt−1) .

*C����4F �
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� �?#� � t = 1, . . . , n � �H�D	�-	����!	�	��� � � ���8	���	 A X2
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���
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��F� ������8	�����'F� �D	���8	��5�!' � � � �#����	�������	����	 � �!� �F������������'BA4�(������ 

���� � �� C�E � ! TH� � 	��� � �  ���/��� � ��#� � ������� � � � �#���8	������E	���)���' � � ������� � ��8	������'KA4��������� 
����� � �� C�E � � T � 2 �����7��'�-	 � �,� �/	�� � �B	�������� � ����'��� ���
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������K���E�
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��� ��'5F��������	 wt
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	������B	��;	���6�����8#��� �E�������E�BG<�!	������ � � ����'���

�E�,�
u ��� d

�
DΦ � (u,wt−1) + λ � `t(wt−1) + (u − wt−1) J `t(wt−1) � �F"�� � �	��� 	� � � `t(wt−1) + (u − wt−1) J `t(wt−1)

���E	��� � � �(	� � ���  � 
3��AF'�� ��!��� � � �����/�?	������:��� `t(u)
� � � � � � wt−1 �

2-� �E��8	������� � �,� � �� � ������ C�E � � I
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� � ���E�,�

u ��� d
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DΦ � (u,wt−1) + λ `t(u) � .
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���K	���.� � �?#� ��4� � ����������)��������	*������ ��5� � � � �D	���8	��5�!'G	����!	&�#���'�#��� F"�,	���	����EI F-�� � )	���9 #���' � 	������ � �� �� � � ���A	���'����(� � � �J�%� � 	���� � '5� � '��	 Φ � K��� � � ���,	 � � � A �� ���� ��� �� �D	���8	�����'$��� � Φ � �,	�� ��� ��'� �D	���8	�����' � � ������	��� � �� ���(� �����
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Φ �0 = Φ �
Φ �t = Φ �t−1 + `t

� 	����E�� #�� � AF����� � �D	����	��5��' T �
 " � NI ��� � � � ��' I `t(w) = `(w 	 xt, yt)
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Φ �0, Φ �1, . . .
� �  ��'�' ������� ��� I4	����� �5� � �!'�' t � 1 	������(���F�����!	� � �5� � ��<��� 	� � �,� � ����� � �LA

wt =
� � ���E���

u ��� d

�
DΦ �t−1
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u ��� d

�
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wt

��� � ����� � �LA J Φ �t(wt) = J Φ �t−1(wt−1) �
� ��',#F����� �5� � wt

�����	�����
���	��

wt = J Φt ( J Φ �t−1(wt−1)) �
�
�D	� 	��0�?	�I ���  	�� J Φ �t(wt) = J Φ �t−1(wt−1)
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	������6�<���;��'��(� �  F � �,	�	���9��� wt = J Φt(θ0)

IF-�� �  θ0 = J Φ � (0)���-� �0���� � � ���/��' F��������	 � 
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� � 	 � � �
��	��
 � � J Φ � (0) = 0
I�	����� J Φ �t(wt) = 0

�5� � ��'�' t � 0 ��� � ����K�������
�
�,#D�!'���8	�'BA � ����� wt

�LA
wt =

� � ���E���
u ��� d

Φ �t(u)

F"�� � NI4F� � ��<��'�'��,	�I Φ �t ���$������#��� �5� � ��'�' t � ��� ��'���� � �4 � ���,��HC�E � C � �5� � � ��� �,	���������'
�  �/� � �4�����1	����,�H�!',	� � ���!	��,#� �5� � � � '5�?	������ T �
� � 	 � � �
��	��� �H�D	�E	����!	�I ��4�0��� � ����� 	��� � � ����/�!� � �,#� � �������J	� � � �,� 	���
� � �?#� � ������,	��,���7��� � � � � �����	� �0���( � '�����<� � �5� � ��<�!�(	� � I4��� � �  � �5� � �E�����K���E���F#F� ��
�
�
�����7��'�� ���<�!	������ I)AF���' � �

wt =
� � ���E���

u ��� d

�
Φ �t(u) −Φ �t−1(wt−1) + (u − wt−1) J Φ �t−1(wt−1) � .


���"	� � � ��� � � ��� ���	������ 	��� � � $  � ����� � �	 F���� Φ �t(u)
��� � 	���-'�����<� � �!��� � � � ����/�?	������E���

Φ �t−1

� � � � � � wt−1

I:F-�����*�J'��F�"�F�H���������1',� ���� � �,#� � ������� �
��� � � � � �����	� �0���� � �5� � ��<���(	� � � �������-	���.	����E�� #D� � A4�����"� �D	���8	��5��' �  �0�� � � � �2#����
����	��@�� � � �'��4F �

! � E
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w0 = 0

��� � Φ �0 = Φ � �
"�� � <�!�@� � � � � � t = 1, 2, . . .

� C4T/������ � #� xt

�!� � � �  � ����	 (pt = wt−1 	 xt

�
� � T ���	 yt

9 � ��� � ����� ��� '������ `t(wt−1) = `(
(
pt, yt)

�
� � T/'� 	

wt = J Φt �6J Φ �t−1(wt−1) � �
��� ��
�� �
	 
��	����� 0 1%� ��� � � & �)��& �)
�
+".� ��� � 0 ��� ` 7 � " �!� � � �.�:* 0 ��� � 	 
 �'
��* & 0 �����)�" �����.���'
 � ��� 0 
 ��� � � 0 �!� � � 0�� � 	 � �)� � 0 � � � � � ���+*)�.�O35� � �.� � 0 �'& Φ 
.��� � �!� � �J Φ � (0) = 0

�!� ��� � "��� �'& & u 9 � d
�

Rn(u) = DΦ �0(u,w0) −DΦ �n(u,wn) +

n∑

t=1

DΦ �t(wt−1,wt) .

8:9<;�;>=@? �����8����J���LA
u 9 � d � 	"���,�� J Φ �t(wt) = 0

�5� � �!'�' t � 0
� ��� �H��

�/� � � C�E � C4T�I"���� ��� �E � �5�?	��'BA ���	��
DΦ �t(u,wt) = Φ �t(u) − Φ �t(wt)

�5� � ��','
u 9 �

d � � ������
Φ �t(u) = Φ �t−1(u) + `t(u)

I F� ���	
`t(u) = DΦ �t(u,wt) +

Φ �t(wt) − Φ �t−1(u)
��� � `t(wt−1) = DΦ �t(wt−1,wt) + Φ �t(wt) − Φ �t−1(wt−1) �
�������A4���' � �

`t(wt−1) − `t−1(u)

= DΦ �t(wt−1,wt) −Φ �t−1(wt−1) −DΦ �t(u,wt) +Φ �t−1(u)

= DΦ �t(wt−1,wt) −DΦ �t(u,wt) +DΦ �
t−1

(u,wt−1) .
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� �E����� �2#� � t AF���' � ��	��� � ���� �  � � �� � ',	 � 2�H�D	�-	��0�?	 

���� � �� C�E � UK� � �2#4� � ������J�������	��*��� � �!��	� � �BG<�!	������ � 	��� �  � � &���������
�
��'��,	��,���� T ���
	��� � �� � �	;��� 	� � �E�9��� � � ����/�!� � �,#� � ��������� � � � 	���/����4	

�����	������ F�/����� F 	���/�'�',�,��	���� � �D	���8	��5��' I>��������� � �	�/������7�0',7���
	����E�� #�� � AF������ �D	���8	�����' � 	"�(����� 
����� � �� C�E � U F� �  � ��#�9� � � � � � ��� 	��� � � � � '5�!	��,#� �  � � �	����	��� � � � � �,��8	� �0���� � �5� � ��<���(	� � � �������)	���6�'�'��,��	����-� �D	���8	��5��' �
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*CC�����4F ��� �?����'��,�<�!	������ ��� 	��� 	����E�� #D� � A4����� � �D	����	��5��'&	�� 	���A� ��'KA4�����E�5��'� �D	���8	�����' � F-�,	��
p = 2

T
��� � 	��� ��� � � �  '������ � 
G� 	������H�� � I F�K����	 � � �� ��6�����E� ��� �,	��,���0�!'%���D	*�!	��,��� �2 #����	�� � u
��� ��'BF
��A4�

�
� �  � �(	��8� � ��� � ����' � �E� #����	�� � � �� 	

( 	 ) � � J	���
	 � �����(� ���� �D�  � �!	�� � � 
����� u � ���H� � � F #��� 	�� � I A � ����	���&	 � �����(� ���(6��� �/�!	 � � �
A
I ��� � u � v ���K	���E������ � � � � �� ��	 � �	 F���� #����	�� � � u

��� � v
� F"���,�@� F�/�!'����

� ����D	� F"�,	�� u 	 v T � �$� ��.F"����NI<F� � �����K	��� � � 	� � � � � ��� ��	 u v � A4���' � ����� 	������
�
� �  �/�!	 � � � F-��������'���E���	
��� � �4F i ��� � ����' � �E� j ��� uivj ��$�	6	���

d � d �/�!	 � � � M � ;� A � �E�	 � ���NI%� �����,	��,#� � ������,	�;��� � ��� � ��� � d ��$�	
v 9 � d

��� � c 9 � � &� � ���,	 � � � A � 

��"	 � �,��'� (M, v, c) � ������� 	���"� �D	���8	��5��'

Φ(u) =
1

2
u � Mu + u � v + c

� 	�����'�',�,��	����"� �D	���8	�����' T �
�H�D	�
	����!	�I8���,����

M
��� � �����,	��,#� � ������,	�NI M1/2

����,�(	��.�!� � 	��� �  �5� �  F�"�<���/�!'����F � �,	� Φ(u) = 1
2

�
�
� M1/2u

�
�
�

2
+ u � v + c � 

�� �','��,��	����-� �D	���8	�����' �,�"<���(��'BAB������	���  ������� ��� �F-�,	�� J Φ(u) = Mu + v � � �,���� M ��� �

�
'�' � ��� � I M−1 ��4���(	��&�!� �J Φ � (u) = M−1(u − v) �  "�����

Φ � (u) =
1

2

�
�
� M−1/2(u − v)

�
�
�

2
=
1

2

�
�
� M−1/2u

�
�
�

2
− u � M−1v +

1

2

�
�
� M−1/2v

�
�
�

2

�����4F-�����)	����!	�	��� ��� ��' � �D	���8	��5�!' ���3��� �'�'��,��	����H� �D	����	��5��' ���H��'��(� �','��,��	���� �� '�'��,��	����H� �D	����	��5��'�����,� �4AJ	��� �5��'�'��4F-�,��9� � �D�  � 	 A �
� � 	 	 � 
�� ��� � � � Φ 
 � �)� ��& & 0 3 � 0 � 35� � ��� � 0 �'& *<�  ����* 
 � �!� � � � 0 3 & � (M, v, c) 7
� � ��� � "��� �'& & u,w 9 � d

�
DΦ(u,w) =

1

2

�
�
� M1/2(u − w)

�
�
�

2
.
����� � �8���G���G	�������� � �D�  � 	 AJ�,�H'� ��	-���H��� ��� � ������ �* B��� F �(���4F 	����!	9	���/	����E�� #D� � A4�����1� �D	���8	��5��'.����	*���,�� � � � ��� 	���/� ��'BA ������E�5��' � �D	����	��5��'

Φ(u) = 1
2

�
u
� 2 ��� � 	���;��� � � � 7'������ `( (p, y) = 1

2
(
(
p − y)2

���
���+�','��,��	���� � �D	����	��5��' � "G� � �(	�I ���D	�6	����!	 Φ = Φ � ���  	��7	���9���' � � �� ��',�,	 A1���>	���
2
� ��� � � � �H�F � �,	� Φ � (u)

�!� 1
2
u � Iu IPF-�� �  I ���.	��� d � d � � ��8	��,	 A �/�!	 � � � I���� �'� 	

Φ �0 = Φ � � 

���� I �5��'�'��4F-�,��9	��� � �������	������B��� 	����E�� #�� � A4�,��9� �D	���8	�����' I
Φ �1(u) = Φ �0(u) + `1(u)! � �



=
1

2
u � Iu + � u � x1 − y1 � 2

=
1

2
u � Iu +

1

2
u � x1 x �1 u − y1u � x1 +

y2
1

2

=
1

2
u � � I+ x1 x �1 � u − y1u � x1 +

y2
1

2
.� 	� � �!	������9	���6� � �2#� � � � � �E���	�F�6����	*�!���J	��� 2 /�� Z���� 
 (�� / 0 ��Z � �1/ & 2 / 8 & & 2 Z 0�2 / 
�

Φ �t(u) =
1

2
u �

R
� I +

t∑

s=1

xs x �s
��

u − u �
t∑

s=1

ys xs +
1

2

t∑

s=1

y2
s .

*C9���4F 	�� ��)� '��8�"���!	-	���
�
� � �!	� � � '� wt = J Φt ( J Φ �t−1(wt−1))

F-����
Φt����	��� 	����E�� #D� � A4�����9�'�',�,��	����-� �D	���8	��5�!' � "�� � �(���7��'������,	 A)I�'��	 A0 = I

��� � ',�	

At =

R
� I +

t∑

s=1

xs x �s
��

�5� � ��'�' t = 1, 2, . . .

	"�(�����;	��� � �������	������B��� Φ �t
F�6����� <���(��'BA/�����7�

�
	�&	��� � � � � ����8	

J Φ �t(u) = At u −

t∑

s=1

ys xs .

�  �5� � H� � �F��� � ������F"�,	�� 	���H� � � � �E���	�INF�"��� � 	��K�*���� � 	��0�?	 Φ �t ��� �� ���� ���  �� ������
Φ �t
��� � ����� � ��� � d

I���� � J Φ �t �����7� � 	� � � � �?#� ����������	���� � � � ��I'F� ����'KA��� � 	���#� � � � A 	����!	 Φ �t ���9�(	 � �,��	�'BAA�����8#��� � 
G�+���7	������.I>���D	�7	����!	
At

��� 	���
 "������5��� �/�!	 � � �;��� Φ �t � " ��� 	��� � �E� � I At

��� � �����,	��,#� �  �0���,	� �5� � �!'�' t = 0, 1, . . .���,����

v � At v =
�
v
� 2

+

d∑

s=1

� x �s v � 2 � 0
�5� � ���'A v 9 � d

I���� � v � At v = 0
� � ��� � ����'BAE� � v = 0 � 
����������7��'����� 	����!	 Φ �t ����(	 � ����	�'KA9�����8#��� � � ������ Φ �t �,� �$����� ��� NI
�$�� �/��C�E � � �!����'����� �!� � F�H�����7����#� � 	J Φ �t ����	������������

J Φt(u) = A−1
t

R
� u +

t∑

s=1

ys xs
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.
�������'5���(	H��

�
�!	������J��� �E � �5�!	��'KA AF���' � �
�;��'����� � �5� � � ��F� � ������,��� �5� � wt

I
wt = J Φt(0) = A−1

t

t∑

s=1

ys xs .

! � �



� �1	����,� �5� � � wt

����� �  � ���������� G� � ���
	���6����' � 	������J���
� � ���E���

u ��� d

��
1

2

�
u
� 2

+
1

2

t∑

s=1

(u � xs − ys)
2 �� =

� � ���E���
u ��� d

Φ �t(u)

F"���,�@� � ��������	���,F��'�' � �4���4F-� � � � �� � �� � ��(������� �� 	����/�!	�� � ���  "�8 � ' ��� � "-�� ���� ��� �BC�U �% � 2-�����D	� � ��� �H��/� � � C�E � C;��� � ���	������ C�E � U I$	���������',	� � ���!	��,#�)����� �
� �� ��� ���,#� � �������	������9��� wt

���3� �����(� ��'�
�
� �  � ���'A9	����E�� #D� � A4�����-� �D	���8	�����' �  "� F ��#� � I ���D	 F-�,	���� 	*��� � �����J	������9�� � �,#D�!'������NI �,	)��� 	��� � �� ��� ���,#� � �������	������ ��� wt	����!	 �/� ����H�,	
<�!� A/	�� � � �2#� �  � � �	 � � � � � �H���QF-�,	�����(�� � �LA 
����� � �� C�E � U �2 ��	� � 	������ ����� � 	 � ��� � ���������� I F�;���4F � �	 ��� �A	��/	��� �!�0�!'BA4���,�&��� 	��� � �� �  	 �2"����'BAF�����-	���H� � �?#� �5� � � � '5���3	�� wt = J Φt ( J Φ �t−1(wt−1))

I8��� � � ���������&'��,	�	�'���'��� � � �PI F�;����	������ wt = A−1
t (At−1 wt−1 + yt xt) �

* ;��� F �(	*�?	� � � � �F��� '� ��	��� ��� � �������T7���E� � B��4��'��,���,	 �5� � � �5� � 	��� � � � �?	� ��� ', � � � 	��� � ��(	7���-	�������*���!��	� � I>F�7� � � � �#F�5�!	�)	���7���
�E�� � � � �����	� �0���� � �5� � ��<�!�(	� � � �������B	��� 	����E��#�� � AF����� �','��,��	����-� �D	���8	�����'@F-��	��J	��� �E� �  ������������ � � � �� � �� � ���������� �5� � ��<���(	� � �
��� ����F	H',�� �/�PI�F-�����*�B���
�
�( � ���/	����������'BAF��������� � � � �� � �� � ���������� I������4F-�	����!	
	��� F�������8	

�
� � �?	� � � '�6���G	������ �5� � ��<��� 	� � �<�!� � �F � �,	�	��� ���-�����,��� 	*��������� 	��� * � ��� � F �  "� $ � � '� � �E��8	������� � ��� � ���	������ C�E � ! T � ������� � � <�!' �/�!	 � ���� �,��� 	�<� � ���3�)���<��'5� � T����"'��� � ������� � �!	� �

� � 	 	 � 
�� ��
�� � � � � � 0 ���:� 
 � ��������� � ��* 
 � �!� � � 0 * � � ��� � ����
�
 0 ��� "���������'
 � �.�
 � � 0 
 " � � "��� ���<� � t � 1 �
wt = wt−1 −A−1

t � w �t−1xt − yt � xt .

�  �5� �  � � �?#F�����J	��� �/����� � �� � ',	K��� 	������������	��,��� I F� ��� � � �
��� 	��� � 	���*����������''� � �/� �

� � 	 	 � 
�� ��
 
 � � � B 
 �%�)���)� 
 0 � �.�)� � n � n ".�@& & 	 �.�)��� � � � � 0 1 � x �)���)� 
 0 	� �.�)� � � ��� � ��� � �)�+*#& � � A = B+ xx � 7 � � ���
x � A−1 x = 1−

�  	 (B)

� �	 (A)
.

8:9<;�;>=@? � �
x = (0, . . . , 0)

	�����:	���B	����� � �� ����' � �;	 � �,#4����'�'BA � 4 	��� � F"����NI F�F � �,	�
B = A− x x � = A � I −A−1x x � � .

! � !
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	������ 	��� � �	� � �E�������8	���� 	���6'� ��	 �E���(	
��� �1� ���D	����E���(	 �/�!	 � �������I

� �	 (B) = � �	 (A) � �	 � I −A−1x x � � .
��� � �����8	� �0�!� � ��� � ���� 	���6� � �2#�K�� � �?	������1����� �  	 � ����� �5� � �E � ��� �5��'�'��4F-�
� �	 (A) � �	 � I−A−1xx � �

= � �	 (A) � �	 � A1/2 � � �	 � I −A−1xx � � � �	 � A−1/2 �
= � �	 (A) � �	 � I −A−1/2xx � A−1/2 � .

 "�����NI�F��� �  ', ��	7	�� �����4F 	����!	 � �	 � I−A−1/2xx � A−1/2 � = 1 − x � A−1 x �
�$�	�	��,��

z = A−1/2x
	����,������� �  � .F � �,	�	��� ��� � �	 (I − z z � ) = 1 − z � z � � 	����

<�!� A7	��9��� 	��0�?	
z
�������/�������8#����	�� � ��� I− zz � F-�,	��/�������8#���' �  λ1 = 1− z � z �61� � ��?#� � IG	��� �  �/����������� d − 1

��������#����	�� � � u2, . . . ,ud

���
I − z z � �5� � � ���� � 	�������������' �%�!�����$���8	��� � � ���(�0���� ��� � d

� � 	�������������'D	�� z
ID��� � 	��� ��� �(� ��(� ��� � ������������8#���'

�
��
λ2 . . . , λd

� � K�!'�'$�� � ��' 	�� 1 �  H�����

� �	 (I− z z � ) =

d∏

i=1

λ1 = 1− z � z

��������'
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��� ��
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9 � d � � �!� ��� � "��� �'& & u 9 � d �)�+*�" ���%�'& & n � 1 �
Ru,n / 1

2

�
u
� 2

+

R
� d∑

i=1

'��
(1+ λi)

�
� �/� �

t=1,...,n
`t(wt)

��� ����� λ1, . . . , λd �)��� �!� �%� 0 � ��� � �'& ����
 �6" �!� � � � � � 0 1 x1 x �1 + ����� + xn x �n 7
8:9<;�;>=@?�� �D	�/	����!	 J Φ �0(0) = J 1

2

�
0
� 2

= 0 �  "�����NI������� � �� C�E � UA����� � 
�!����'��� � � 	H�������;	������������ ���!	��,#F�,	 AE��� � � ����/�!� � �,#� � ��������� F� ���	

Rn(u) / DΦ �0(u,w0) +

n∑

t=1

DΦ �t(wt−1,wt) .
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F"�� �  DΦ �0(u,w0) = 1
2

�
u
� 2 ��� �	�� w0 = 0 �

	"���,�� �$�� �/� C�E � � ��� � �$�� �/� C�E � C�E,F�6�<���1	�����%F � �,	�
DΦ �t(wt−1,wt) =

1

2
(wt−1 − wt) � At(wt−1 − wt)

=
1

2
(wt−1 − wt) � � w �t−1xt − yt � xt

=
1

2
� w �t−1xt − yt � 2

x �t A−1
t xt .

= `t(wt−1) x �t A−1
t xt .

2"����'BAF����� �$�� �/� C�E � C�CNI F� �� 	
n∑

t=1

x �t A−1
t xt =

n∑

t=1

�
1−

� �	 (At−1)

� �	 (At) �
/ n∑

t=1

'�� � �	 (At)

� �	 (At−1)

� ���,����
1− x / −

',�
x
�5� � ��'�' x > 0 T

=
'�� � �	 (An)

� �	 (A0)

=

d∑

i=1

'��
(1+ λi)

F"�� � 1	��� '5�!�(	7�� � ��'��,	 A ����' � � � ��<� � �� �  	 (A0) = � �	 (I) = 1
��� � � ����

�
��

� �	 (An) = (1 + λ1) � . . . � (1 + λd)
F-�� �  λ1, . . . , λd

� � )	���;��������#D��' � ��6���	���
d � d �/�!	 � � � An − I = x1 x �1 + ����� + xn x �n �

 "�����

n∑

t=1

`t(wt) x �t A−1
t xt /

R
� d∑

i=1

',�
(1+ λi)

�
� �/� �

t=1,...,n
`t(wt)
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t `t(wt) ���

��	������E	� � � F� �  � � � � �  � �LA � �������(	*����	�I
	�����J	��� � �� � �	$F�� � ' � �  � � � � �  � �LA O(

',�
n)
I����� �4� �������	��5��'$���7� � �2#���E���	�2#� � 	��� �5� � ��<���(	� � � � ������� � �� � � �D	����	��5��'�� � �G�B���)	�������I$�*���8���� X � � �*� 	����!	�

xt

� / X �5� � ��'�' t = 1, . . . , n � 2 �0�����,�)��'��� � � ���,� � ����	��(	*�?	���-	����!	 An − I
�����

	��� ���
�E&�����<G� � � �������8#���' � ��
����	��� �/�!	 � � � G F-�,	��B���	 � ���� Gi,j = x �i xj

�
G
���

�<�!'�'� � 	����� ( 
 � � 
 2 ( / �A���G	��� � ������	�� x1, . . . , xn

T � �
�� �  �5� �  λ1 + ����� + λd =

	 � U



x �1 x1 + ����� + x �nxn / nX2 � �
�� � � ���8	��,	 A (1+ λ1) � . . . � (1+ λd)
I
�
� �  � 	����������(	 � ������	 λ1 + ����� + λd / nX2

I �,� �/� �����E� G� � F-���� λi = nX2/d
�5� � ����*� i ���������A4���' � �

d∑

i=1

'��
(1+ λi) / d '��

�
1+

nX2

d � .

� �K	��� ����4	G�����	��,��� F� �����4F ��#�� � �5�!�8	 ���F	��� � � � �� � �� � ���������� �5� � ��<��� 	� � ���*�����#�������/� ',����� � �,	����E��� �  � � �	 � � � � � F-�,	��+�!�A���7� � �2#� � '��� � �����7�������(	*����	 � � ���F����	��,��� C�E � � F������� F 	����!	�	������
�������(	*����	"�,�
�D��	����/��' �
� "�� � � �5��� ����� � �
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�  � 	*� � 	 � � ��� 	��� ����� � �� ��� �(�,#� �  �0���,	������ I ����#���=�,���F�� 	������ C�E � �PIK���)	���� � � � �,��8	�� �0���� � �5� � ��<���(	� � � �������B	���;	����E�� #�� � AF�����J�','��,��	����K� �D	���8	��5��'�� � �  � I 	���
� � � �� �  � � ������,��� �5� � ��<�!�(	� � T

wt−1 =
� � ���E���

u ��� d

��
1

2

�
u
� 2

+
1

2

t−1∑

s=1

(u � xs − ys)
2 �� =

� � ���E���
u ��� d

Φ �t−1(u) .

�  ���4F ���8	 � � ��� ��3	��� � �?# �����$G�� ��� A�� � � � � � 	�� �5� � ��<�!�(	� � I!���8	 � � ��� �� � �PA � �?# � ����E:C  ��� ��� ��4	�����(�����=	�� '�����<� � ��4�  � 	�� ��� ����� �
��� � ����?	������ �5� � ��<��� 	� � � �����F����
	��,��� � � � T�I ��� � ��'��(���(	 ��� �� � �PA��HG��

��� A ��� � � � � � � 	�� � � �  ���)� �(� ����5��' �<������� � � ���% � ���	K�!'���� � �,	���� � �
�� � �?# �����$G�� ��� A�� � � � � � 	�� �5� � ��<��� 	� � � �  � �,��	����!		����E
t
F-�,	����

w �
t xt

I:F-�� � 
�
wt =

� � ���E�,�
u ��� d

��
1

2

�
u
� 2

+
1

2

t−1∑

s=1

(u � xs − ys)
2 +

1

2
(u � xt)

2 �� .

� �D	�J	����!	 ��� F 	���%F�������8	��
wt �

�( � 	��C� �  � ����	 xt

����� ��� �  � t � �!	��� � 	������
t− 1 � �  � ��-	�������IF��'������ F-��	��7	��� � ���!	��-���D	*�!	������ I�	��9�(	 � ��(��	��� � ����	�	����!	 ���4F�
wt � �F�� � �� �� � ��� xt � � �D	�J	����!	 	��������/� ���� 	��� � �?# �����$G�� ��� A�� � � � � � 	���5� � ��<���(	� � ������'�����<� � �� ���7�%� � ����� 	������E�*�������� ��� �wt

	�� 	���+��� ��� ��(� ��� � ����� �*��������+��� wt−1

�5� �	��� � � � � �,��8	�� �0���� � �5� � ��<�!�(	� � I$����9�<���A���D	� 	����!	 F�9�����7��'BA1� ���  � 	��� 	� � �
(u � xt)

2/2 � ��������� ��� ��	���������'$	� � � �<��� � )#4��.F� � ��� 	���)'������ (u � xt − yt)
2/2

IF"�� � -	���&� � 	������E yt
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�F���E��'�� � 'BAE	�� F"���!	$F� � � � ��� �F���	������ C�E � �PI%��	&���-<�!� A 	�� �  � �,#� ���A �4��'�������	�5� � � ��'��(� �5� � 	����������F �wt

I
�
wt = A−1

t

t−1∑

s=1

ysxs .
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�
��� �,	��;� � �F���-��<��#F��'BA � �'��,�� ��� 	���	���@�������
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�E � �� �  	 � � � � � �<��� � 6����	*������ � � ���K	����� � �F���>��� �$G�� ��� A �!� �� � � � � 	�� � � �  T � ������� 	��� � � � � �,��8	�� �0���� � '�����<� � �5� � ������(	� � F"�,	�� � �E� � � �� �	����E�� #�� � AF����� � �D	���8	�����' I&��� � 	����� � � �?��	������ 	���C� � �8��� ��� ������ � �� C�E � U:����F�� 	������ C�E � U � �  � � ���D	 �5��'�'��4F 	����!	 � � � 	����� � ���  � 	�� ����� 	���J� � �F������������7�0', ���
� ������� ��'� �

��� ��
�� ��� 
��	��� � " �!� � � � � � 	 ��� ��� � � 	�� �)� � � �!� " �����.���'
 � ��� 0 
 ���@� ��� �O
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d � � �!� ��� � " ��� �'& & u 	 �

d �)�+*O"���M�'&(&
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 1 �
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2

�
u
� 2

+
Y2

2

R
� d∑
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',�
(1+ λi)

�
�

/ 1

2

�
u
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+
dY2

2

'�� �
1+

nX2

d ���� ����� X =
�/� �

t=1,...,n

�
xt

� �
Y =

�/� �
t=1,...,n |yt|

� �)�+* λ1, . . . , λd �)��� �!� �� 0�� ��� � �'& ����
 �6" �!� � � � � � 0 1 x1 x �1 + �� + xn x �n 7
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at =
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s=1

ytxt .

� � F"���!	 �5��'�'��4F-��I F� � �� �wt = A−1
t at−1

	�� � ����D	�/	���%F�������8	 �!	;	����E t ���	��� � �2# �����HG��
��� A�� � � � � � 	�� �5� � ��<���(	� � I>��� � wt−1 = A−1

t−1at−1

	�� � ����D	� 	���F�������8	 �!	&	����E
t
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−Φ �n(wn)
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DΦ �t(wt−1,wt)
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t−1xt x �t A−1
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t xt x �t A−1
t−1

	������	��� � ���7��'BA
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t

�,� � ������	��,#� � ������,	��T � 	H���������$�� �/� C�E � C�C������'�'BA A4���' � ��	��� � ���� �  �1� �� � ',	 � 2

�-�H� ������' � ��/� � � I4���D	� 	����!	 � �������;	��� �F�� � �/��� ���1� ��� ������� �5� � � � '��

A−1
t = A−1

t−1 −
� A−1

t−1xt � � A−1
t−1xt � �

1+ x �t A−1
t−1xt

	���
d � d �/�!	 � � � A−1

t

IQF"�� �  At = At−1 + xt x �t
I��<��� � 1�����7�

�
	� � � � ���

A−1
t−1

��� 	����E
Θ(d2) � �
�����H����� � �*� � �	�	� � 	������ Θ(d3) � �� � � �  � � � ��� � � � � ���	����#� � ���,��� ��� At � � �����NI � �D	�� 	��� � � � �� � �� � ����(����� �

� � �!	�+�!� � 	��� � �2# ����HG��
��� A�� � � � � � 	�� � � � �?	�9�<��� � 9�����7� � 	� � ��� 	����E Θ(d2) ��� �C�����8	 � �!�(	�I 	���	����E1��� �  � 	�� �����7� � 	�J	��� �5� � ��<���(	� � � �%�!�� � ��� � �� � � �D	���8	�����'�� �,�E����'KA

Θ(d) �

� "���� � ��� ��	 � � � �
	��

�  ���4F � � �?#�)	����!	&	��� � �2# �����HG�� ��� A�� � � � � � 	�� �5� � ��<��� 	� � �,���D��	����/��' �,�A	���������(6	����!	
�,	��
'�<� � �,��)�������(	����8	H�<�������D	 �  � �� � <���� � �
��� ��
�� ��� �������� � � ` 
 � �!� �H
 ���>�)�.� & �)
.
 `(p, y) = (p−y)2/2 7 � �����'&(& d 
 1 �" ��� �'&(& Y > 0 � " ��� �'&(& ε > 0 � �)�+*$"��� �)��� " �����.���'
 � ��� �!� �.��� ��1 0 
 � 
 � 
�������.���.�
(x1, y1), (x2, y2), . . . 	 � d � [−Y, Y]

� 0 �!� �
xt

�
= 1 " ��� t = 1, 2, . . . 
.��� � �!� � �

',��� �,� �
n→∞

(
Ln −

��� �
u ��� d � Ln(u) +

�
u
� 2 �'��

n

 (d− ε)

Y2

2
.

8:9<;�;>=@? � 
����'BAK� � �?#��	���.	����� � �� ���)	�����<���� d = 1
ID	����<��� A������ � ��'�� G<�?	������	�� �!� � � �0��	 � � � A d 
 1

���E'� ��	/�!�B �� � ������ � � �,	���� � 	E'������E��� ����� � ��'��,	 A)I����	
Y = 1/2

� 	��� � �
�
� � �<�!� �  � ����<��', � 	�� ���LA � ������4T � �$�	 xt = 1

�5� � t = 1, 2, . . .
I

��� 	����!	 ��'�'�',�������� � � 
���0	��� �5� � � (w−y)2/2 � �F�,�����	����,� #���' �  � �F�� ���D	 �@��������� � 	���&�����E&�������(	*����	������ ���  � 	�� w ��� � y I F-�,	���� � 	 '���������������� � ��'���	 A F� �/��A���(�
�
�E

yt 	 {0, 1}
�5� � ��'�' t � �����(	��� � ��� yt 	 {−1/2, 1/2}

I0���-�
�
������(	� � �PAJ	������(�

�
�7��	������

Y = 1/2
T ��$�	

L(F, yn)
� H	���-�

�
�
�
'5�!	��,#�����

�
� � -',����� ��� �5� � ��<���(	� � F ���7	���H���� � �����

(1, y1), . . . , (1, yn)
�!� � ',�	 L(u, yn)

� "	���H�
�
�
�
'5�?	��,#�����

�
� � -'������ ��� ��4�  � 	 u

	 ��E



���1	�������
�E �� �
�
����� � �
����

��� �
F

�/� �
yn � L(F, yn) −

�,� �
u
� L(u, yn) + u2 � �


 ��� �
F

� �
L(F, Y1, . . . , Yn) −

�,� �
u
� L(u, Y1, . . . , Yn) + u2 � �F"�� � &	���� �4� �� 	*�!	������B����	*� ����%F-��	�� � ��(� �� 	H	�� � � � ���0� ����'��,	 A � �,�(	 � � � � 	������E���

{0, 1}n �  �0�� � ��� �5��'�'��4F-��� � � �(	�I Z 	 [0, 1]
��� ��� ��F-� � � ��� 	�����  	*� � ���(	 � � � � 	������F"�,	�� �%� � �
�E�	� � � (a, a)

IQF-�� �  a > 1
���/�(� ���� �� � '5�!	� � � ������ <�!�@�

Yt

���
��� ��F-� ��� � �� �� � ���	�'BA � � ��� ���  � ��� � ','�� � ���(	 � � � � 	������:���&�0� � ���E�	� � Z � � 	E���<�!� A6	��H�����4F 	��0�?	�	��� �5� � ������(	� � F ���*�����#F�����
	��� ������ � � ��� � [L(F, Y1, . . . , Yn)]� �  � ��� 	��
�!	�	����E t+ 1

�LA �E�������E� G������ 	��� ��4� ���	� � ',���������J	������ �4	
� � 	������E
Yt+1

����� � �,	������� � ��� 	��� � ���'�� G<�?	��������G����	����� � �#4��� � �>� � 	������E�� Y1, . . . , Yt �
�
��

� �  � ��� 	�������(
pt+1

�E�,�����E� G������7	���/��4� ���	� � ��� � � � /'������9��� Yt+1

���9�����7��'BA 	���
��F� ���	� � #���' � )��� Yt+1

����� � ��	������� � ��� 	���)� � � �  � ��� 	����E�� St = Y1 + �� +
Yt

	���1�
�
	������E

1
����� F� � �

� ���:	���J�%�!�(	 � 	"������� �(���7��'�E� � �D�  � 	��,�� ���-	���� �	�� � ���(	 � � � � 	��,��� � ��� �F���	������ C � � C � � �,� 	��� �"��� �� � ��� T�I F� ���<#� 	��0�?	 	�������� � �,	��,���0�!' � ������,	 A fZ(p | St = k)
���
Z
I����,#���1	�����#����	

St = k
I���

�
��',�

fZ(p | St = k) =
pa+k−1(1− p)a+t−k−1

B(a+ k, a+ t− k)F"�� �  B(x, y) = Γ(x)Γ(y)/Γ(x+ y)
����	�����  	*� �

�
����	��,��� � ���� �  �5� � I

(
pt+1 =

�
[Yt+1 | St = k] =

∫ 1

0

�
[Yt+1 | Z = p] fZ(p | St = k)dp

=

∫ 1

0

p
pa+k−1(1− p)a+t−k−1

B(a+ k, a+ t− k)
dp

=
k + a

t+ 2a
.

�$�	 �
p

� �	��������� � �,	���������'  �4� �� 	*�!	������ � [  | Z = p] � ������ I
�

p

�
(
(
pt+1 − Yt+1)

2 � =
�

p

�
(
(
pt+1 − p)2 � + � p

�
(Yt+1 − p)2 �

=
�

p

�� �
St + a

t+ 2a
− p � 2 �� + p(1− p)

=
�

p

�� �
St + a

t+ 2a
−
pt+ a

t+ 2a � 2 �� + � p−
pt+ a

t+ 2a � 2

+ p(1− p)

� �������� �
pSt = pt

T
	 �:C



=
�

p

St − pt

t+ 2a
+

�
2ap− a

t+ 2a � 2

+ p(1− p)

=
tp(1− p)

(t+ 2a)2
+

�
2ap− a

t+ 2a � 2

+ p(1− p) .

� �����NI � ��<�!'�'������+	����!	 a > 1
I 	���1 �4� �� 	� � � � � � '5�?	��,#�/'������ ���"	��� �D��	����/��'�5� � ��<���(	� � F ���H�����7� � 	� � ���

�
L(F, Y1, . . . , Yn) =

1

2

�
[Z(1− Z)]

n−1∑

t=0

t

(t+ 2a)2

+
1

2

� �
(2aZ− a)2 � n−1∑

t=0

1

(t+ 2a)2

+
1

2

n−1∑

t=0

�
[Z(1− Z)]


 1

2

�
[Z(1− Z)]

∫n−1

1

t

(t+ 2a)2
dt

+
a2

2

�
1

4a2
+

∫n−1

0

dt

(t+ 2a)2 �
+
1

2

n−1∑

t=0

�
[Z(1− Z)] .

� ;���4F '��4F� � � � � � � 	���9	�� � �)	� � �E� � � �2#� � �
��)����	��� � ��'G��� 	��� � � �(	&	� � ��#���'
�
�!	���
	��

'�� n− 1+ 2a

1+ 2a
−

2a(n− 2)

(1+ 2a)(n− 1+ 2a)
=
',� n− 1+ 2a

1+ 2a
+ Θ(1)

F"�� � NI-�� � A��� � �,� F-���!	 �5��'�',� F"��I
Θ(1)

���
�
� �  � � 	��F� � �5� � a �������(	*�!�8	J��� �

n→∞ � �-�H	���6��8	�� � K�������� � 	� � � ��� Θ(1)
I
�
�(����� �

[Z(1 − Z)] = a/(4a+ 2)F� ���	
�

[L(F, Y1, . . . , Yn)] 
 a

4(2a+ 1)

'�� n− 1+ 2a

1+ 2a
+

an

4(2a+ 1)
+Θ(1) .
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�
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�
�
�
'5�!	��,#� '������/��� 	��� � ��(	B��4�  � 	 � �
��<��'�',����� 	����!	

Sn = Y1 + �� + Yn

F������#�
�

p

��
��� �
u

n∑

t=1

(u− Yt)
2 �� =

�
p

��
n∑

t=1

(Sn/n− Yt)
2 ��

=

n∑

t=1

�
p Y

2
t −

2

n

�
p

��
n∑

t=1

YtSn
�� + n

�
p

�� �
Sn

n � 2 ��
=

n∑

t=1

�
p Y

2
t −

2

n

�
p

��� R
� n∑

t=1

Yt

�
�

2 ���� +
1

n

�
p S

2
n .

� �����NI � �����'�'������ 	����!	.	���"#�� � ��������"�������'A � ��� � ��� #�� � ��� ��'� X ��� � X2 −(
�
X)2

I
��� � 	����!	 	���)#�� � ��������)��� 	��� � �������E�5��' � ��� � ��� #�� � ��� ��'� Sn

���
np(1 − p)

F�
���	

�
p

��
�,� �
u

n∑

t=1

(u− Yt)
2 ��

= np−
2

n
� np(1− p) + (np)2 � +

1

n
� np(1− p) + (np)2 �

= np(1− p) − p(1− p) .

� ��	��� � �!	������;�2#� � p AF���' � �
�

� �
�,� �
u

n∑

t=1

(u− Yt)
2 �� =

an

2(2a+ 1)
− p(1− p) .

���� �  �5� � I%��� 0 / u / 1 I
� �
L(F, Y1, . . . , Yn) −

�,� �
u
� L(u, Y1, . . . , Yn) + u2 � �

=
a

4(2a+ 1)

'�� n− 1+ 2a

1+ 2a
+

an

4(2a+ 1)
−

an

4(2a+ 1)
+ Θ(1)

=

�
1−

1

2a+ 1 � 18 '�� n− 1+ 2a

1+ 2a
+Θ(1) .

� K��������'
���  	����� � �8��� �PAJ������ � #F����� 	����!	
	��� � ����	�� � � � ',	��,��'BA4����� ',� n ����� � �/� �  � � �0��	 � � � �,'BAE��'����(�	�� 1 �PAJ�@���8��������� a '5� � �� ���� � ��� � 2
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��� � ����"��� 	������ �����	������E��� 	�� �����4F 	����!	 �PAE�6�0�?	 ��� ��'���4	�����(�����/��� 	��� �E���4	 ��� �5� � ��<���(	� � �)���8	 � � ��� �� � ��� � ���!��	� � � I ���� �/��A ����	*����� � ��'������)���
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� �  �	��� '������ � �,	���E�,� '������ � � ����	��,��� � ���� �0������� ���	 � � ��� � ��E�������(����8	6�������� � ��8	�����'� � ���0� ����'���	 AB�!�����������E���	-����	 � � ��� �� � �,� � ���!��	� � � � �
�� �E� � �' ���"��4	��� �  � 	����','�� F ��� �  ��� �5� � �/�?	������ ��� � ��F�  � 	���	����!	 �  � �� � ��� � ��� � ������ � � '�����<� � � � �����	��,����� ��� 	���-��� � H��� �5� � �/�!	������)#����	�� � � � � ��� � �E����� G�
���D	*�!	������ F-�,	�� � ���!��	� � � I��������� �  � 	��� �5��'�'��4F-�,�� �E� � �' � ��	B<���*� 	����E �����(	*�!���� t I �  �5� � ��/� �4����� �
� �  � ��� 	������ I0	��� �5� � ������(	� � ������ � #��� 	���)��� � )��� �5� � �/�?	������1#��� 	�� � xt

�
�
�@�A	����!	

�
xt

� / 1 � ���� �5� � ��<��� 	� � I �0���( � ���7	���-��� � -��� �5� � �/�?	������)#����	�� � �!� � 	���
�%�!�(	�I���(���������;� ������������!	��,#�/�
�
� �  � (pt(y, xt)

	��A<���*� �'� �E��8	
y
���H	���B�

�
	������E

�(�0������ � � �D	�&	����!	�I4���H�D��� ���( � 	��)	��� � ��(	H��� 	��� �����	������ I F� � � ���D	 � �� � � � 	����!	�� ���H�;�
�
�����	H��� 	��� � <�!'�',���� � �
�� � � ����	������ (pt(  , xt)

�,�
�(���E�	����E�� ���8	� � �� � �	� � ���>� � � ������,	 A � �2#� � � I�	���� � ����� � �F��G���D	G�#���;��� � 	�� �  ���E<��� ��� � �0',�(�0���� � �
��"',������I8�!	 	����E t I���� 	��� �5� � ��<��� 	� � ��� � ����� � �PA;	���"'������ � �,	����E��� '������
−
'�� (
pt(yt, xt)

I���� � 	��� �  �5� � 6�,	���� � � � '5�?	��,#�&'������
���
(
Ln = −

'�� n∏

t=1

(
pt(yt, xt) .

5
�
�(	 '�� ����,� <� � '��� � �����	��,����� ���)	������>�*���!��	� � I�����*� ��F�  � 	 ��� ��� � ��� � �LA;�"#����	�� �

u 	 � d
I$��� � �,	��"� �  � ��� 	������ � �� �� � �&��� 	���9�,���� � � � � ��� ��	&��� u

��� � 	���9��� � ��� �5� � �/�?	�������#����	�� � 	�� � � � ��� �B	 � ����� �5 � � � ����	��,��� � �  � ;	��� 	 � �!��� �5 � � � ����	������
σ :

� � � → � �,�3������������?	��,#�NI���� � 	��� � �  � ����	������K���� �4�  � 	 u I � � ���9���0�( � #4�,��	���9��� � )��� �5� � �/�?	������ xt

I ���-	��� � � ������,	 A � σ(  ,u  xt) �
����9�

�
�
�
'5�!	���#�K'������ ���

��F�  � 	 u
����	��

�
�

Ln(u) = −
',� n∏

t=1

σ(yt,u  xt) .
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�
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i=1 var(Vi)x
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i = ε2
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i=1 x
2
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Fyt(u  xt) = Ln(u)
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u) = −
',� n∏
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pt(yt, xt) +

∫
qε

u(v)
'�� n∏

t=1

σ(yt, v  xt)dv
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∫
qε

u(v)
'�� ∏n

t=1 σ(yt, v  xt)∏n

t=1

(
pt(yt, xt)

dv
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∫
qε

u(v)
'�� ∏n

t=1 σ(yt, v  xt)∫
q0(w)

∏n

t=1 σ(yt,w  xt)dw
dv
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∫
qε

u(v)
'�� qn(v)

q0(v)
dv
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∫
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�7��'�NI �5� � 	��� ��� � �(���5��� 	 � �!��� �5 � � � ��� 	������ σ(y, z) = 1/
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∫
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=

∫
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∫
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∫
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=

∫
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����' � 	������B���>�)�����8#���1�D��	����E� G��!	������ � � ����'� � �
5 � �?#�H	����!	.� ����' � 	��,��� 	��K	���H� � �2#�" � � �!	������7��'BF
��A4� ����,�(	��.�!� � 	�����/� � �!��		���)� � �F���.��� �
���� �  � C�E � C;	��1� � �2#�7� � � � � � ��� 	��� � �� � �	K��� 	��� �E� � � �� ��5� � ��<���(	� � �

��� � �
	����� ������ 5 � �?#��	����!	�	����F�������8	 � � � �!	� � � '�
wi,t =

wi,t−1e
−λ � `t(wt−1)i

∑d
j=1wj,te−λ � `t(wt−1)j

.

��� �(� ��(� ��� � �A	�� � � � ����/��� � � � � �� 	������ ��� wi,t = wi,t−1 e
−λ � `t(wt−1)i

I
i =

1, . . . , d
I$���8	��B	��� � � ���0� ����'���	 A1�����7��'������� � d

I F-�� � ;	���;� � � � ���	��,���C��� 	*� ����������� ��� �����;	�� 	��� ������� ���  ��� ��'

Φ � (u) =

d∑

i=1

ui(
',�
ui − 1)

����	����� �D	���8	�����'
Φ(u) = eu1 + �� + eud �
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��� � �
	����� ������ � �����(� �  � 	��� �� ���� ��� �� ��'KA4�����E�5��'�� �D	����	��5��' Φp �
�F���4F 	����!	

� �0	���"'������ �
�
��� 	������7��� 	���"���

�
� � -'����(� `(p, y) = (p−y)2/2

I�	����� �5� � ��'�' w,u 	
Rd I �5� � ��'�' y 	 � IG�!� � �5� � ��',' c > 0 I

1

1+ c
`(w  x, y) − `(u  x) / (p− 1) � x � 2

p

c
� DΦq(u,w) −DΦq(u,w � ) �

F"�� �  w � = Φp (Φq(w) − λ J `(w))
�,�;	��� �� ��'�� � � � �,��8	 � � � �!	�NI ��� � η =

c � � (1+c)(p−1) � x � 2

p � � � �-�,#F������7�!� � � � � � � 	�� �KC � 	 � I,2����	���'� �BC � ��� � T�� � �%� �
 �8��� �
�����
��4 � �����(K���
��� ��� �
��� � �
	����� ������ �
	 ;��������� ��� ? T � �(K	���K������ � ��'��,	 AB�(	*�!	� � ��� � �� � ������ C�E � � 	��
�  � ��#�6� � � � � � ���J	���&��� � � � �'������ � �� � �	 Rn(u)

�5� � 	��� � � � � �����	�� �0���( � ',����<� ��5� � ��<���(	� � � �������J	��� � � ��8	��,	 A �
�
����	������ ����	 � ����� �5 � � � ��� 	������ � � �,� � �E#���' �  ���

c
	����!	HA4�,�' � �&� �  � � �	 � � � � � �5� � 	���9��� � � � 9',�����&��'�������	�'BA � �	(	� � 	�������	����!	&��������� � �� C�E � � �

��� � �
	����� ������ �  � �,#��� � �� � �	 � � � � � �5� � 	��� � � � � ����8	�� �%�!�� � �5� � ��<�!�(	� ��� �������	���9� �0�(��'
�
	�K'����(�

`( �p, y) = | �p − y| � � �D	�6	����!	"	������H'������-�,�"���D	 � �� � '5� � ���-��	-������D	 � ���  � ��8	���� ��'���!	 �p = y � � � ������ � �������@��� � 	 � � I ������� � � E�� � � T
��� � �
	����� ������ 5 � �?#�-� � �� � �	 � � � � � �5� � 	���
� � � � �� 	� � � ������� ��8	�� � � �� � ' � �� �!��5� �  � � �(	� � � � � ���)	���6�'AF�  � � ��' � �!����� � �� � �D	���8	 �"� ' �
��� � �
	����� �����# 5 � �?#� �� � � � C�E � � �%$  � " � �F�	 `0 = a � � � � � �?#�I �5� �  � �*�
t = 1, . . . , n

	��� � ���� ��� ' � 	 A
`t

2
∑t

s=0 `s
/

�			

t∑

s=0

`s −

�			

t−1∑

s=0

`s .

��� � �
	����� ���� � � 5 � �?#� � � � � � '�������� ������ � �� C�E � 	 �
� � ����	��� �� ���� ��� B � �� �������	 �"� ' � �D	����	 �"� ' � � � � � � � ���	 � �� 	��� F� � ���8	�� 	��+	���&������#��� ���	;����	 �'� �� ��LA � ��	� � �� ��	 � ��� 	���K� � ��� � � � ' � 	 A/� � �7��'��� � � � d

F � 	��1	���K�LAF�  � � � �  [β/d, 1]d
IF"�� �  β � � � � � ��� �!��� �E�	� � � � �  � ���(	� �(� � � � �?� � � 	��/�BC�U � � � T

��� � �
	����� ���� � � 5 � �?#� ���� � � C�E � � �
��� � �
	����� ���� ��� �F��� F 	�� � 	 �

	 	 �



C � 	����� � �� � �'�,� ��� � � � �7��'�,C�E � U � � 2 � � � � � ��������� 	 � �NI
� � 	����� � �� � �'�,� ��� � � � �7��'�,C�E � � � � 1/4 � � � � � ��������� 	 � � �

��� � �
	����� ���� ��� � ����� �,�  � 	��� � '�	� � � � 	 � #� � ���� � 	 � ���C��� � ������� ���	�� � � �� � �5� � ��� � �(	� � � � � ��� 	��� 	 � �E�� # �?� A � ��� � �D	���8	 ��� ' I
wt = �?� ��� � �

u ��� d

Φ �t(u)

F"�� � 
Φ �t(u) = DΦ � (u,w0) +

t∑

s=1

`s(u)

�5� � �����E � � � 	 �"� '�F� � ����	 w0 � � � ������� ���  � �D	����	 �"� ' Φ = Φ0 �
� � � ��� 	�� � ��5� �  � � �(	� � IG�����4F � �E� � ������ ��� ' #� � � � ��� ���������� � �� C�E � UB� � �2# � ��/	��� � � �E� �

�
� � F � 	���� � 	9	��� � �� ���,� ��E���	 J Φ �t(wt) = 0

�5� � � '�' t 
 0
� �HG��

��� A � � �� �!� � � 	���� � � � T �
��� � �
	����� ���� ��� 5 � �?#� ���� � � C�E � C�E �
��� � �
	����� ���� � � � =�;����);�� �� �	� ��
  �� 8 �:9 �? T ������� � ��������������� ��� � ��� � � ��� � � ���!� � � � � ���  ���#" � � � F � ���$�����%� � ��� ��� � ���&� `(wt  xt, y) = (wt  xt−y)

2 � �%����� � �����������'(� �)� � F � ����� � "����*� � � �  ���*� � �#� � � � �*�+� � ��� �&�!� T '(�#�&� � � �*�&��� F � ��� F � � � �,���
wt = � � ��� � �

u �.- d

t∑

s=1

(u  xs − ys)
2 .

� ��� F �&� � �

wt =

R
� t∑

s=1

xsx �s
�
�

−1 t∑

s=1

ysxs

F �������0/����
x1x �1 + �� + xtx �t � � � �1/����&� � " � � � � �&�2����� � � � �KA � � �3��' � � � � � ��� � �	� �������� � /�� � � � � � � ��� � � � ��� � �&���4"�� � �����4'(�#�4��� � �5'(�#��� � � �6����� F ���!� yt 	 [−1, 1] � � � � �� ����� � � � �����%��� A � � ���!�!�7'(�#�+�����

xt 8
��� � �
	����� ���� � � 5 �&�9/ � ��� �  ���,��':��' � ���!�#���!; C�E=< � � �>�&��� � �!����� � ��� � �*� d 
 1 <
��� � �
	����� ���� � � � A � � �  � � � � �&���  �����'=��' � ���!�#����; C�E=< � I �&��� F � � � F ���?"@��A����'(�#�������B��� � � � � /��B�!�1�&���  A>� ���*� � �C�����DA�� � / � � �"� ��� � � �&� d = 1

<�E � � ; � � � �&� � ���:C � �F< T
	 	 �



��� � �
	����� ���� � � ������� � ���0� ����� ; � � ��A����>'(�#��� � � �6����� �pt(  , xt)
��' � � � � � ��� C�E=< C�EF � ��� ����� � � A��&� �"� ���&� � ���*'(��� '(A�� � � � ��� < � �&�&A�; �4��� � � ����� � � A��&� ��� � � � � � �"� � ���!��� � � A

q0(u) = (2π)−d/2e− � u � 2/2 � ��A��&��� < � �&�&A�; � ��� � � � = [−1, 1]
< � ��� F �&� � ���&���'(�#��� � � �*���0� wt

��� � ���!� " A
wt =

�pt(−1, xt) − �pt(1, xt)

4

� � � A��*�3�&��� � �9/ ��� �HG ��A�� A�� � � �&; A����>'(�#��� � � �*����� E � �9/ ��� ��E:C�� T <
��� � �
	����� ���� � # � ��� F ��� � � '(�#� � � A ; A � � � / � � �"� �&�$���!��� � � A q ��� �

d F � ��� G �����; � � � ∫uq(u)du = 0 � ��� � �9/ � � �"� � � � ; � �&� � � K I ����� � � � ���&�!�,� ��� � �!�1�&���  A
h(q) = −

∫
q(u)

� �
q(u)du

� � � � � � �!�

h(q) / d2 � � (2πe) +
1

2

� �+�����
(K)

� ���>���A � � � � A � � � � � � ��/��!�>" A �����D; A � � � / � � �"� ���+���#��; � � ���!��� � � A F � ��� � � / � � �"� � � �; � �*� � � K E �&�!� I � < � <KI ��� /���� � ��� � ����; � � � �NU4� T <
��� � �
	����� ������ � ������� � ���0������� ; � � ��A����  ���!� � � �&�#� ��' � � � � � ��� C�E=< C�E I � ��� � ������&�
����� � � � � �"� � ���!��� � � A q0

���>"�� A�� � '(�#�&; � � � � A�"��
[−B, B]d

< � ��� F ��� � ��'(�#� � � A/�� � ���#�
u
F � ��� � u � ∞ / B− (d/nc)1/3

�&���D��� � �&��� � � � � � � �!�

�Ln − Ln(u) / d3 � � 2encd + d
� �
B .

$  � " � �%������&�2�&��� � A � � � �"� � A ������� � � A qε
u

��� "�� A�� � '(�#��; ��� � � A�"@� � �!�,�&�����!� � �
u
<
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 ��� ����
 ��������� ��� ����� �����

��� �!� � 	��#"���	 �%$ � � � � � �
�

� � � ;  �#�&� � �,�5�  � � �"� � � � �*�$��' � � ��� � �  ����� � � � � ��� F � �&�C� � ��� � ��'(�#��; � � � ��� E �%� �  ����0� C�E)T � �������  ���#" � ��; ��'+" � � � � A  � �&���0��� �!� � �&� � ��� � � � ��� I�F ������� �����C��� � � � � ����  � � �'& � ���7��������A�� � ��; �2�  � � � � � ��� "��#��� ���A � � �&� {−1, 1}
< � �  ���!� � � � � ���A�� � ��; �

yt 	 {−1, 1}
I � � /���� �&��� � � ��� � ��'(�#��; � � � ��� xt 	 � d

I �&��� '(�#��� � � �6������A��&�!������ � � ��� � � ��� � �&� � ��� � � � ��� �yt =
� � �

(wt−1  xt)
INF �������

wt−1 � � � F � � � �,��/�� � ���#� � ���� � �
(  ) � �3����� � � � �A�; '(A�� � � � ��� < � � ����� �!�1� � ��� � � �  �&��� F � A��&�2�&���$������; � ��� � � � A

� ��� ���#� � � � ��� � �,�&�&���A � �!� � � �%� �  �&��� C�E=<� � � ��A�� � �:� ���&�3'(A�� � � � ��� � � �&����')� � ; � F �#� � ��' �!� � �*� � ��� � � � ��� � �������)( � � � � � ���� � � � `( �y, y) = * {ŷ +=y}

� ��A��1� � � � ����� �,A�;�"���� ��' ��� � �&� � ��� � � � ��� ; � �*� � � �!� �y ,= y
<

� � � � �$��� � � � ���&� '(A�� � � � ��� � � ���#� � ���1/�� �5I F � � � �����#� � � � �BAPG � '(�#��� � � �*�����&� � �7��� � �; �,��� � A�� � � � �&��� ; � � � � ���0� A ���0/�� � �  �!� � � �%� �  ����� C�E=<��  ���*� � " � � � � A)I5F � � � �F � � �,/����*� � � � �&� � � �%� �  �&��� � '(�#� � �&" � �&� � � A � ���&�&��� I � ����� � �)� � F �����>'(�#��� � � �*�������� � � ������; � G � � ���  ���!� � � � � ����� < � � ����� � �  � � ���!� G ����� � ����� � ���&� � � ���A � / � � �!�1���� �&��� � "��&� � A���� � ���*� |y − p|/2
I>F �������

y 	 {−1, 1} � ��� p 	 [−1,+1]
I>F � �&���

��� � � � � ������; � G � � � ���  �&�9/ � ���!� � � ���,/�� � / � � �"� �1�4��'@����� �#� � � � � � �  ���#" � �!; I�F � � � �F � � � � �*��A�� A A�� � � � �������&� � ��� � �,A��!�D��' �%� �  �&��� C�E=< � � �&� � � � � �  ���0� F ���&��� F��� � � I �0/��!� � � ����� � � �&� ��' �����&����; � � � �*� � �  ���!� � � � � ����� I ; � � � � � � '(A �5G ����� � ����� � ���&�"���A������ � � � "�������� � /��!�C" A � F � �*� � � � �&��� � � � �BA � � ��'(�#� � ���,/�� � � ���&�&��� <
� ��� �p "�� � ��� � � � / � � A��!�  ���!� � � � � ���	A��&��� ��� ���������&; � ��� �&���C'(�#��� � � �*� �y " A

�y =
� � �

( �p) I � ��� �&����� � ����� � ���0� � ��� � A � � � E � ��� ���,A�� � ���,/�� �<T � ���&� '(A�� � � � ���
`
�&A � �	��� � � * {ŷ +=y} / `( �p, y) '(�#� � �)� �p 	 � � ��� y 	 {−1, 1}

< � � F � � � � � � A'(�#��� � � �*���0� '(�#� � � ��� � � � �  ���*��� IB� � � � ����� ��'$����� � � � � � �!�1� � " � �*�!� '(�#��� � � �*���0��� ��'
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( �p− 1)2

(1− �p/γ)+

� � � A��&� C�C#<BC�� �  � �#����':������� �A � ��� � ���*� `( �p, y) = ( �p− y)2
'(�#�
y = 1

< � � � � � ���&�A  � ��� "@��A������2����� G ����� � ����� � ���&� < � ��� � ���#��; � � � G �!� � � � � � � � ���&� (1 − y �p/γ)+

� � � ���#������� � ���,/�� � A  � ���3"���A����C��� ����� G ����� � ����� � ���&� E �&�!� � � � � � ��� C�C#< � T0< � ��� � �#�+�&��� F �
(1− �p/γ)+

'(�#�
γ = 3/2

<

�%� �  ����� C�E=< � ���>��� � ��� � �,A���� ����/�� � �  �!� � ���%� �  ����� C�E � �)� � F ����� ��� ���0� � /��"���A�������'(�#� �����D��� � ����� �Ln − Ln(u)
F �������

�Ln =

n∑

t=1

`( �pt, yt) � ��� Ln(u) =

n∑

t=1

`(u  xt, yt) .

� � � � � * {ŷ +=y} / `( �p, y) I F � � ; ; �!� �"� ��� �BA �#"�� �'� � � "���A���� ��� ����� � ��� � ���0� �
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} − Ln(u)

��'@����� '(�#�&� � � �*�&����A�� � � � �!� � �*� � ��� � � � ��� ��'������ '(�#��; �yt =
� � �

( �pt)
< � �#���3��� � � ��� � ����#� � ��� ��' ��� � ���0�$�0/ � � A � ���!�B�����  ����'(�#��; � � � � ��' ����� � � ��� � � ���!'(���&�!� � �  ���!� � � ���#�

u
F � ��� � � ���*� '(A�� � � � ��� � � � � ��� �&� � � ����� ����� A��&�!� �&� �0/ � � A � ��� ����� '(�#��� � � �*�����

�y < � � � �B� � � � ���  � � �.A � � � �����������,�B���>��A�� � � � �BA � � � I@� � � � � �BA " � �*�!� ��� � ���,/�� � � � A
� � � A�; ���,��� <� � � � � ;  � �+��'@�����3���!�*A � ��� F � � � � �#"�� �'� � A�� � � � �&��� � "�� /�� � � � A�; �!�1� � �5�����'(� �)� � F � � � < �%����� � �����$�&��� � �,A � ��� � ���&� `( �p, y) = ( �p − y)2

< � � � � � ���*� � ����� � A � � �
	 	 U



� ���>A  � ����"���A������%����� G ����� � ����� � ���*� E �&�!� � � � A���� C�C#< C4T < � ' F �  ���!� � � ��� � � �>" � �� � � A ��A�� � ��; � yt

A�� � � � �yt =
� � �

( �pt)
ILF ������� �pt � �4����� � �9/ �����$G ��A�� A�� � � ��; A����'(�#��� � � �*���0� E �&�!� � � � � � ��� C�E=< � T�I �&����� � ���!�#���!; C�E=< � � ; ; �!� �"� ��� �BA � ;  � � �!� �����"���A����

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / n∑

t=1

(u  xt − yt)
2 + � u � 2

+

d∑

i=1

� �
(1+ λi)

F ���0���
λ1, . . . , λd � ���������2� � � �!�,/ � � A��!�+��' �����2; � �*� � � x1 x �1 + �� + xn x �n

<�� � � �"���A���� ��� � ���+'(�#� � � A �*���A��!� � � (x1, y1), (x2, y2), . . . 	 � d � {−1, 1} � ���7'(�#� � �)�
u 	 � d <
�
� ����� ��� � �$�&� � � � ����� F � � �)� A��*�&� � ��� � ; �#�����&�  � � �*� � � � ���!� � / � � �"� � � ��� � � � �  � ��� � � �7��� ����� � � � �KA � � �3��' '(�#��� � � �6�������B'(�#� � � ��� � � �!� � �&� � ��� � � � ��� < � � � � �  � ��� � � �

� � " � �*�!� ��� ����� � ��� � ��' � ��� � � � �  � � � ; ���&� � � ' � ; � �BA ��' '(A�� � � � ����� ��� � �DA  � ���"���A���� ����� G �0��� � ����� � ���&� I � ��� �����!� � �  �����&� � � � �&��� ��� � ����� A�� � � � ����� "��!�6� ��'
�����!�*�$'(A�� � � � ��������� �0/ � � A � �����&���D���!'(�0���!� � � '(�#��� � � �*���0� <
� ��� ���!�*� ��'%��� � � � � �  ����� � � �#� � � � � G �!� � � '(� �)� � F � < � � � � � � � ��� C�C#< � F � � �,�&�&� ���A � �B�����D� � � � � � ���*� IPF � � � � F �DA��*����� ����� � /��D; � �6� � � � "���A�������'(�#� � �����*���&/ � � � /��'(�#��� � � �*���0��� " � �*�!� ��� / � � � ��A��  �#�&�!�,� ��� � � < � � � � � � � ��� C�C#<�� F �>�&��� F �&� � � I " A; �,� � ' A � � � ����� � �����&���&/ � � � /�� '(�#��� � � �*�����$" � �&�!� ��� ����� �,A � ��� � � � �  �#�&�!�,� ��� � I F �� � �C�#"�� �'� � I � ')���0� � � � � ��� �A�; "@���%��' F � � � �1�%A  � � ���!� I � ; � � � ; A�; ; � � � � � � � � �� � � �&�  � � � ���#� '(�#� � � A � � ��� � � �KA �*�  � � � " � � � � � � �*���A��!� � � < � � � � � � � ��� C�C#< 	 F �� � ���!��� ����� � � "�� � � � � � �!�,���&����A  ��� � � ��� � � �!� � �*� � ��� � � � ��� � ���  ��� /�� � � "@� � � � � � ���,�; � �6� � � �5"@��A������ '(�#� �&��/���� � � '(�#��� � � �*������� < � � � � �)�BA)I � � � � � ��� C�C#< � �*��� F � �&� � � �&��; ���' ����� � � ��� � ��'(�#��� � � �*������� � � � �BAPG �!� �����&� � � �  ���&'(�#��; ����� � � ��� � � �!� � �&� � ��� � � � ��� IF � ��� � ; ������ � ��� � ��;  A�� � � � ��� � � �9/����&��� � � I " A � ;  � � � � � �BA �!;�"��!��� � � � �&���$� � ���
� ��'(�#��; � � � ��� � �1��� � �&A � � � " �KA � �����&��� � � � "��0�&���  � � � <

��� � � � 	�� 	 ��� � � � � � �

�
� � �!����� � � I ����� � ���1/�� � A  � ��� "���A���� ��� ����� G ����� � ����� � ���&� A � � � � � � � �����+� � � �,�����*�
�  � ��� � � ; � � � ��� ��'������2� /���� � �)� ; � �*� � � � � ��A��,� ���  �!����� ��� ����� F ��� � �DA�� � ��� F �
�&� �A��!� � �2��' � � ��� � ��'(�#��; � � � ��� � ��� ��A�� � ��; �  �'� ��� (xt, yt)

I
t = 1, 2, . . .

< � � ��� � ��&� � � � ��� F � � �,�*�����A � � �&��� � � � � � � ���*� I �  � � � ; ���&��� � G ��� �  � ��� � � ; � � � ���7��� �����G �0��� � ����� � ���&� I � ��� F �B�&��� F � � ;  � �+'(�#��� � � �*�������%��� � � � � � � ��/��!� � ; � �6� � � �3"@��A������� � �+�*�*� � � �!� � � �  � � ; � � �&� � ��� � � � '(�#�3�����D/ � � A��$��'��&���  � � � ; �0����� <

	 	 �



� � �)� � F � � � � � �����&� � � � � �&�!� ������; � ��� � � � A � � � � � ��� � � � �����!�#� A)IPF � � � �)�  � � " ��� 
 �
� � A � � ��� � ��'(�#�&; � � � ��� x � ��� � � � ��� �.� � � A  �'� � (x, y)

F ���0���
y � � ����� � � "@� �

� �*�&� � ��� ���!�>��� x
<

� ��� (  �8��� � � � � F � ���C� � � � � � � γ > 0 � �3��� � ���!� " A
`γ(p, y) = (γ− py)+

E ������� � � � � � ���*� TF ���0���
p 	 � I

y 	 {−1, 1}
I � ��� (x)+

�������#�&�!� �&���  ��� � � � /��  � �&� ��' x < � �#���
��� � � `γ(p, y) � � � ���,/�� � � � p I � ��� `γ/γ � � � � A  � ��� "@��A���� ��� �&��� G ����� � ����� � ���&�E �*�!� � � � A��&� C�C#< C4T < � �,A �  � �!� F � ��� ��� � � ���#� � ��� ��' � ���&� I)F � ����� � /��3"���A���� ��� �������� � �����

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} − � ��'
γ

1

γ

n∑

t=1

`γ(u  xt, yt)

��� � �+��� � �C'(�#� � � � �&" � �&� � � � �BA&� �����&�!�
u 	 � d

<
� � ���0/�� � �  '(�#��� � � �*�����&� '(�#� �!� � �*� � ��� � � � ��� ��� � � � ���  � � 
 � � � � � � � "# � � A  �

� � � � � �  � � � �.A�< � � � ��; � � ���B��� � �$�&��� � A��&���!�1� F � � � �,��/�� � ���#� wt−1 � �$A  � � ���!���� �BA F ���!� �yt ,= yt

< � � I �����  �&�!� � � � � ��� ��' � � �����&���&/ � � � /�� '(�#��� � � �*����� � �$� � ; �
t
��� �KA ���  �!�����D��� �����  � �*�D� � � ;  � �!� (xs, ys)

I '(�#�
s < t

I �&A � � ��� � � �ys ,= ys

<
� � '(� � A��$��� � �����&���&/ � � � /�� � � � � � �!�,� � " � �&�!� '(�#��� � � �6������� F �����&��A  � � ��� � �B" � �&�!���� ����� � � � � � � ���&� <�� � � � �)� ')�&��; � � � � � ��� C�E=<�� ��� � � ����� � � � � � �!�,� � " � �&�!� � � ��� � �'(�#��� � � �*���0� � ��;  A����!�  ���!� � � � � ����� �pt = wt−1  xt

F ������������� F � � � �,��� wt−1 � ���A  � � ����� A�� � � � �����2��A � � � � � � � �!�1�3A  � � �&�

J Φ � (wt) = J Φ � (wt−1) − λ J `γ,t(wt−1)F ���0��� J `γ,t(w) = J `γ(w  xt, yt)
< � � � ��� � � � �)�BA)I `γ(p, y) � � ���#�D� � � ���&�!�,� ��� " � �

� � p = γ/y
< � � F ��/��0� I � � � � ����A�� � � � �#� � ����; � � ��� � �����&���&/ � � � /�� I ����� ���0� � / � � � /����'

`γ(  , y) � � � ��;  A����!� ��� �BA F ���!�
p � ��� y � � /��>� � � �����!�1��� � � ��� < � �,A�� I F �

; � A �&��� J `γ,t(w) = −yt xt * {ŷ +=yt}

F ������� �y =
� � �

(w  xt)
<

� ��� � �����*���&/ � � � /�� � � � � � ���,� � " � �&�!� '(�#��� � � �6�����>'(�#� �!� � �*� � ��� � � � ����� � � �  � �)� �!���A�� I '(�#� � � � � �!�������  �#���!�,� �"� � Φ I "�� � � F �����&� < � �#� �����+��� � � � � � ��� ��' � � � � �!������� �#�&�!�,� ��� � '(A�� � � � ��� Φ � ��� � ������A � � Φ � �&�!� ��� �  ���0� C�E=<

	 	 �



� � � � � � ��� � � � � � � � � � � � � �
� � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � ����� ��� � � � ��� � � � � � ��� λ > 0 <��� �	� � � � ��
 ��� � 
���
w0 = J Φ(0)

<
� �#� � � � �C����A���� t = 1, 2, . . .

E C4T �#"��&���*/��
xt � ���  ���!� � � � �yt =

� � �
(wt−1  xt) �

E � T � ���
yt 	 {−1, 1} �

E �)T � ' �yt ,= yt

I �����!� � ���
wt = J Φ( J Φ � (wt−1) + λytxt) �� � �&� � �0�

wt = wt−1

<

� � � �&� � � �  � � � � � � � ��� ��' �����%���!�*A � ��� ')����; �%� �  ����� C�E F ��A � � ���#� �&���&/��+���  �&�9/����� � ������"���A������ F ���0���
γ � ���&�0�3�  � � ; � �)�BA�< � �B� � � � � � � � �0���!�,������A���� F � � � � � � �"���'(� �)� � F �!� � �C����� � � �&����' � � A � � � � � �!�1� � " � �&��� '(�#��� � � �*����� A�� � � � �&����� � � � � � ���&�F � ��� � � �����&���&/ � � � /���A  � � � � � �  � � � �.A�< � " � � � � � �����,A � � � � A '(�#�+�&A � � '(�#��� � � �*���0��� I�&��� F � � �C�����  �&���'���' � ���!�#����; C�E=<BC A�� � � � � � A=� �#� � �%�����!�#���!; I � �

λ � `γ,t(wt−1) − `γ,t(u) � / λ(u − wt−1)  � − J `γ,t(wt−1) �
= DΦ � (u,wt−1) −DΦ � (u,wt) +DΦ � (wt−1,wt)

'(�#� � � A u 	 � d � ��� � � A � � � �!�������  �#�����,� �"� � Φ < � � F �#"��&���&/�� �&� � � I ��� � � A�*�&�  
t
�*A � � ��� � � � � � ( �pt) ,= yt

����� � � � � � � ���&� `γ,t(u) = (γ − yt u  xt)+

�#"�� A �
����� � �����A � � � � A

γ− `γ,t(u) = γ− (γ− yt u  xt)+ / yt u  xt = u <� − J `γ,t(wt−1) � .
� �������!'(�#��� I
λ � γ− `γ,t(u) � * {ŷt +=yt} / λu  � − J `γ,t(wt−1) �

/ λ(u − wt−1) <� − J `γ,t(wt−1 �
= DΦ � (u,wt−1) −DΦ � (u,wt) +DΦ � (wt−1,wt) .

� �+A������0���*� � ���2�&��� �&� � ����� � ��� �A � � � � A ���#��� ��� � � J `γ,t ,= 0
��� �KA F ���!� � � �

( �pt) ,=
yt � ��� I � �2�&� � � � � �&� I wt−1 KJ `γ,t(wt−1) = −yt wt−1  xt > 0

< � ���5��� � �&�2���,A � � � � A��� � ��� F ���!� J `γ,t = 0
� � � � � I � �C��� � � � � �*� I wt−1 = wt

<
	 	 �



� ��� � ��/ � �1� � � � ��'%��� � � �  � ��� � � � � �2�&���!� � � '(� �)� � F � � � ' F � ; A � � �  �BA "��#���� � �����3��'
λ � γ− `γ,t(u) � * {ŷt +=yt} / λu  � − J `γ,t(wt−1) �" A � � � �&" � �&� � � A � � �&� �  � � � ; ���&��� α > 0 I � ���  ��� � �!�!� � � � "@�9/�� ILF � �#"�� �'� � �������� F � �����,A � � � � A

αλ � γ− `γ,t(u) � * {ŷt +=yt} / DΦ � (αu,wt−1) −DΦ � (αu,wt) +DΦ � (wt−1,wt) .

� �#�&� ��� � �2��� �&��� � � � �,� � � � ��� � � ��� u � �2��� F � � � � ��� " A
α
< � A�; ; � � � '(�#�

t =

1, . . . , n � ��� A�� � � � �&��; ��� � ;  � � � � � ��"�� �'� � ; � � �  A � � � � ��� INF �2�#"�� �'� �
n∑

t=1

� αλγ−DΦ � (wt−1,wt) � * {ŷt +=yt} / αλLγ,n(u) +DΦ � (αu,w0) .
E6C�C#<BC4T

� � � � � �?��A���" � � � � � ��� �A � � � � A '(�#�?����� � � � � � � ���&� I � ��� F � ��� F �  � �BA � � ���3� � � �������,� �#�&�!�,� ��� � '(A�� � � � ����� <

� 
 � � �
 � � ��� � 
 ��� � � � ���
�%����� � ����� � ���*�%�&��� � �����*���&/ � � � /��B'(�#��� � � �*���0�3'(�#� ��� � �&� � ��� � � � ��� " � �*�!�C��� ����� � � � ��!�������  � �BA ����; �"� �  �#���!�1� �"� � Φp(u) = 1

2
� u � 2

p

F �������
p 
 2 < � ��� � �����&���&/ � � � /��A  � � ���B��A � ��'(�#�+��� � �3'(�#�&� � � �*�&��� � � � "�� F � � �*���!� � �

wt = J Φp( J Φq(wt−1) + λytxt * {ŷt +=yt}) .

�
� ��A������ ��A�� �&� � � '(�#�4�&���  � �BA ����; ��� �  �#�&�!�,� ��� ��� � ��� � � �!� � �&� � ��� � � � ��� � � I � � �&��; ��&�����*� I � � � � ��� ��� � �7����� � � ��� � �  � �&�&�����7��� � � � � � � � ���  ���#" � �!; ��' �%� �  ����� C�E=< � � � �&� � � A � � � I � � �����*� � �1� � � � ��� � � � � � ��� E

λ = 1
T � � �&A � � � �!�,� ��� �#"�� �'� � � � ���

"���A����7��� �����2�,A�; "��0� ��' ; � �*� � � �!� < � ��'(�#�*��A�� � ��� �BA)I � � F �$�&�!� I ��� � � � �3���#� ������ � �&� '(�#�$����� � �  �����!�,� ��� �  �#���!�1� �"� � I F � � � � �*� � � � �����!��� � � � ���!'(A � � ��� � � � ��' ������ � � ��� � � � � � ��� <
��� ��
�� ��� � � � � � " �!� � ����� 
��� � � � 0 � � " �����.���'
 � �����@
 0 � � �!� � � � � ���+*)��� 35�)& �'��� 	
�%0 �'&@35� � ��� � 0 �'& Φp 0 
,���@� ��� �#
 �����>�����.� (x1, y1), (x2, y2) . . . 	 � d � {−1, 1}� 0 �!� & ���)��� 0 � � ��� � � λ = 1

�$�!� ��� " ��� �'& & n 
 1 � "��� �'&(& u 	 � d
� �)�+*,"��� �'&(&

γ > 0

n∑

t=1

* {ŷt +=yt}

/ Lγ,n(u)

γ
+ (p− 1)

�
Xp

γ
� u � q � 2

+

�		
 (p− 1)

�
Xp

γ
� u � q � 2

Lγ,n(u)

γ

	 � E



��� ����� Xp =
; � � t=1,...,n � xt � p �)�+* q = p/(p− 1) 0 
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� �#�&����� � �+��� � ��"���A���� ��� � ���3� � ; A � � � ������A�� �BA '(�#� � �)� u 	 � d � ��� '(�#� � � � γ > 0 <
�
��� � � I � �  � �&� � � A � � � I � �%��� � ���%'(�#�+�&��� "@�!�*�  ���&� � " � � γ '(�#�+� � � � � � ��� � � �!� � �&� � � ���

u
< � �#��� � � �&�2��� � �4�&� � �5"���A���� � � � �����B� � ; � � �!����� � � '(�#�&; ��'������ "���A����>�6� � ���!�

� � � ���!�#���!; C�E=< � � � F � � � � λ � � �*��� �  � � ; � �)�KA '(�#� � � � � � ��� � � � ��'
γ � ��� u

<
� � I=� � ��� � � ��� � �&� � ��� � � � ��� ������%���#� �����A � �&� �����B�&� � ' � � ��� � ���!�1�%��A�� � � � ��� � ��� � �A��!�F � � � � F �$A��&��� � � � � � � � ��� C�E=< � <8:9<;�;>=@? � � �6� � �&� ')�&��; ����� � �����,A � � � � A E6C�C#<BC4T0< � � � � � F � � � �����  �����'%��' � ���!� �
����; C�E=< � I '(�#� � � A t F � ��� ŷt ,= yt

I:F ��A  � ���3"@��A����
DΦ � (wt−1,wt) � �3'(� �)� � F �

DΦ � (wt−1,wt) / p− 1

2
�.J `γ,t(wt−1) � 2

p / p− 1

2
X2

p .

� � F �  � �KA ��� � �3"���A���� �&� E6C�C#< C4T '(�#�
u 	 � d � �&" � �&� � � A � ��� F � ��� λ = 1

< � � � �A � � � ���
n∑

t=1

�
αγ−

p− 1

2
X2

p � * {ŷt +=yt} / αLγ,n(u) +
� u � 2q
2
α2 .

F ���0��� F � A��&�!� ����� ���A � � � � A DΦ � (αu,w0) = α2 � u � 2

q /2
< � ���&� � � � α = (2ε +

(p− 1)X2
p)/(2γ)

'(�#�
ε > 0

E ��� "��2�������0��; � ���!�C"@� � � F T�I � ���7� � / � � � � � " A ε > 0 IA � � � ���
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+

(p− 1)X2
p

2ε

Lγ,n(u)

γ
+
� 2ε+ (p− 1)X2

p � 2

4εγ2

� u � 2
q

2
.

� � ; � � � ; � G �3�����D"���A���� I �&�0�
ε =

Xp

� u � q

�		
 (p− 1)γLγ,n(u) +

�
p− 1

2
Xp � u � q � 2

.

� � ��� � � � � � A � � � ��"�� �'� � ; � � �  A � � � � ��� F �D�����!� � ���
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+
p− 1

2

�
Xp

γ
� u � q � 2

+
Xp � u � q
γ

�		

(p− 1)

Lγ,n(u)

γ
+

�
(p− 1)Xp � u � q

2γ � 2

.
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+
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R
γ

� � � A��&� C�C#< � � � ��� � ���*� � � � �!� xt 	 �
2
��' � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � �&���A��!� � �

(x1, y1), . . . , (xn, yn)
<3� ;  � A%� � � �!� ��� �������#�&� � ���*� � � � �!� xt

F � ��� � � "�� � yt = 1

� ��� ���)� �!� � � � �!� �!�B���!���#��� � ���*� � � � �!� F � ��� � � "�� � yt = −1
<
� �&�  � � � � � � � � A  ��� �

 � � ��� I  � �&� � � � ��������A � � �������#� � � � � I F � ��� ; � � � � � γ � � ��� � F � < � ��� 5 ��� � �  �&�&���� ���1/���� � �!� � �+�����!�#���!; �*� � ���!� ��� � � I ��� ��� � � �&� �A��!� � � I ����� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � �&��;F � �)� ; � � � � �3; ���*� (R/γ)2
; � �*� � � �!�%�#� I ���A � / � � ���,� �BA)I  ����'(�#��; � �3; ���*� (R/γ)2A  � � ����� <

� � � � ��� a+ b / � a+
�
b
'(�#� � �)� a, b > 0 F � � ���4�&��� � �����A � � � � A �*� � ���!� � � �&��������!�#�&�!; < � � � � � u � ��� γ > 0 F ���&� � �*" � �&� � � A)I �����  ���,��' � � � ��� �!� A����!� <

2

� ���$'(�#��� � � �*�����D��' � ���!�#���!; C�C#< C � � � � �&� � ��� F � � �3����� p � � � � ��� � � 
 � � " � � �
� � � �#� � ����; < � �#�

p = 2
I �&� � ���&�!��A � �!� ��� ����� �!� � �&� � � � ��� � � 
 � � " � � � �0�1� � �  �"#( �#IF �����*� F � � � �1� A  � � � � � � ��A � � � � � � ;  �BA wt = wt−1 + ytxt * {ŷt +=yt}

< � �#��� � � �&���� � � I '(�#� p = 2 � ��� Lγ,n(u) = 0
I �����D"���A���� ��' � �����#���!; C�C#< C ���!��A � �!� ���

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} /
R
�
; � �

t=1,...,n
� xt � � u �
γ

�
�

2

.

�
� ��� � � �  � � �"� ��� � �&� I ����� �����&A � � � � ���,A � / � � �!�,�B�&� ����� � � � 
 � � " � � � 
�� � � � � ����� 
 �

"#( � � ��� � E �&�!� ����� " � " � � � � � �  � � � ���!; � � � � T0< � �#���  ��� � � �*� �BA)I Lγ,n(u) = 0 � ; � � � �����&� � �+�&�����&���,A��!� � � (x1, y1), . . . , (xn, yn) � � � � ��� � � �BA �&�  � � � ���!� " A �����$� A��
 �0�  � � ��� u

F � ��� ; � � � � � � � � � � �*� γ < � ��� � � � �  � ��'+����� � � ��� � � �BA �*�  � � � " � �� � � � �&���A��!� � � F � ��� ���!�  � � �C�&� �&���7�*�  � � � � � � � � A  ���  � � ��� u � � ��� � ���!� " A
	 � �



; � � t ytu  xt/ � u � < � ��� 5 ��� � �  �*����� � ���,/��0� � �!� � � �����!�#����; �*� � ���!�C�&� � �C������,A�;�"���� ��'�; � �*� � � �!� E �#� I ���,A � / � � �!�,� �BA)I A  � � �&�!� T  ����'(�#��; �!� " A ����� 5 ��� � �  �&�&���
� � � �#� � ����; ��� � � A � � ��� � � �KA �&�  � � � " � � �&���,A���� � � � � � ��; ���*� ����� � �A � �&�!� � � � � �"��0� F ���!� �7E6C4T �����>� � � � A�� ��'+����� �&; � �)� ���*� �#� � � � � � � �!�1�������!� � A �!� � ��� � � " � �)� �!� ��!� ��� � � � � �)� � ���*� � � � �!� I E � T ������; � � � � � γ ��' � � A �&�  � � � � � � � � A  ���  � � ��� u

E �&�!�
� � � A��&� C�C#< � T0<� ��� � A � � ; � � ��A�� � � � λt = 1/ � xt � � � � ��� F � ��� � ;  ��� /�� ����� ��;  � � � � � � �0��'(�#��; � � � �$��' ����� 5 ��� � �  �&����� � � � �#� � ����; < � �����!�!� I F � � � � � � � � �BA � � ���!���7�����
� � � �KA � � � ��' � ���!�#���!; C�C#< C E �*�!� � � �0� � � �&� C�C#<BC4T � ���  ��� /�� � "���A���� ��� � � I � � ������ � �&�2��' � � ��� � � �KA �&�  � � � " � ���*���A��!� � �!� I�� � �C"��$�6� � ���!� � �

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} /
� ; � �

t=1,...,n

� xt � � u �
yt u  xt � 2

F ���0���
u � � � � A>� � ��� � � �*�  � � � ���#� < � ��� � ;  ��� /��!; �!�,� � � �!� � � � F ���!� F �$�&� F � � ��������D"���A���� '(�#� �&��� 5 ��� � �  �&����� F � ���>�*� � � � � ��A�� � � � λ = 1 � �

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} /
R
��
; � �

t=1,...,n
� xt � � u �

; � �
t=1...,n

� yt u  xt �
�
��
2
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 ��� � � � ���
� �  �&� � �!��� " A � ����� � ����� � � � �&��� � �����*���&/ � � � /�� � � ��� � � '(�#��� � � �*���0� " � �*�!� ��� �����
� � � �!������� � �  �����!�,� �"� �  �#���!�1� �"� � Φ(u) = eu1 + �� + eud

< � � � � � ������� � � � �BA � � ���' �����  � �BA ����; �"� �  �#���!�1� �"� � I ������� �&��� � ��� � � � ��' ����� � � � ��� � � � � � ��� ; � � ��� �� � � �����!� � � < � �����!�!� I ��A��5���!�&A � � ����!�5���#� � �������!�!�5����� � �&�*A��3��'���A�� � � � λ I � ��� �������� � ������"���A���� F �  ��� /�� ���0� �'� ���D����� � � ; � � �����0� � � '(�#��; � ������� "���A����  ���9/����
� � � ���!�#�&�!; C�E=<�� '(�#�3����� � � ��� � �  � �&�����&�C��� � � � � � � � ���  �&�#" � �!; <
��� ��
�� ��� � � ��� � 
�
.� � � �!� � ����� 
��� � � � 0 � � " �����.���'
 � ���O� 
 0 � � �!� � � � � ���+*)�.���1�35������� � 0 �'&�3 � � ��� � 0 �'& Φ(u) = eu1 + �� + eud

� 0 �!� ����� � �'& 0 � ��* � � 0�� �:� 
 0 
��� � � 0 �!� & ���)��� 0 � � �.� � � λ = (2γε)/X2
∞
����� ����� 0 < ε < 1

� ��� � 
�������.���.�
(x1, y1), (x2, y2) . . . 	 � d � {−1, 1} 7 � � �.��" ��� �'&(& n 
 1 
.�>� � �!� � � X∞ 
; � � t=1,...,n � xt � ∞ �)�+*�"��� �'& & u 	 � d 0 � �!� � 3 �.� 
 � 
 0 & 0 � � 
 0 � 3 & ��1 �

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / 1

1− ε

Lγ,n(u)

γ
+

�
X∞

γ � 2 � �
d

2ε(1− ε)
.
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8:9<;�;>=@? � � �)� � F � � � �����  �����',��' � ���!�#�&�!; C�E=<�� I F � A  � ��� "���A����
DΦ � (wt−1,wt)

� �+'(� �)� � F �
DΦ � (wt−1,wt) / DΦ � (wt−1,w �t) / λ2

2
X2
∞F ���0���

w �i,t = wi,t−1e
−λ � `t(wt)i � ��� wt � � w �t ���#��; � � � G �!� E � � � � �����  ���,��' ��'

� ���!�#���!; C�E=< � F � �  � � � �!�B����� � �!����� � � � G �!� 5 A ��� � � �#��� � � � �����,A � � � � A)I � �!; ; � C�E=<�� I
� � �����D�&� � �����C�*���  ��'������ � "��9/��B����� � / � � � ��� T0< � � F �  � �BA �&� � � "���A����>��� E6C�C#<BC4T'(�#�
α = 1 � ��� '(�#� � � A u 	 � d � �C�&���  ���#" � " � � � � A � � ;  � � ��< � � � � A � � � ���

n∑

t=1

�
λγ−

λ2

2
X2
∞ � * {ŷt +=yt} / λLγ,n(u) +

� �
d

F ���0��� F � A��&�!� �&��� � ��� �A � � � � A DΦ � (u,w0) / � �
d
'(�#�

w0 = (1/d, . . . , 1/d)
<

� � / � � � � � "@�#��� � � ���!�2" A λγ > 0 � ��� �&A�"��*� � ��A�� � � � ��A�� � ��� � � � ��' λ A � � � ���$��������!� � ���!� "���A���� <
2

� ���2'(�#��� � � �6�����DA��&�!� � � � �����#���!; C�C#< � � � � � G ����� � �������!�&��� � � � / � � �"� �1�B��' ������  � � ��� ���1� � �  �".( �7< � � ����� � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � � � �&� I ����� "@��A���� ��' � ���!� �
����; C�C#< � I F � ��� ε = 1/2

I ���!��A � �!�3�&�
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / 2
R
�
; � �

t=1,...,n
� xt � ∞
γ

�
�

2 � �
d

F ���0���
γ � � �&����; � � � � �7��' �&��� � A  �0�  � � ��� ��� � ����� " A

u
<�� � ��;  � � � �*��� F � �������� � �#�&�&�!�  ����� � � � "���A���� '(�#�D����� 5 ��� � �  �*����� � � � �#� � ����; ���0/�� � � � � � � �,���0�  � � A"��0� F ���!�  � �BA ����; �"� � � ���2� �  �����!�,� ��� �  �#���!�1� �"� � � � � � � � ��A��@���������5����� � � � � A��&�&���

� � � � � � � ��� C�E=< 	 <
� � 
� � � �� � � � 
�� ��	 �  ��� � � 
 � 	 � �   � � 	 ��� � 
�
� � �!� ���&�C��� � ���&� � � � ���	" A �&��� F � � � � � � � � �BA � � ����' ����� � �����*���&/ � � � /�� �!� � �&� � � ���" � �&��� ��� ����� � �9/ ��� �HG ��A�� A�� � � �&; A���� '(�#��� � � �*���0� E �&�!�7�����7� � � � A��&� � ��� � � ������!��� ��' � � � � � ��� C�C#< � T0< � � �)� � F � � � ����� �&����; � ��� � � � A � �,�&���,��A � �!� � ���%�!� � � � �"� � � � � I�%��� � ��� � I � ��� 2 �!�1� � � � � 	 � � I�F � � � �)� ��� � � ��� � �&� � � �0� � � 
 � � 
 � � � 
 � � � � � 
 � � " � � � <� � � � � � � � ; �C�*�&�  t = 1, 2, . . .

����� �&� � ����� � �#������� 5 ��� � �  �&�����  ���!� � � ��� F � �&�
�yt =

� � � � �w �
t xt � I:F �������

�
wt = A−1

t

t−1∑

s=1

ysxs * {ŷs +=ys} � ��� At =

R
� aI+

t−1∑

s=1

xs x �s * {ŷs +=ys} + xt x �t
�
�
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E '(� � � � F � � � ����� ���#� � � � ��� � �1�&���,��A � ��� � � �%� �  ����� C�E I)F � A��&� �wt � ���*��� � � ��' �wt−1��� ���!���#���$����� F � � � �1�3/�� � ���#� ��'��&� � �3'(�#��� � � �*���0� � �3� � ; � t T0< � �#�&����� � � F ��� � /��
� �1�&���,��A � ��� �  � � � ; ������� a > 0

; A � � �  �BA � � � �&��� � �����,� � � A ; � �&� � � I < � ����A � �
��� � �  � � � ; ������� � �����#��A��&��� � � ����� � � � �BA � � �%��' �&���D�&� � ����� � �#������� 5 ��� � �  �&����� I � �"�� � ��; �!� � ���,/��!� � ���,� F ���!� F � � ��;  � �&� ����� "��!� � / � �#�$��'4��� � � � � � �#� � �&��; F � ������ � �+��'��&�����*� � ��� � �&� 5 ��� � �  �&����� <
� � ������� ��� � � A�� � � � ����� � �����,A � � � � A E6C�C#< C4T�I F � '(� �)� � F ����� � � � A�; �!�1��� ����/�� � ��  ��� � � � � � � � ��� C�E=< � '(�#���&��� � � � �BA � � �:��'����� � � / �����HG ��A�� A�� � � ��; A����$'(�#�&� � � �*�&��� <

��� ��
�� ��� � � ��� � " �!� � 
���.���+* 	 ���.*<��� � ���.�.� 3 � ����� � �!� � ����� 
��� � � � 0 � � � � � � 	��� ���@� � 	 � �)� � � �!� "���.�.���'
 � ��� � 0 
 ���@� ��� � 
������������� (x1, y1), (x2, y2) . . . 	�
d � {−1, 1}

�Q�!� ��� "��� �'& & n 
 1 � "���%�'&(& u 	 � d
� �)�+*�"��� �'& & γ > 0

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+
1

γ

�			
 � a � u � 2
+ u � Anu � d∑

i=1

� � �
1+

λi

a �
��� ����� λ1, . . . , λd �)��� �!� �%� 0 � ��� � �'& ����
 �6" �!� � � � � � 0 1

An =

n∑

t=1

xt x �t * {ŷt +=yt} .

� ���+"���A���� �6� � ���!� " A � �����#���!; C�C#< � � � ���#� � � �!� ���&��� '(�#��; � � �����+���0��; � * {ŷt +=yt}� ��� A�� ��� "��#��� � � ���!� < � � � ��A � � �#"�� � � � � ��� ���&�!� '(�#��; " A ���  � � � � � � An

F � ���������; � �*� � � x1 x �1 + �� + xn x �n � � �!� A�� � � � � �)� � ���*� � � � �!� < � �#��� ��� � �B��� � �D�&A�"��*� � ��A �� � ��� � � � ��� �BA � � � ��� � �&� ����� � � � �!�1/ � � A���� λ1, . . . , λd

< � � F ��/���� I �&��� ��� ���&�!� '(�#��;
"���A���� � �  ���#" � " �BA ���,� F � � � �&�C����/�� � � �&��� � ;  ��� /��!; �!�,�&� "��&��A � �1� � "���A��$" A�����%�&� � ����� � �#������� 5 ��� � �  �&����� � � � �BA � � � F � �&���&�!�  � � � ���B����� ��� � �&� � � � � 5 ��� � �  �&�&���E �*�!�2�����2����� ��'��&� � � �&A�"��&� � � � ���7'(�#� � ����� �'� � �!� � ��;  � � � �*��� ��' �����$� F � "@��A������
� � � �  � � �"� � � � �&� T0<
8:9<;�;>=@? � � '(� �)� � F ����� ���#� � � � ��� ��' � � � � � ��� C�E=< � F � ��� ����� ��� � �!�&� � � A � � � A��6� �; �!�1��� � � � � � F � � � /�� � �,�&���,��A � �!� �����3��� F  � � � ; ������� a � ��� F � � ��� � ����� � ����� � � �� �����&�0�&/ � � � /��2'(�#�&� � � �*�&����� <�� � I � �  � �&� � � A � � � I ��� � ���

Φ �t(u) =

��
a

2
� u � 2

+
1

2

t−1∑

s=1

� u � xs − ys � 2 * {ŷs +=ys}
�� .
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� � � �  �#���!�1� �"� � � � � ������� � ���!� �&� �
wt

" A �����D'(� �)� � F � � � �&� � � � � ��� E �*�!�B�����  ���,��'?��'
� ���!�#���!; C�E=< � T �
1

2
� �w �

t xt − yt � 2 * {ŷt +=yt} = � ��'
v
Φ �t+1(v) − � ��'

v
Φ �t(v) +

1

2
x �t A−1

t xt * {ŷt +=yt}

−
1

2
� x �t A−1

t−1xt � (
�
w �

t xt)
2 * {ŷt +=yt}F ���0��� I � ' �yt = yt

I �����>���A � � � � A ��� � ��� � � � � � � ��' vΦ �t+1(v) = � ��' vΦ �t(v)
< � �

�����  ����� � � �*�5������; I�F � � � � � �5��� � � � � /��+� � � � � At−1 � �  ��� � � � /��3��� � � � ��� I � ��� �&A�;� /����
t = 1, . . . , n

�#"�� � � � � � � I '(�#� � � A u 	 � d
I

1

2

n∑

t=1

� �w �
t xt − yt � 2 * {ŷt +=yt}

/ � ��'
v
Φ �n+1(v) − � ��'

v
Φ �1(v) +

1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt}

/ Φ �n+1(u) +
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt}

=
a

2
� u � 2

+
1

2

n∑

t=1

� u � xt − yt � 2 * {ŷt +=yt} +
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt}

F ���0��� F �+A��&��� � ��' vΦ �1(v) = 0
< � �  � ��� � � � �����+� �A � ���!� � ���  ����'(�#��; � � � �&� � / �"� �� � ;  � � ��� � � � ����� I�F � � ���+��� ������'(� �)� � F � � � � �����,A � � � � A

1

2

n∑

t=1

� � �w �
t xt � 2

− 2yt

�
w �

t xt � * {ŷt +=yt} / 12
��
a � u � 2 +

n∑

t=1

� u � xt � 2 * {ŷt +=yt}
��

−

n∑

t=1

ytu � xt * {ŷt +=yt} +
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt} .

� �#�&� ��� � � ����� � �!')� � � � ��� � � ���7��'��&��� � "��9/�� � ��� �A � � � � A � � � �&A�; ��'  ��� � � � /�����0��; � I � � � � � −2yt

�
w �

t xt 
 0 F ���!����/���� �yt ,= yt

< � � � ��� � � � ��� IPF � � � � F � � ���
1

2

��
a � u � 2

+

n∑

t=1

� u � xt � 2 * {ŷt +=yt}
�� =

1

2
u �

R
� I +

n∑

t=1

xt x �t * {ŷt +=yt}

�
� u =

1

2
u � Anu

� ��� I A�� � � � � �!; ; � C�E=<BC�CNI
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt} / 12

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .
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� � � � � �)� � F ��A��+�&� F � � ���B�����$� � ;  � ����'(�#��;
0 / 12u � (aI+An)u −

n∑

t=1

ytu � xt * {ŷt +=yt} +
1

2

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .

� � � � � u
F � � � �����&�!� � �&" � �&� � � � �BA)I ����� � ��� �A � � � � A � "�� /�� � � �*� ��� � ��� F ���!� u � � ��� � � � � �!� " A αu

I)F �������
α > 0 � � � ')���!�  � � � ; �����0� < 5 �0��'(�#��; � � � ��� � � �&A�"��*� � ��A�� � ��� IF ���!��� A  F � ���

0 / α2

2
u � (I+An)u − α

n∑

t=1

ytu � xt * {ŷt +=yt} +
1

2

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .

� � � �,�&���,��A � � � � � � � � ���&�2�&����; � I �#"��&���*/�� ��� � � −ytu � xt / `γ,t(u) − γ
'(�#� � �)�

γ > 0
< � A�"��*� � �&A�� � � � ��� � � � �,�&�$����� � "��9/�� � �����A � � � � A)I ��� � �&� � � � � � � I � ��� � � / � � � � �"��#�&� � � ���!��" A αγ > 0 A � � � ���

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+
α

2γ
u � (I +An)u +

1

2αγ

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .

� A�"��*� � �&A�� � � � �&��� � ��� � � �

α =

�		
 ∑d

i=1

� �
(1+ λi/a)

u � (I+An)u

� ;  � � �!� ����� �!� �'� ; ��� "@��A���� < 2

� � ��� F � ��;  � ��� �����7"���A���� ��' � ���!�#�&�!; C�C#< � F � �&� �&��� � �#�*���!�  ����� � � �"���A���� '(�#�3����� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � �&��; E � ���!�#�&�!; C�C#<BC F � ��� p = 2
T0<

�%����� � ����� ������� � ;  � � � � �&����' � �*���A��!� � � (x1, y1), . . . , (xn, yn)
F �����&� � xt � =

1
'(�#� � �)� t � ��� �&A � �7��� � �+��������� � � � �*���3�&��; � u 	 � d I<F � �&� � u � = 1

I � � � � �&' A � � �
yt u  xt 
 γ > 0 '(�#� � � � t = 1, . . . , n

< � �#����� � � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � �&���A��!� � � I�����D"���A���� ��' � ���!�#���!; C�C#< � ; � A "����&����� F � � �&���!� � �

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / 1

γ

�			
 (a+ u � Anu)

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � . E6C�C#< � T
� � � � �)� ��� � � ��� � � "���A���� � � ���#� � � �!� ���&�!� '(�#�&; � � An

E � ��� � ��� � � � �!�1/ � � A��!� T���  ����� ��� �����$; � �6� � � �B������; � * {ŷt +=yt}

< � ����� � ���
m

"����&��� � � � � ���*� � � ��� � � � � � � A��' � �*A�"��&�0��� �
{1, . . . , n}

�*A � � �&� � � E6C�C#< � T � � �*� � �)� � � � � � � �!� F ���!� � ; � �*� � � � � �
	 � �



; � ���5��� � � � � t 	 � < � �#���!� /���� I�� �0�
m � = 1/γ2

IF �������
1/γ2 � ������� 5 ��� � �  �&�&���"���A���� �  � � �"� � � G �!� ��� ����� � � �&� � u � = 1 � ��� � xt � = 1
'(�#� � � � t < � � F � �,�D���

� �1/��!�*� � � � ��� � ����� � � � ����� ��� ����� �&���,A���� � � � A � � � �,���!� � � � �&� � � m < m � < � � ���
��� � � I F �����  �&�!�&�!�1� m � � �������2A�� � �A��  ��� � � � /��D�&� � A�� � ���>��'

m � =
�
m �
γ

.

� �A��
m < m � F �������0/����

� a+ u � Anu � d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � < m .
E C�C#< �)T

� � F ���#���D��� � � I � � � � � � u � = 1 � ��� � xt � = 1
I

u � Anu =

n∑

t=1

(u  xt)
2 * {ŷt +=yt} < m .

� � � � � (u  xt)
2 = (yt u  xt)

2 
 γ2
F � � ��� �!� A����

γ2m / u � Anu / m '(�#� � �)�
u 	 � d

< � �!� � � I>F � ; � A F � � ��� u � Anu = αm
'(�#� �&��; �

γ2 / α / 1 < � � � � �
� xt � = 1 � � �&� � ;  � � �!� λ1 + �� + λd = m

I>F � ; � A �*���
λi = αim

F ���0��� �����
� �,� � � � �!�,�&� α1, . . . , αd 
 0 � �&�B�&A � �>��� � � α1 + �� +αd = 1

< 5 ���&'(�#��; � � � �����!�&��&A�"��*� � ��A�� � ����� � � E C�C#< �)T F �$�#"�� � � �
(a+ αm)

d∑

i=1

� � �
1+

αim

a
� < m .

E C�C#< 	 T
�
'
αm = u � Anu � �5�&; � �)� � ��;  � �&�!� ���D����� � � � � �%� � � �!�,/ � � A��!� ��' An

I �����!� ���������
� � � �*� � ��� � � �!�+��' a ��� � �+� � � � �&' A E6C�C#< 	 T�I �&�!� � � ��� � � �*� C�C#< � <� � � ��� � � � A��&� � ��� �&A � � �!�*���B��� � �D����� � � ��� � � �BA �*�  � � � " � � �&� �A��!� � �!�$��� F � � � ������$�&� � ����� � �#������� 5 ��� � �  �&����� � � � � � � ��/ � �1� � � ���9/���� ����� �!� � �&� � � � � 5 ��� � �  �&�&���
� �&� �������&� F ������� � � ��� � �C�*�  � � � ���#�&� u

������� �&� "�� ��� � � �BA �#�&�&��� � ��� � � �&� �����
� � � �!�,/�� � ���#������' An

F � ��� � � � � � � � � ���,/ � � A��!� < � � �&A � � �&���,A���� � �!� I � � � � � ���&� � �����' � ���*� � � � �!� xt

; A��*� �&�A�� � � /�� �����  ���  ���&� A ��� � � yt u  xt � � �!� ���*� ��� �����
; � � � ; A�; / � � A�� γ <
� � � � � � � ���!; � � � ���#�&� ��� � ������� "���A������$��' � ���!�#����; � C�C#<BC � ��� C�C#< � � ��� � � �/ � � �"� �,� �&� � � ; A � � � ���!��A�� ���!� � � � � � � � ��' γ � ��� � u � �&� � � ��� ���#� � � � � � � �����3� � � � �
� u � /γ E � � � �����#���!; C�C#< C ��� � �B� � � � �>�*����A � � � � � ������� '(�#��; � u � q /γ T0< � � � � � �F � � � F � � �  � � � I � � � � � ����� � ���&� Lγ,n(u)/γ

� � � � " � ���D����� � � ; � � � ��� ��' � �1/ � � � �
� � � � < � �!� � � I F � ��� ���#� � ���&� � � A � �!����� � � � � A � ' �����!�&� ���!�&A � ��� � ��� �*� � ����� ��� �KA
'(�#�3A�� � � � ���#��; ���!'(�0���!� � � '(�#��� � � �*���0��� <
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��� ��� � � � ��� � � � � 	 � ��� � � �	�
����� ��	��

�
�>��� � ���&� � � � ��� F �D�*��A�� A ������� � �!� � � � � � � F � � � � � '(�#��� � � �*����� � �%���  � � ���!� �BA �&A������������� � ; �4�&� �A��!� � �+��' � � � ;  � �!� < � �#�����  � � � ��� � �)�BA)I F ��� � A ��� � � � '(�#��� � � �*�����
� � 
 � 
 �  
 �0� � � ��� � ��� � � " � �&�2�&���A��!� � � � (x1, y1), . . . , (xn, yn) 	 � d � {−1, 1}

I � '
� � � �+��A��7��� ����� �&���,A���� � �

(x �1, y �1), (x �2, y �2), . . . F ������� (x �kn+t, y �kn+t) = (xt, yt)'(�#� � �)� k 
 0 � ��� t = 1, . . . , n
<

�
' �����C" � �*� �&���,A���� � � � � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � I �&����� �&���C; � �*� � � �>"���A���� '(�#�

� � �����&�0�&/ � � � /�� '(�#��� � � �*�����D��� �)� � A��D��� F ; � � A A  � � ���!� � �&�  ����'(�#��; �!� � � ; ���*�"���'(�#��� ����� '(�#��� � � �6����� � � � A��&�����,� �!� � �&� � � ��� � ���1/���� � � �&� � � � ��� � �>�&�  � � � ���#� ��'
����� " � �&� �&� �A��!� � � < � �#� � � � ;  � � I ����� 5 �0� � �  �&����� � ���1/���� � �!� � � �����!�#���!; E �&�!�
� � � � � ��� C�C#< � T �*� � ���!� ��� � � � �4; ���*� � ; � � t � xt � /γ � 2 A  � � ����� � �&� ���!�!���!� ��� � ���
� � � ��� � ���&�  � � � ���#��'(�#� � � A �&� �A��!� � � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � F � �&� ; � � � � � γ > 0

<
�
� F ��/���� I ����� ���!�&A � �&�?��' � � � � � ��� C�C#< � ���3���#�  ���9/ � ��� � ��'(�#��; � � � ���D���������5; � � � � ���' �����$�&�  � � � ���#�3'(��A����C" A �����$'(�#��� � � �*���0� <� ��� �A��!�6� � ��� � ���������&�&�!� ������� � � F ����������� F � � � � ; �,� � ' A �����>'(�#��� � � �6���������' � � � � � ��� C�C#< � �&�7��� � �$����� �!� � �&� � � ��� �#"�� �'� ���!� � ')����� ����� � � �*� A  � � ��� � � /�� �; � � � � � �!� ���&�D��� �&��� � � � � �!�*�+; � � � � � � � � � ��/ � " � �B" A � � AC� � ��� � ���&�  � � � ���#�3��'?������&� �A��!� � � <
� �&�*A�; �B�����$�&���A��!� � �

(x1, y1), (x2, y2), . . . 	 � d � {−1, 1} � � � � ��� � � �BA �&�  � �� � " � �4" A u 	 � d
�&A � � ��� � � � xt � = 1

'(�#� � �)� t < � �+��� F �&��� F �&� � � �����+'(� � � � F � � �
� � � �#� � ����; I � � � ;  � � ; �,� � ��� � � � ���C��'5����� 5 ��� � �  �&����� I5F ���!� �.A �!� � � � �)�KA ��A�� ���
� �&���A��!� � � F � ���	; � � � � � γ I � ����� � � � ��� � � �&�  � � � ���#� F � ���	; � � � � � (1 − α)γ

� ')�&��� � � ; ���6� 1/(αγ)2
A  � � ����� I+F ������� α � � � � � �  A��  � � � ; �����0� < � � �)� � F � � ������ �&����; � ��� � � � A ��' 2 ���,� � � � �BC � U4� I+F � � � �)��� �
	 � E �  � ��� � � ; � ��� � � � � � ; � � � � �

� � � �#� � ����; T �&� � �+; �,� � � �!� 5 ��� � �  �*����� <

	 � �



� � ��� � � � � � � � � �
� �9� �

� � � � � ����� ���
α 	 (0, 1]

<
��� �	� � � � ��
 ��� � 
���

w0 = (0, . . . , 0)
I
k = 1

<
� �#� � � � �C����A���� t = 1, 2, . . .

E C4T
γt = ��� 8/k � /α �

E � T �#"��&���*/�� xt

I �&��� �pt = wt−1  xt � ���  �&�!� � � � F � ��� �yt =
� � �

( �pt) �
E � T � ��� � � "@� � yt 	 {−1, 1} �
E �)T � ' yt wt−1  xt / (1− α)γt

�����!�
E��=<BC4T

ηt = � 2/k � ��� w �t = wt−1 + ηtyt xt �E��=< � T wt = w �t/ � w �t � �E��=<��)T
k← k + 1 �

E 	 T � � �&� I�� ���
wt = wt−1

<

��� ��
�� ��� � � ����� �L3:35�)
� �!� � � �
	 � "���.�.���'
 � ��� 0 
 � � ��& 0 ���'& & � ���@� ��� �M
 � 	���>�����.� (x1, y1), . . . , (xn, yn) 	 � d � {−1, 1}
� 0 �!� � xt � = 1 "��� �'&(& t � & 0 �����)�4& �
� 3 �)�.� 
 & � 
 � u 	 � d

� 0 �!� � �)� ��0 � γ > 0 7 � � � m 
 � �!� ���5� � 
 ��� �6" �'3 *:� � ��
35�.�!"��� � ��* 
 � � �
	 � ��� �!� 0 
 
������������� 7 � � ��� �!� � �5� � 
 ��� m =
∑∞

t=1 * {ŷt +=y �t}�6" �%0 
 � � �P��
 0 
 � � 0 � �%�)�+*#
 � � 0 
 � ��

m / 2

γ2

�
2

α
− 1 � 2

+
8

α
− 4 .

� �@� �!� �.� � ����� � & � � s 
 � �!� � � 0 � � 
 � � 3 � � �.� �!� � & �'
 � �L3 *:� � � �N�����@�4
 7 � � ����!� � � � 0�� �:� ws �.� � 3 � � ��* 
 � � �
	 � � � � 0�� � s 0 
%� & 0 �����)�%
 � 3 �)�.� � ���O�6" �!� �
�������.���.�-�<� � 0 � �N0 � � � �)� ��0 � (1− α)γ 7
8:9<;�;>=@? � �#� � � A t = 1, 2, . . .

I � ���
Nt = � w �t � I � ��� γt(u) = yt u  xt

< � � � ���*�
� ��� � �	A  � ����"���A����	���

m
" A �*��A�� A � � � ����� �A � �1� � � A u  ws

< �%������&� � � A����A����
t
�*A � � ��� � � yt wt−1  xt / (1− α)γt

< � ���!�

u  wt =
u  wt−1 + ηtyt u  xt

Nt


 u  wt−1 + ηtγ

Nt

	 U�E



� ���

N2
t = � w �t � 2

= � wt−1 + ηtyt xt � 2

= 1+ η2
t + 2ηtyt wt−1  xt

/ 1+ η2
t + 2(1− α)ηtγt .

� ��� � �����A � � � � A ��� � ��� "@� � � A��&� � �>A  � � �&� � �4� � ; � t � ;  � � ��� ��� � � yt wt−1  xt /
(1 − α)γt

< � A�"��*� � �&A�� � � � �����>/ � � A��!� ��' ηt � ��� γt � � ����� � � �6� � �  ���!�&� � ��� F ��#"�� �'� � N2
t / 1+ 2A/kt

F �������
A = 4/α− 3 � ��� kt � �%�����$�,A�;�"����+��'?A  � � ���!� �0��'(�#��; �!� � ')�����+����� � ���*� t � � ; �B�*���  � <� � F F �$"���A����

m
" A � � � �BA G � � � u  ws

��������A � �>��������� � A���� � ���

u  ws 
 u  ws−1 + ηsγ

� 1+ 2A/m

=
u  ws−1

� 1+ 2A/m
+

γ

� m/2 +A
.

� � � / � � � �������&� � A���� � ��� � "�� /�� I)F � � � � � ���  � � � � � ; � ��� ��� � � w1 = 0 � ��� u  wt =

u  wt−1 � '?��� A  � � ���D� � � �!�  � � � � � ��� � ; � t I:F �$�#"�� � � �
u  ws 


m∑

k=1

γ

� k/2 +A

m∏

j=k+1

1

� 1+ 2A/jF ���0���$'(�#�
k = m

�����  �&���A � � � � ��/ � � A�� 1 < � ���!�

−
� � m∏

j=k+1

1

� 1+ 2A/j
=

1

2

m∑

j=k+1

� � �
1+

2A

j �
/ 1

2

m∑

j=k+1

2A

j

E � � � � � � � (1+ x) / x '(�#� � �)� x 
 −1
T

/ A

∫m

j=k

d x

x

= A
� � m
k
.

� �������!'(�#��� I
m∏

j=k+1

1

� 1+ 2A/k



�
k

m � A

.
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� � F�I � � � � � u  ws / 1 I<F ���#"�� �'� �
1 
 γ

m∑

k=1

(k/m)A

� k/2+A


 γ

m∑

k=1

(k/m)A

� m/2+A


 γ

mA � m/2+A

∫m

0

kA dk

=
γ

A+ 1

m

� m/2+A
.

� � � / � � � '(�#� m A � � � ���
m / (A+ 1)2

4γ2
+ � (A+ 1)4

16γ4
+

(A+ 1)2A

γ2

/ (A+ 1)2

4γ2
+

(A+ 1)3/2

γ
� A+ 1

16γ2
+ 1

/ (A+ 1)2

4γ2
+

(A+ 1)2

4γ2
+ 2(A+ 1)

F ���0��� F � A��&��� �&��� � �����A � � � � A � x+ 1 / � x + 1/ � 2 � x � '(�#� x > 0 � � �&��� � � �*��*�&�  <�� A�"��*� � �&A�� � � � ��A�� � ��� � � �$��' A A � � � �����&�������!� � �&�!� ���!�*A � � <
� � �&��� F ��� � � ws � � � � � ��� � �+�&�  � � � �&�#� F � ���>; � � � � � (1− α)γ

I ���#���D��� � �
γs =

1

α
� 8

m


 1

α

�		
 8
(A+1)2

2γ2 + 2(A+ 1)


 1

α

�		
 γ
(A+1)2

16
+ A+1

4

E � � � � � 0 / γ / 1 T
=

γ

� 1− α2/4


 γ .

� � � � �3����� � � �*� A  � � ��� � ��� A���� � �4� � ; � n I ��� � �5; � � ���5��� � � yt ws  xt > (1−α)γ'(�#� � �)� t > s < 2
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�
� � � � � � ����� <���� � � �,� � �!� � �  ���!� � � � � ��� � � ��� � � "�� � � � � � �!�,���4� � �!� � � � � � �������%�����'(�#��� � � �*���0� � � � � � ; � �&�!� � ��� �!�&� ��� �&��� �&���A��!� � � y1, y2, . . .

��'���A�� � ��; �!� < � � � � � � �
� �����  �������!�1��� � ������;  ��� � �!�&�3'(�#� �*� � � � � � � � ��������A�� � ��; �!�%��� �#" �*���&/���� � ��� � /��"����!� � " � �$��� � ���,�&�&� � �����2��� � �����B��' ����� � � � � �,����� � /��0� � � � '(�#��� � � �*���0��� � ���!� � �
�  � � �#� � "@��A���� � � � ;  ���&�!� ��� ����� �9/��0� � �)� �,A�;�"�������'5��A�� � ��; �!� ��� � ��; ��� "��
�#"��&���*/��!� <
�
�	��� � ���&� � � � ��� � � � � �6� � � "@� � � � � � �!�,�  ���!� � � � � ��� � � �����C; �,��� � ��' � � ��� � ��!� � �&� ��� � � � � ��� � � ��� � � ��� � ��'(�#��; � � � ����� � ')����� � �!����� � � � � � �&���  ����� � � � � ��� �yt =� � �

( �pt)
'(�#� �����%�����=� � � "�� � yt

� � /��!� �����%� � ��� � ��'(�#�&; � � � ��� xt

�#�����4'(�#��� � � �*����� A��&�!�� � ������; �! �� � � ��� ��� ��� � � ��� � ���0������� ��� �,A��0� � yt

�#�����#� < � ' yt � � ���#� �A���� � �!�"�
� �&� / � � A�� ���!; �'� ���5A�� � ��� � � �&� ����� '(�#��� � � �*�����#� � ��� ����� � A��&�&�!�,� �!� � �&� ��� ��� � �4���#�A  � � ����� < � � � � � ;  �#�&� � �1�2��� ���!; � � � ��� � �#� � � ; � � � � � � ��� � � � � � ���$� <%� � � � ��� � �; �,��� � �����C'(�#��� � � �*���0� � � ��/ � � A � ���!� " � � ��A��,� � � �  ���!� � � � � ��� ; � �*� � � �!� � � �&� ���
�������&�D� � ; �B�6���  � � ����� �������*��A�� � � "�� � � yt

���!; �'� �����CA�� � ��� � � <� � �*��A�� � �&� � � � � � /�� � � ;  � � � � � � � �#� � �&��; � �&� � � A��&� � � � ;  � � � � ������; �� �!���A � � ��� ��� � � ��� � ���0�������C�&� �A���� � ����� � � "�� � ��'2����� � A��&���!�1� � ���*� � � � � < � � � ���A � �  ���!� � � � "��!� ��� � � �&��� � � "�� � �*����A � � "�� �#"�� �'� ����� � � �&�  ���#" � " � � � � � c/(c +

| �pt|)
� � �����&� �pt � �+����� ; � � � � � � � � � ��/��!�7" � ����� � A��&�&�!�,� � � ��� � � ��� � �&� �&� �0� ���7�����

� ���*� � � � ��� � ��� c > 0 � � �  � � � ; �����0� ��'��&��� � � � �#� � ����; � � � � � � � � � � � � � � � � ' � � ���#���� �pt

< � �#��� ��� � � � � � "@� � � �D� � ;  � �!� � � ��� � �&; � �)�  ���#" � " � � � � � � ���!����/����������
; � � � � � � � � � � � � <

� � � � � � ����� �  � ��� � � � ���!� � � � "��!� � � � � � � � ���'� <�� � ��� � � ��A � �  ��� / � ��������� � ���,�*��� �
���7����� �A�;�"����B��' �,A��0� � �!� � � "@� � � < � � ' � � �#�@��� � � �,A�;�"���� � � � � � ������; / � � ��� " � ����  ����� � � � ����������A � � �&���3; � � � � � �pt

�,��� �&��� � �1����� � � � � ��� "@��� � �!�!� ����� � � � �#� � �&��;
� ��� ������� � � � �&���,A���� � � ��� � � � � � �&��� � � � �#� � ����; � �B��A�� < � A�� �&�>����� � ��;  � ���
� � ��A����C��' ��� � � � �,���0� � � � � ����� ����� � � � � � � � � ' �'� � ����� � � � � � � ����� �� � �����C"@�!� � / � ��A����'B��� � � � � ������; / � � �"� " � � � � ������; � ��'D� � ;  � � �,A � �,� � � � �!� �&� � � ����� �&� �����7� � � ��&� �A��!� � � < �

� � ��/����#� �&��� � � � � � � � � ���,�!�>�&��/�� � � � � � �,�����&�!�*� � � �  ���!����; �!����� <
�
� � �)� ��'+����� � � "�� � � � � � �!�1� � � � �#� � ����; � � � � � � � �( �!�"� �  ���  ��� � ��� � � � ��'������� � � � � � � ' � � ���#� c � � ����� � � ������; �! �!� ��A � � � � � � ��� ����� � � ; � ; � �*� � � � "���A���� � ������C����� � � � � ��/��!� " � ����� �#� � � � � � � '(�#��� � � �*����� "��!'(�#��� �&��� � �,�*�����A � � � ��� ��' �����
� � "�� � � � � � ���,�>; � � � � � � �&; < � �!� � ��� � � �*��; � �&�!���&���3����� � � ������; �! � � � ���	A��&�!�
����� ; � � � � � � ��'(�#��; � � � ��� �&� �*� � � � �2�������&� � � "�� � �$��� � � � � � "�� � � ���#���!� � � ������A��
� � � �&� � � � � � E � �C���  � � � � � � ���*)5�&���$�9/��0� � �)� �A�;�"����+��'�; � �*� � � �!� <

	,+ �



� �  ���9/ � ��� �*��; � � �,��A � � � ��� ��� ��� � ������� � ������; �! �!� �&� � � � � � ��� ��A � � � �#� � ���
� ����� � ���0� �&��� �*� � ��� � ��� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � ����; ��A��2��� � �&���A��!� � � (x1, y1), . . . , (xn, yn) 	�

d � {−1, 1}
� ������� � � � �&�&A�; � � xt � = 1

'(�#�
t = 1, . . . , n

< � �#�%�&��� � � � �D��'�� � ; � � � � � � � � � �*�&A�; � ��� � �4�&���,A��!� � � � � � � ��� � � � � �&�  � � � ���!� " � � �>� �  ���  � � ��� u 	 � d
<

� � � � �)� ��� � � �pt = w �t−1xt

< � " � � � � � �����A � � � � � � ���,�&�&� �)� � � � ����� � � � � � � ���&� � � ��� � �� � �&� E �*�!� � � � � � ������� <�� � � ��� � � �*� �����  �����'?��' � ���!�#�&�!;���� < � "@� � � � ) � �

(1− yt �pt)+ � 1
2

�
� u − wt−1 � 2

− � u − wt � 2
+ 1 � .

� � � � � ' yt �pt � 0 � ��� | �pt| � � � � � � ���#�����!��������� � � � � � ���&� (1−yt �pt)+ � � � � �&� � � � � � <� � � � � � ��A���� � ;  � � ��� ��� � �$�&��� � � � ���&�!� � � � u − wt−1 � 2
− � u − wt � 2 ; A��*��"��

" � � < � � � � ; � � ��� ��� � � � u − wt−1 � 2 �����  � � � wt−1 � � A  � � ���!� ���
wt

< � � �
� �������0/����B����� 5 ��� � �  �&����� ; � � �!� � �!� � �&� ��� � � � � ���7; � �*� � � � � � ��� � � � � � � ; � � � �/ � � A�� | �pt|

� ����� � � � � �,� wt−1 � � ; � /��!�	" � � � � � � �&� � � �,� � ; ��A��,� �&� � � �&���������� � ��� � �4�&�  � � � ���#� u
< � � ��� � �5�����  � � ���=; � �*� � � �!� � � ��� � � � � � ; � � � � � "�� � � � " � � � ��� ��� � �����&�$��� � � ; � �*� � � ��� � � ��� ; � � � � � �!� ���&� ���  ����� < �B� ����� �#�������2� � �����:������*� � ��� � ��� 5 ��� � �  �&����� � � � �#� � ����; ����!�$���#�$� � � � � �1��� � � � ��A��,�2�&��� � ��'(�#��; � � � ���"�����A � �,� " � | �pt|

< � ��� " � � � � � ��� � A�������� � � � � � ����� � � "�� � � � � � �!�1� ; �0������ � � �� ��� ��� � � � �#�  �#� � ������� � � � ��'(�#�&; � � � ��� � �,�&� �����  ���!� � � � � ��� " � A�� � � � ����� � �! � ��'
| �pt|

��� �&� � ���$� � �  �#���!�1� �"� �  ��� � �����&� � � ��� � �  � ���!� � � "�� � <� ����� � '(�#��; � �)� � ��� � ��� � ��� � � � � �( � � � � "�� � � � � � �!�1�D/������ � ��� ��' ����� 5 ��� �� �  �*����� � � � �#� � ����; <�� � ; � � � � � � � A�; �!�1��� � � � "��$���0/�� � �  �!�7���  �&�9/�� � � � � � � ��A��"���A������C'(�#� �#������� � �����&���&/ � � � /�� � � � � � �!�1� � " � �*�!� '(�#��� � � �*�����&� � � � � �  �!� � � ��� � �� � �  ����� E �&�!�������$� ����� � � �&�!� ) <� �%��A��+'(�#��� � � �*������� � �&�D� � ������; �� �!�"� � � � ���  �%����� ���0��; � ��� � � � � � �,�*�����A � �!�
� � ��� �  ����� �=< � ��� '(�#��� � � �*���0� � � � � ��� �!�&� ��� � �&���A��!� � �

U1, U2, . . .
��' � < � < � <� � ������; / � � ��� " � �!�2A�� � '(�#��; � � � � �6�&� � "�A����!� � � [0, 1]

< � ��� ��� � � � � ��� ��' �,A���� � � � ������ ��A�� � ��; � � �5� � ; � t � � ��� � ���!� " � �&���3/ � � A�� ��' � � ��������A �)� � � � ������; / � � ��� " � �
Zt

��'  � � � ; �����0� qt

E � �������
qt � � ���������&; � ���!� " � U1, . . . , Ut−1 � ��� " � �����

�  � � ��� � �&� � � � � � ��� ��A � �7A��&��� " � �����7'(�#��� � � �6����� ) < � � �#"�� �'� � � �&� � � �! �� � � ��� ��'
Zt

����� '(�#��� � � �*����� � �*� � � ��� Zt = 1 � ' � ��� ��� � � � ' Ut 	 [0, qt)
< � ��� �&���A��!� � �

��'B��A�� � ��; ��� � � ���  ���!�&���,���!� " � ����� � � ������; / � � ��� " � �!� Y1, Y2, . . .
� ������� � � � �

Yt � ��; � � �*A�� � " � � � � ��� �&�!�  � � � ��� �����
σ
� � � � ��"�� � � �!����� � ����� " � U1, . . . , Ut−1

<
� � � � � ;  � � �!� ��� � � Yt � � ����������; � �����	"��!'(�#��� �&���C/ � � A��C��' Zt � � ��� � � � < �DA��
�����&A � ��� ��� � � � � �*� � ����� � ���*� � � � ��� xt � ���3; � � �&A�� � " � �%'(A�� � � � ����� ��' U1, . . . , Ut−1

<
�
� � ��/������ ��� � �!�  ����� ���#� � � � ��� � � ;  � ��� � � ����� � /�� ��A�� �&�!�&A � ��� � � �&��� �  � � ��� �� � �&�2��' � �&" � �&� � � � � ��� � ����� � ���*� � � � �D�&���,A��!� � �!� <
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� � � � � � � � � � � � � � � � � 5 � � � � 5 � � � � � ��2 � � � � � �

� ��� � �����������
c > 0

<
��� �	� � ��� ��
 ��� ������

w0 = (0, . . . , 0)
<

� �#� � � � �C����A���� t = 1, 2, . . .

E � ) �#"��&���*/��
xt

�=�&��� �pt = wt−1  xt � ���  �&�!� � � � � � ��� �yt =
� � �

( �pt) �
E � ) ��� � � � � ��������A �)� � � � ������; / � � �"� " � � Zt 	 {0, 1}

��'  � � � ; �������
c/(c+ | �pt|) �

E � ) � ' Zt = 1
�����!� �,A��0� � � � "�� � Yt 	 {−1, 1} � ��� � ���

wt = wt−1 +

yt xt * {ŷt +=Yt} �
E 	 ) � ' Zt = 0

�����!�
wt = wt−1

<

	�
 �������� � � ������������������������� �"!$#%��&'� �(�$)$!*�%+,�-)$./&0�1� � ./)�#-����2 #-34)�56&7./&8�39�;:�5<��&=!��
(x1, Y1), (x2, Y2) . . . 	 � d > {−1, 1} ? �����$&@�9./)A�1� �

n 
 1 ? �B./)C�1� �
u 	 � d ? ��&EDF�9./)G�1� �

γ > 0 ? �����H�JI+K��!$�L�*DM&K562M�$�$)N.O�P2Q#-3$�%�1RS�$3T3B�1�-# 3 �U��3
�WVX n∑

t=1

* {ŷt +=Yt}

YZ
� Lγ,n(u)

γ
+
X2

2c

Lγ,n(u)

γ
+

� u � 2
�
2c+ X2 � 2
8cγ2[ ���$)$�

X =
; � � t=1,...,n � xt �/\] �#�&�D�&� � �3" � � ������ � � �

c =
X

� u �

^__`
γLγ,n(u) + a X � u �

2 b 2

�����7��� � � /������ E � � ���  � � � � � � ��� ) �����7"���A���� �&��� � � " �dc �����#���!; ��� < � E � � �����
�  � � �"� � � � �&� p = 2

) < � � � ��/������ � � c � � � � � �  A��  � � � ; �0�����B��' ����� � � � �#� � �&��; �
����� � "��9/�� �&���&� � � � � ;  � � �!����� � �#� � � ����� "�� � � ��� � � � ��'=�����  ���!� � � � � ���  ��� � ���&���#�����
� � � �#� � ����; ���!�!��� �*��; � � ��'(�#��; � � � ������� ����� �*���A��!� � � ��'���� � ;  � ��� <=e � � ��� � � � ���"�A�� � �gf � �����5"@��A����$��' c ���!�#�&�!; ��� < � � � � � �2��� � ��� � � ; A � � � ���!��A�� � � '(�#� � �)� γ � ��� u

�
��� � � ��� � ���!� "���A���� � � � "�� ��� � � �#"�� �'� ���!� '(�#� � �=�!� � ��� � � �!�4��'@�����!�&� �,A � �,� � � � �!� <

h,+ �



������������� @� ������� 	
	�	����� e �1�&���,��A � � �&��� � ���&����A �)� � � � ������; / � � �"� " � � Mt =

* {ŷt +=Yt}

<�� �$�*� � �*�3')�&��; ����� � � �'� � ��' � �����,A � � � � � �!�
γ− `γ,t(u) � u �

�
− � `γ,t(wt−1) �

� (u − wt−1) �
�
− � `γ,t(wt−1 �

= DΦ � (u,wt−1) −DΦ � (u,wt) +DΦ � (wt−1,wt)� � � � � � ��A��*�!� '(�#� �����3����� � / � � � ��� ��' E ��� < � ) � ���� � � � ��� ��� <%�< c � � � ��� � ��� '(�#� � � �� �����&�0�&/ � � � /�� � � � � � �!�1��� " � �*�!�C'(�#�&� � � �*�&��� ��� � � � � � ; � �*���  t �&A � �C�&� � � Mt = 1
<

) A��*� � �gf �+�&��� 5 ��� � �  �&�����"�,�&��� � � "�� � � � � � �!�,� 5 ��� � �  �*����� A��&�!� ����� �A � ��� � � � � �#�&�!�,� ��� � Φ(v) = Φ � (v) = � v � 2
/2
� � ��� ���A��

DΦ � (u, v) = � u − v � 2
/2
<�� �����

� � ���0�D��� � � � � ; �2�*���  t � �����&���&��� � � "�� � � � � � �!�1� 5 ��� � �  �*����� �,A��0� � �!� � � � "�� �
� ��� ; � f �!� � ; � �*� � f � < c ���!� Zt = 1

�
Mt = 1

� � ��� − � `γ,t(wt−1) = Ytxt

<
� ��� � � � �$; �#� ��� � � � ���D����� � "@�9/�� � � � � � ��' � ��� �A � � � � � �!� � �3'(� �)� � � �
γ− `γ,t(u)

� Yt u � xt

= Yt(u − wt−1 + wt−1) � xt

= Yt wt−1 � xt +
1

2
� u − wt−1 � 2

−
1

2
� u − wt � 2

+
1

2
� wt−1 − wt � 2

.] �#�&� ��� � � �&� � �$� � ; � � � �#"�� �'� ����� � �*�&�&��� � �0� � �����A � � � � � " � � ��� � � � � ��� �&A�"��
�&� � � � � � � �����+��� � � � � /���������; Yt wt−1 � xt = Yt �pt

< c ��� � ��� � � � ��� � � ������;  ��� / � ���!�" � �&� � �3; �#��� � � ���!'(A � � � � � � � � � � �+�&��� f � � ��� �#"�� � � �>�&��� � � � � ���!�&A � � <
� � � � � Yt �pt � 0 � ��� ���  � � � � � � u

� � ��� αu
'(�#�

α > 0
� � � �#"�� �'� � �����

� �����,A � � � � ��
αγ+ | �pt| � MtZt

� α`γ,t(u) +
1

2
� αu − wt−1 � 2

−
1

2
� αu − wt � 2

+
1

2
� wt−1 − wt � 2 .

��� � ����� � ��� '(�#� � �)� � � ; � �*�&�  � t <�e �����!�!�"� � ' MtZt = 0
����� � "��9/�� �*� � �)� ��� � ���� � � � � α`γ,t(u) � 0 � ��� wt−1 = wt

< �A�; ; � � � '(�#� t = 1, . . . , n
� � � �0�

n∑

t=1

�
αγ+ | �pt| � Mt Zt � αLγ,n(u) +

α2

2
� u � 2

+
1

2

n∑

t=1

� wt−1 − wt � 2

� ���0���
α2 � u � = � αu − w0 � � ��� � �%�����  � �!� − � αu − wn � 2 /2 <�� � � � �)� � � � � � � �

MtZt = 0 � ;  � � ��� � wt−1 − wt � = 0
��A�� � � � � wt−1 − wt � 2 � X2

� � � ���
n∑

t=1

a αγ+ | �pt| −
X2

2 b Mt Zt � αLγ,n(u) +
α2

2
� u � 2

.h,+ +



] � � � ���,���&�
α = (c+ X2/2)/γ

'(�#� �&��; �
c > 0

�&� "��2�����&����; � ���!� < c ��� � "�� /�������!�C"�� � ��; �!�
n∑

t=1

�
c+ | �pt| � Mt Zt � cLγ,n(u)

γ
+
X2

2

Lγ,n(u)

γ
+

� u � 2
�
2c+ X2 � 2
8γ2

.

� � ��� � � � f � ���  � � � � � � ����� ���	"@�#��� � � ���!� < ] �#��� ��� � �#� " � ��� � � � � � ��� ��' �����
� � � �#� � ����; � �

t Zt = c/(c + | �pt|)
� � �����&� � � A��*� �

t

��� � ��� � � � ��� � ����� � � � ��� � ����  � � � � � � ��� � � /��!� U1, . . . , Ut−1

<�� � �&� �
Mt � �3; � � �&A�� � " � � � � ��� �����  � � � ��� �����

σ
� � � � ��"�� � � �!����� � ���!� " � U1, . . . , Ut−1

< c �A�� � � � ���

�WVX n∑

t=1

�
c+ | �pt| � Mt Zt

YZ
=
�dVX n∑

t=1

�
c+ | �pt| � Mt

�
t Zt

YZ
=
�WVX n∑

t=1

cMt

YZ
.

� � / � � � � � "��#��� � � ���!�3" � c � � � �&� � /�� � ������� �!� �'� ; ��� � ��� �A � � � � �
�dVX n∑

t=1

Mt

YZ
� Lγ,n(u)

γ
+
X2

2c

Lγ,n(u)

γ
+

� u � 2
�
2c+ X2 � 2
8cγ2

. 2

��� ��� � ����� � � $ � �
	 �
	 ����� 	"	�� � ��� 	

� ������� � '(A�� � � � ����� � ��� � � � � � � � �,� � ��� ��'���A���� � � � � � � ��� � � '(�#�&� � � �*�&��� � �,��� ������ � � ��� � � ����� � � ��� � ��� � �&��� � " � � � ��;  A�� � � � ��� � ��� ���*� <� � � ; �#� � / � � � � � ��� � ; � � ��� � ����� � ����� �����2'(� �)� � � � � � � � ;  � �D���!��A � � � ���7')����; �,A � ��� � � � � �!� � �&� ��� ����� � � � 2��� � � ��� � � �!� � �&� ��� ����� � � � 6 <�e � � 2
� � �,A � ��� � � � � �!� � �&� ��� ��� f :

�
2 → {−1, 1} � ���� � ���!� " �

f(x1, x2) =
� � � �

p(x1, x2) �
� ���0���

p(x1, x2) = w0 +w1x1 +w2x2 +w3x1x2 +w4x
2
1 +w5x

2
2 � � � � � �&� � ���������� � �����  � � � ����; �"� � � � ������/ � � �"� " � �!� x1 � ��� x2

< c ����� ���  ��  �� � � �����#���$� ��' f � � ������&�0�4��'  � � �,��� (x1, x2) � � 2
� � � � �&' � � � � �����+���A � � � ��� p(x1, x2) = 0

< c ���3��� � � � � ����&A���' � � � ��' � � � ��� � � ��� � �&� �&� �0� � � � � � �  ���  � � ����� � ������� � � '(�#� �A � ��� � � � � ��� � �&� � �
� �����$����� ��� � � � � ��� �&A���' � � � � � � � ��� � � E ����� ' � ; � � � ��' � A��&/���� ��� � � � � � � �)� �  �&�!� � � � � "�� ��� � � ��� � �  ���&"@� ��� "@� � ��� � ) < c � � � � ��� � �A � ��� � � � �(�!� � �&� ��� ��� � � ��� � � � ���� � � '(�#��� � � �*���0�#� � � � � �!����A � � ���$�#"��&���&/��+��� � � p(x1, x2)

��'������ � "�� /��3'(�#�&; � � � "��� � � �&����� � � w � x � '(�#� w = (w0, w1, . . . , w5) � ��� x � =
�
1, x1, x2, x1x2, x

2
1, x

2
2 � <c �A���� � � � � � �&� � ���&'(�#��; � � � � � ���*� � � � � xt = (x1,t, x2,t)

/ �"� �����2; �  � � � �h,+��
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 4

−2 −1  0  1

� � � A��&� ��� <�� � � �&��� ��' � � "�� � �!� � ���*� � � � �!� xt � � � �$�&��� � � ��� ����� � " � � � �&� � � ��!;  � � � � � �!� �!� E � � "�� � ���,A � � ��� −1
) � ��� � �)� �!� � � � �!� ��� EF� � "�� � ���A � � ��� +1

) < c � � ��&�0� � � ���#� � � ��� � � � � �*�  � � � " � � � � � < � � � ��/��0�#�5" � ; �  � � � � � � � � xt � � / �"�
φ(x) =

�
x, 1 + x

�
2 + x2 � � �7�#"�� �'� � � � � ��� � � � � �&�  � � � " � � �&�0� � � � 2 < c ���� �,� � � � �!�,� � 2 � � � �����&��� �&� ��� � � � �������  �����A � ��� φ(x)φ(x � ) "���� � �!�!� ; �  � �!�

� ���*� � � � �!� � � � "�� � ��;  A��&�!�7A�� � � � �����  � � � ����; �"� � f ������� � '(A�� � � � ��� K(x, x � ) =

(1+ xx � )2
<

φ(x1,t, x2,t) =
�
1, x1,t, x2,t, x1,tx2,t, x

2
1,t, x

2
2,t � = x �t

� ��� �����!�7��A�� ����� � � ��� � �3'(�#��� � � �6�����D���7�����2�&� � ���*'(�#��; �!� � ���*� � � � �!� x �t � � 6 � ����*�&� � � ��' �������#� � � � � � � � ���*� � � � �!� xt � � 2
E �&�!� � � � A��&� ��� <�� '(�#� � 1 ��� � ; �!��� � ��� � �

� � � A��*�&� � � � ��� ) < c ��� /�� � ���#� x �t � �5��')���!� � � � � �!� � �#�$� " ���$���4��� " � � � � ��� � � ����� ��� � ; � � � � "�� /�� � 6  � ��� �+�����D��� � �D��'������ �#� � " ���$� � � ��� � <c � � � � � ;  � ���&� � � f � � � "�� � � � � � � � �����0� � � �! �!� ��� � � � ��� � � � k � �&�>��� � �&�!�  � � � �����; �"� � ��� � � � � ��� �&A���' � � � � � � d
< � � � ��/������ �&��� � ��;  A�� � � � ��� � � � ���*����' � ;  � � �; �!�1� � � � ����� ; �  � � � � φ ����/��!� '(�#�

k
; ������ � ��� � � � � � � ��� � �D����>� � � � < e � ' � � �#��

d+k

k
� � �� � � � ���,��� � ��� ���!�!���!� ��� ���  ���!�*�!�,� � k �F��� ��� � �����  � � � ����; �"� � �&A���' � � �

� � � d
� � ;  � � � � � ��� � � � �C� � /��C�&� ��A�� ��A�� � � ��� � ��'(�#��� � � �*����� ��� � ���*� � � � ��� ��'� � ; �!��� � ���>� �  �����!�1� �"� �)� � � � � � � � � k <� ��;  A�� � � � ��� � �  �&�#" � �!; � ��� � � � � � � � �  � � � � � '+����� �!� � �*� ��� � � � � ��� ��'

xt

� � �
� � � �&" � �&� � � � � � ; � t � � � � "�� � ��;  A����!� A�� � � � ��� � � � �������  �����A � ��� "���� � �!�!�h,+��



� ���*� � � � �!� <�� �#�5��� � ;  � � �#����� �!� � �&� ��� ��� � ��;  A����!� " � ����� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � �&��;
� ��� � ; � t � � � "�� � � � �&���!� � �C�&���$'(�#��;

f(x) =
� � �

��
∑

i

αiyti
xti

� x ��
� ���0���

αi � � � ��� �&��� �&A�; � � � � �!��� /���� � �&A�"��&��� ��'3�&��� � ���*� � � � � �&���A��!� � �
x1, . . . , xt−1

< ] � � �&A  � ���&� ����� 5 �0� � �  �&����� � � �&A�� ��� ����� �&� � ���&'(�#��; �!� � ����*� � � � �!� x �t = φ(xt)
� ���0��� � �>� � /��>��� � � � �&����� �����

φ
��' ��A�� � � � � ��� � ��� � ;  � �

� � φ(x1, x2) =
�
1, x1

�
2, x2

�
2, x1x2

�
2, x2

1, x
2
2 ��� ����� � �,�&�&���A � � � ��� ��'������B� � � � �

� � � � �� � � � ���,��� � 2 ; �Bf �!� ���$� ��� ���&�!� � � '(�#� ����� � � � ��� � � �B �&�#" � �!; ' � � �!� " � �����'(�#��� � � �*���0� < c ���!�"� � � φ(xt) � φ(x) = (1+xt � x)2
� � � � � � � /�� � � ����� � ��;  A�� � � � �����' � � � φ(xt)

< e �������!�"�
f(x) =

� � �
��
∑

i

αiyti
φ(xti

) � φ(x) �� =
� � �

��
∑

i

αiyti
(1+ xti

� x)2 �� .e � � �!����� � � � � ' φ ; �  � x � � d
���
φ(x) = x � � �����&� � ��;  �����!�1��� � ��� � �)� �����; ������; �"� � �?��' � k �F��� ��� � �����  � � � ����; �"� � � � ������/ � � �"� " � �!� x

E � � ��� �*A � � � " � �%� � � � �
� � � � �� � � � �!�1��� )��������!� φ(xt) � φ(x) = (1+ xt � x)k

< � �!� � ���������2'(�#�&� � � �*�&��� � � �� � � ��� �  � � � ����; �"� ����� � �&� �&� �0� � � ������A��$��/������ �  � � � � ��� � � � ��;  A�� � � � ����� � �� � �
� � �!�,���+��'?�&���  � � � ����; ��� ��� A��*/�� <] �#������� � �5� ��� � � � ��� � � � '(�#��� � � �*�����4; � � �  A � � ���!���&���+�&� � ���&'(�#�&; �!� � ���*� � � � �!�
φ(x)

A�� � � � ��� � � � �����0�  �����A � ��� � ;  � � �!�4�&� � � ����� � ��;  A�� � � � ���  ����'(�#��; ��� " �������'(�#��� � � �*����� � � � �1/ � � �"� �1� ���B�&� � ���&'(�#��; � � � ��������� � � ; �  ����� � ���*� � � � �%�&���A��!� � �
(x1, x2, . . .)

���
(Ax1, Ax2, . . .)

� � �������
A
 ����'(�#��; � � � � � � � � "��0� � ���!� � � � �#���

���������#��; � � " � �*�!� < c � �&��� ��� � � ���#�&�3��� � � (Au) � (Av) = u � A � Av = u � v < �A � �'(�#��� � � �*���0��� � ��� �&��; �0� � ; �!� � � �)� �!� � �!" � "# �� � �0� �	�  � �0� �  ��� " < � ��'(�#�&��A�� � ��� � � �����#�
� � � � � � � � �!�,���F" � �&�!� '(�#�&� � � �*�&�����B'(�#� �!� � �&� ��� � � � � ��� � ���$���#� � � � ��� � �)� �&� �,/ � � ��� �,� < e �
 � �&� � � A � � �#� � ; ��� � �&��� � � ��� � � '(�#��� � � �*�����&�C�*�&A�� � ��� � � ��� � � � � �  �����#�3��� � � �����
5 �0� � �  �&����� � ��� ����� �&� � ������� �#������� 5 ��� � �  �&����� � � /�� ��� � �  ���  �0�&� � E �&����
 �=�����
� � �&� ��� < � � ) <e � / � � � ��'����=�&�!��� � � � ��� � � �  � ��� � � � ���7�&A���' � � �!� ��� � � � �7"�� � �����  � � � ��� �; �"� � ��� � � � �,/����*� � � � �&� ����� � ����� � � � ����� � A � � � �,���!� � � � ��� � � � � � ; ; ���&� � � '(A�� � � � ���
K :
�

d > � d →
� � � �3�����  ���  ���*� � K(u, v) = � φ(u), φ(v)  � '(�#� � �)� u, v � � d

� ��� '(�#�D�&��; �
φ
; �  � � � � � d

��� � � � � "��0�&� �  � � � E � � A��&� ��� , �� ��� ���!���#��� �����
� �������  �����A � � � � ��� � ���  � � � ) < � � � � �)��� ���%����� � � � �&A � � '(A�� � � � ��� K < ] �#���B��� � �h,+��



� � � � � � � �!� ����� � � � � � ��' φ ')����; � � � � ��� ��� � ; ����� � ��� � � 
 A ��� � ��� � � �  � � � ��� �� � � "����&�5�  � � � < e � ��� � � �  � � ���=��A��4�*� � ���&'(�#��; �!� � ���6� � � � �!� φ(x) � ��� /�� � ���#��� � � �
� �!����� � � �  ���&� � " � � � � � � � �&� ��� � ; �!��� � ��� � � � � � � "��0�&�+�  � � � < c � � � � �)� � � ����'(�#� ��� � ; � � ���#�&� � � � ��� � � �0�&� �'� � �!� � �*� ��' � � � � � ��� � ��� � ���!�  � � � ����; ��� � ��� � � � � ��� � A��&/��!� < � �#�
��� � �&����� ��� � � � ��� ; � ��� �!� � � � � � �&���  �����' ��' �&���2'(� �)� � � � � � ���!�&A � ��� ����� � � � "����*��  � � ��� � �*�&� � ��� ���!� �&� �Pf �0����� � '(A�� � � � ��� � � � � �)� �!� �$� � � � � � �  �8� � ���%����� $9 ��� ��� "
� � ���$� <e �+��A������3��A��+��� � � � � � ;  � � � � � � � � ����� �! � � � ���C��' f ������� � �3��� � �6�����	�
 �������� ���	����
 3�12H2����-)�#%! ��56&=!$�-#%./&

K :
�

d > � d →
� #-3P� RS�$)�&=�$� # � ��&ED./&'��� # � �B./) �1� �

n ��� ��&ED��9./)G�1� �
x1, . . . , xn � � d

�����
n > n 2M�1�-)�#�I

K
[ #-��������$2��$&'��3

K(xi, xj)
# 3U+�.�3�#-�-#���� 3B�$2H# D���� &K#-�L� \

����������� � �*�&A�; � � �&�*�:��� � � K :
�

d > � d →
� � ���&A � �2��� � � K(u, v) = � φ(u), φ(v)  <� � � � � �  ��� � � � /�� � �,��� � ��� n ��� � � ���,���&� x1, . . . , xn � � d � �&" � �&� � � � � � � � ��� � ��� K"��D����� � �&�&� � �"� ����� ; � �&� � � < c ���!�"��'(�#� � �)� u � � d

�

u � Ku =

n∑

i,j=1

K(xi, xj)uiuj

=

n∑

i,j=1

� φ(xi), φ(xj)  uiuj

=

� �� n∑

i=1

φ(xi)ui �� , �� n∑

j=1

φ(xj)uj ����
= ������

n∑

i=1

φ(xi)ui ������
2

� 0 .
� ��� � �

K � �  ��� � � � /����*�!; � ��� � � � ��� <� �&�*A�; � ��� �
K :
�

d > � d →
� � �%�*A � �>��� � �#�'(�#� � � � � ��� � � �B��' x1, . . . , xn ��

d
�=�&��� �&�!�&A � � � � � f ���&��� � ; � �&� � � � �  ��� � � � /�� �&��; � ��� � � � ��� <=e �1�&�����A � � ����� � � ��� � ��  � � ��� ��'�'(A�� � � � ����� f :

�
d →

� ��� � ���!� " �

f( � ) =

n∑

i=1

αiK(ui, � ) � �������
n ��� , αi �

�
, i = 1, . . . , n

� ���0��� � �2�*���
α
�
f + g � (x) = α f(x) + αg(x)

'(�#� � � � α � � � ��� u � � d
< � �

��� � ; � f ��� � � � �������  �&���A � � �  � � � < e �,�&�&���A � �3�����+�  ��� � ���#� ��� , �� �*A � � ��� � ���h ���



'(�#� � � � � � � f, g � � ��� � ���!� " �

f( � ) =

m∑

i=1

αiK(ui, � ) � ��� g( � ) =

n∑

j=1

βjK(vj, � )

� ��� � /�� � f, g  =

m∑

i=1

n∑

j=1

αiβjK(ui, vj) .

�%� � � � � � � ��� , �� ��� � ���!� � �C��� � � � ��� � �%��� � � � / � � A��!�"��� � ; ; ���&� � � � � ���C" � � � ��� � � <=e �
� ��� � � � �����,'(�#� � � � f � ���

� f, f  =

m∑

i=1

n∑

j=1

αiαjK(ui,uj) = α � Kα � 0

� � � � � K � �  ��� � � � /����&�!; � ��� � � � �&� " ��� �&�&A�;  � � ��� < c �,A������&� /���� � ' � ��� � � ��� , �� � �
� �����!�!� � � � �������  �����A � �D��� � � � � � A��*�D� � /������ �&��� � �&� � � � f, f  = 0 � ;  � � �!�
f � 0 < c � �&�!����� � ��� � ���*�3���#�����&� � �

� f, K(x, � )  =

m∑

i=1

αiK(x,ui) = f(x)
E ���  ���,��A � � � �� ���  ���*� � ) <

� ���0�����&��� � ���*�3���A � � � � � '(� �)� � � ��')����; �����$��� � � � � � ���>��' ��� , �� " � � �Bf � � � g( � ) =

K(x, � ) < � �!� � � � f(x)2 = � f, K(x, � )  2 � � f, f  K(x, x)
" � ����� � � A � � � � � � � � � �&�  

� �����,A � � � � � � � ��� �&� � � � � � � ��� ����� ���!� � �&�!� � ;  � � � � � � ��� < c �A�� � ������� � �!� � � ������ , �� � � � � � �������  �&���A � � �  � � � <c � ; �Bf ��� � �1��� � � ��;  � ����� � � � "��0�&� �  � � ��� � � � �1�&�����A � � � � � � ���#��;
��� � ���!� " � � f− g � = � � f− g, f− g  <� ���

��; ; � ��� < � E �&����"�� � � � )�� � � � � � A � � � �*���A��!� � �!� � � � � � /�� �  � � �,� � � �*�� � ; � � < �
��� � "�� ����� �&��� �#"�� �'� ���!� " � � ��� � � � ��� � � �)� �����>'(A�� � � � ����� g ��� � �

� �&�  � � �1� � � �&� � � ; � �&� ��' � � A � � � �*���A��!� � �!� � � ��� �����  � � �%�&� ��� � � ���#��; <�� �#� � � �
f, g � � ��� � ���� f, g �� =

� � ;
n,m→∞

� fm, gn  � ��� � f � � =
� � ;

m→∞
� fm �

� ���0���
f1, f2, . . . � ��� g1, g2, . . . � ��� � � A � � � �&���A��!� � ��� � � � � � ���  � � �,� � � �*�� � ; � �#�#���!�  � � � � /�� � � � f � ��� g < e � � �4�*�*� �'� � �1��'(�#� � � ��� ��� � ��� � f ��� � � ��� , ���� � � � � �)���� � ���!� E � < � < � � �����  �!�������,� ��'������ � ��� � � �4��'������%�&� �A��!� � �!� fn � ��� gn

� ���1/���� � � � � � � �,� � � �*� ��� f � ��� g ) � ��� ��� � � � � � � � � � �������  �&���A � � � � � < e �
	 � � � �&� � � � � ���h � �



�&��� ��� � � � � � � � ��;  � ����� �  � � � E � � ��� ���!�  � � �$�&� � � � � ) � � � � � � � � � �D���!���&� <� ��� � ��� � � � � � � � "@���&���  � � � <c � � ��� �!� A���� �����  �����' � � � ��� � ��� �&��� ; �  � � � � φ :
�

d →
� " � φ(x) =

K(x, � ) < c ���!�"�#�����4���  ���,��A � � � �  ���  ���&� � �!���&A����!� ��� � � K(u, v) = � φ(u), φ(v)  <
2 ] �#���>��� � � ����� � ���!�1� � � � φ(x) = K(x, � )  ���9/ � ���!� � ���  �����&�!�,� � � � ��� ��' �&���
; �  � � � � φ � � ��� � � � � � �C�&����; ����'������ f ������� � '(A�� � � � ��� K <
� � ���S��� ���	� � e �>�����  ���,��'?��' c ���!�#�&�!; ��� < + � �B�#"�� �'� � �����D� � ; � � � � � � � ����� � �
 � � � ��� � ���!� �

d � � ���  � � � �!� � � �&� � � � �&" � �&� � � � �&�0�
S
< � �!� � ��� f ������� � �B; �#� "��

; �#��� � �!����� � � � � ��� � ���!� � �4'(A�� � � � ����� K : S > S→ � � �������B��� � �&�&A�;  � � ����� � ���
� ;  ���&�!� ���

S
E '(�#� ��� � ;  � � � S � � �7"�� � �*���D��' � ��;�" � � � ���#� �"� � �*�&��A � ��A������ �&A � �

� �B�*���A��!� � �!� �:�*���!�!�����#� � � �  ��� ) < � � � � � � � �Nf ������� � K ��� � ���!� � ; �0�&� � � d � � �
" �

d(s, s � ) = � φ(s) − φ(s � ) � = � K(s, s) + K(s � , s � ) − 2K(s, s � )
� ��; ��� �&�A��3/ � � � ��f �0����� � � � � � ��� ��� �!; "@�!� � � � �&" � �&� � � � �&��� ��'��#" � � � �&� � �
� ; ���&� � � �  � � � <
� � ��� � �6� � ��� � ���  ���9/�� �

�!; ; � ��� < ��� � � � � � � � A��*�!� � �7�����  ���,��' ��' c ���!� �����;���� < + <
� � � ��� ����� ���=./)Q��& �43B�*:�5 �$&=!��

(f1, f2, . . .)
.O� �$� �$2��$&'��3H.O� � ? # �

� � ;
n→∞

�&A  
m>n

� fm − fn � = 0

� ���6�1� #-3 ? ����� 39�;:�5<�$&=!*�U#-3U�
	 ��5<!�� �P39�;:�5<��&=!���� ? ������&
g =

� � ; n→∞ fn ? D���� &=�*D� �
g(x) =

� � ; n→∞ fn(x)
�9./)G�1� �

x � � d ? �;I1#-3���3 \
����������� � � � x � ��� � ����� � �����+�����$�*���A��!� � � � f1(x), f2(x), . . .� < ] �#���D��� � �

|fm(x) − fn(x)| = � � fm − fn, K(x, � )  � � fm − fn � � K(x, x)

� ���0��� � � A��*�!� ����� ���  �&���A � � � �C ���  �0�&� � � � ����� � ���*�2�*���  � ��� �&��� � � A � � � �� � � � � �&�  � �����A � � � � � < c �,A�� � � � � � � (f1, f2, . . .) � � � � � A � � � �&���,A���� � ��� � � �&��
f1(x), f2(x), . . .� � � � � � A � � � �&���,A���� � � < � � ����� � � A � � � � � � ����� � �����1��/���� � �&A � ��&� �A��!� � �2���C��������� � � �,A�; "��0����� � � � � � ; � � < 2

h � �



� ������� � ����'����� '(�#��;
K(u, v) = (1+u � v)k

'(�#�
k � � � ��� �  � ���  � �"� ��� � � � � �)� �!�

� � � � � ���  ��� � ���%����� � < � �!� ���&� � � ��� � � ���!� f ������� � � �4�����D����; � � �!���!��A��  � � � ����; �"� �f ���&��� � K(u, v) = (u � v)k < � � � � � � � ��� � � � ; �!��� � ��� � � � �=���!��� � ��� ��' �&���2����; � � � �
���!��A��  � � � ����; �"� � f ���&��� � � �2����� ��� � � ����� "# ��� � ��� � �%� K(u, v) =

� �  
(u � v/σ2)'(�#�

σ > 0
< c ��� c �#� � �#�+���  � ��� � ���

���  
(u � v) =

∞∑

k=0

(u � v)k

k!

���0/�� � � �2�&� � � ���  �����!�,� ��� � f �0����� � � � ��� � � ��� � � � ��;�" � � � � � �����D��' � � � � � �&� � � ; � � �����; � � �!���!��A��  � � � ����; �"� � f ������� � � � � ������� ����� � �� � � � �!�1������' �����  � � � ����; �"� � ���� � �&� � �&� � �  �����!�1� �"� �)� � � � ���C�����2��� � ���!� < � � �!��'(�#� � � � � � φ(x) � = 1
�#��� ���,A � / �

� � �!�,� � � � K(x, x) = 1
�=�&�������  �����!�,� ��� � f ������� � � �+�*� � ���&'(�#��; �!� � �+'(� �)� � � �

K(u, v)

� K(u,u)K(v, v)
=

���  
(u � v/σ2)

� ���  (u � u/σ2)
���  

(v � v/σ2)
=
� �  �

− � u − v � 2 /σ2 � .c � � � � � ����� ���
� � �  ��� � ���%����� � � � ��� � � A��*�!� � �  � �&�&����� �!� � �*� ��� � � � � ��� < c ��� �!� � � �� �&� �0� � �����*�&��A � �����	" � ����� 5 ��� � �  �&����� � � � �#� � ����; ��A�� � � ��� � � � A��&� �"� � f ������� �� �#�*���!�  ������� ��� � � � � � �,�&�!� ; � �=��A����4��'��  ����� � � � � � � A��&� �"� ��� � � �������,A � � / � � �"� � � �
� ��� � ���,�����&�!� ��� � �&A�"��&���B��' �&���  ����/ � ��A�� � � �&�!�!� � ���*� � � � �!� < � � ��� � � ��� � �&� �&� �0���
� � ����� '(� � ��A����3�  � � � ��� � ���!� " � � � A��&� �"� � f �0����� � � � � /�� ��')�&�!� "��!��� � � �)� ��� �$� �  �0��!� �  � ��� � � "# �� ��� �:����� ��� " � � � � � <
	 �� � � ����
=�� ���  � ����	 � � � � � ��� ��� � ��� �  ��,��c ���+; � �*� �Bf � "@��A������ �&��� � � � � �� � � � ��� ��� <�� � �=���!��� � � ��A�� � �)� � ��� f ������� � � < � ������ � ���0�#� '(�#� � ���*� � � � � � �����>�&� � ���������#�&���0������� � �  �&����� ��A�� � � ��� � � �����0� � � f ������� �'(A�� � � � ��� K � � � ���  �����A � � � � f ������� � � � � "��0�&� �  � � � � < � � � f � � � �&���A��!� � �
(x1, y1), . . . , (xn, yn) � � d > {−1, 1} � ��� � ��������� � A�; A � � � � /�� � � � � � � ���*�+��' � � �'(A�� � � � ��� f � � ���C��� � ���&���A��!� � �$"��$��� � ���!� " �

Lγ,n(f) =

n∑

t=1

�
γ− yt f(xt) �

+
.c ���!�"��'(�#� � �)� γ > 0 � ��� '(�#� � �)� f � � �&A � � ��� � � � f � = 1

������� ; � �*� � f �!�3; � ���" � �&�����&� � ������� �#�����������0� � �  �&����� � ����"@��A������!� � �
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} � Lγ,n(f)

γ
+
1

γ

^___` ��
1+

n∑

t=1

f(xt)2 �� n∑

t=1

� �
(1+ λi)h � �



� ���0��� �������A�; "@�����
λi � ��� ������� � � ���,/ � � A��!�B��' ����� f �0����� � ; � �&� � � � � ��� �!�,�&� � �!�

K(xi, xj)
'(�#�
i, j = 1, . . . , n

<] �#��� �&� � � � ' � � � ��� � � f ������� � K(xi, xj) = x �i xj � �BA��&�!�"���&� ��� � � f(x) = u � x'(�#�$�&��; �
u � � d

� �����!� ����� ; � �6� �Bf � "���A���� ��' c ���!�#���!; ��� < � E '(�#�2�&��� � ��� � � �
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