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Φ(u) = ψ
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i=1φ(ui) �
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�/���7� � , 0 �(�
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�

Φ(Rn) ; Φ(0) +
1

2

n∑

t=1

C(rt)
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C(rt) =

\lV+C
u 9�� N

ψ � EF N∑

i=1

φ(ui) GH N∑

i=1

φ � � (ui)r
2
i,t .<�=?>@>BA�C 354 47\n;<62QR>^;<4

Φ(Rt)
69I ;l4BA<Qc\RH$a

Φ(Rt−1)
VU\n69IE8�| >7d�S2H.A �Y\R;<:E47H.A<47Q?1

|]:yVE\!�+�]4�H.TU;<>�69I
Φ(Rt) = Φ(Rt−1 + rt)

= Φ(Rt−1) + � Φ(Rt−1) � rt +
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

�����
ξ

ri,trj,t

� �O:E4BA<4
ξ
69\f\nH$Qc4�@(4BFB;<H.AO62I R N �

; Φ(Rt−1) +
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

�����
ξ

ri,trj,t

�_:U4GA<4 ;l:U4 69IE4  rV�>^S962;¤dOabH$S9S2H��_\-Trd�;<:E4 Z[Sb>^F��r�]47S9S$F7H$IE=E62;<62H$It1 �fH��J\n;lA<>�698$:r;labH.Al�s>^A<=
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N∑

i=1

N∑

j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

�����
ξ

ri,trj,t

= ψ � � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑

i=1

N∑

j=1

φ � (ξi)φ � (ξj)ri,trj,t

+ ψ � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑
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φ � � (ξi)r
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i,t

= ψ � � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH EF
N∑
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φ � (ξi)ri,t GH 2

+ψ � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑

i=1

φ � � (ξi)r
2
i,t

; ψ � EF N∑

i=1

φ(ξi) GH N∑

i=1

φ � � (ξi)r
2
i,t

� \l69IEF74
ψ
69\]F7H$IEF!>7@(4��

; C(rt)

�_:U4GA<4[>�;�;<:E4 Sb>�\n;�\n;<4GC¢�]4[VE\l47=¢;l:U4 =E4��UIE62;<69H$I�H$a
C(rt)

1'|s:rVE\!�^�]4 :U>!@(4}H.TE;�>�69IE47=
Φ(Rt)−Φ(Rt−1) ; C(rt)/2
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abH.A
t = 1, . . . , n

1
2
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ψ
>�IE=

φ
�

ψ

�
φ

� QR>��
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Ri,n ��� = ψ

� QR>��
i=1,...,N

φ(Ri,n) � ; ψ EF
N∑

i=1

φ(Ri,n) GH = Φ(Rn) .
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φ
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i=1,...,N
Ri,n ; φ−1

�
ψ−1

�
Φ(Rn) �
�

�_:U4GA<4
Φ(Rn)

69\`A<4BCUSb>�F74B= �_62;<: ;<:E45T&H$VEIE=�CEA<H�@y69=E47=�Tyd |s:E47H.A<4BQ 0.190.1 ��I
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φ
69\�IEH.;�69Ir@(4BAn;<62TUS94��->�IE= ;<:yVE\

QR>��
i=1,...,N Ri,n

62\s=E62Al47FB;<S2deQR> 	~H.Al6�
747=cVE\l69IE8�>¢abVEIUFG;<69H$IzH$a-;<:E4vT&H$VEIE=�CEA<H�@�69=E47=
Trdz|]:E47H.A<47Q 0.190.1
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����.)+���!�(

	kH$IE\l69=E4BA-;<:E4+( � K�� 8O�#"'37* K K�� ! $D3 �#"O� $ 1 *�
 $DC * � $+MF�EC $!�!*�&�� $DC�T >^\l47=¢H$Iu;l:U4 C&H.;<4BIr;<6b>^S

Φp(u) =

EF
N∑

i=1

(ui)
p
+ GH 2/p

= � u+ � 2p � C&H$S£d�IEH$Qc6b>�SEC&H.;<47I�;<6b>�S �
�_:U4GA<4

p � 2 1 �_4BA<4 u+

=U4BIUH.;l47\';<:E4]@(4BFB;<H.A}H$aUC&H$\n62;<62@(4 C�>^Al;l\ H$aE;<:E4]F7H$QeC&H$IE47I�;<\
H$a

u
1}|s:E4��]47698.;<:E\f>�\l\l628$IU4B=`;<Hq;<:E4D4G�yC&4BAl;l\O>^A<4�;<:E47IP8$6£@(47IzTyd

wi,t−1 = � Φp(Rt−1)i =
2(Ri,t−1)

p−1
+� (Rt−1)+ � p−2
p

>�IE=�;<:E4�abH.Al47F!>�\n;l4BA �Y\]CEA<47=E69FB;l69H$IE\f>�A<4 	~VE\n;];<:E4��]47698$:�;<47=`>!@(4GA�>�8$4�H$a�;<:E4�4G��Cm4BAl;<\
CEA<47=E69FG;<69H$IE\

/
pt =

N∑

i=1

EF
t−1∑

s=1

�
`(

/
ps, ys) − `(fi,s, ys) � GH p−1

+

fi,t

N∑

j=1

EF
t−1∑

s=1

�
`(

/
ps, ys) − `(fj,s, ys) � GH p−1

+

.
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�/���	� � , 0���� � ���/�@�/�����
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n � 1 � ��

� ,/� 2 ,/��� � �!��

� 
#����� ���	�4 ��0 �(��� � �/��2�
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/
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Qc69I
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Li,n ;�
 n(p− 1)N2/p .
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p = 2
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;<:E4fF�:EH$69FB4

p = 2
S9I
N

� abH.A
N > 2

� ���_:E69F�:c>^CECEA<H���69QR>^;<4BS2d�Qc69IE69Qc6�
B47\�;<:E4_V+CEC&4BA
T&H$VEIE=?�+S94!>�=E\k;<H

/
Ln −

Qc69I
i=1,...,N

Li,n ; 
 ne(2 S9I N− 1)

dy6947S9=E69IE8q>q\n698$IE6 �UF!>�Ir;lS2d*T&4G;l;<4BAf=E4BC&47IE=E47IEF74uH$I`;<:E4DIrVUQ�T&4BA
N
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>B=?>������7=	��
 C�
 C N_CEC�S£d |]:E47H.A<47Q 0.190qVU\n69IE8z;<:E4�C&H$S£d�IEH$Qc6b>�StC&H�¡

;<4BIr;<6b>^S�1 |s:E47I
φ(x) = x

p
+

>�IE=
ψ(x) = x2/p �

x � 0 1 �zH.A<4BH�@(4BA
ψ � (x) =

2

px(p−2)/p

>�IE=
φ � � (x) = p(p− 1)xp−2

+ .

Z}d ��
$S9=E4BA �Y\]69IE4  yVU>�S262;¤dA�
N∑

i=1

φ � � (ui)r
2
i,t = p(p− 1)

N∑

i=1

(ui)
p−2
+ r2i,t

; p(p− 1)

EF
N∑

i=1

�
(ui)

p−2
+ � p/(p−2) GH (p−2)/p EF

N∑

i=1

|ri,t|
p GH 2/p

.

|]:yVE\!�

ψ � EF N∑

i=1

φ(ui) GH N∑

i=1

φ � � (ui)r
2
i,t ; 2(p− 1)

EF
N∑

i=1

|ri,t|
p GH 2/p

>�IE=�;<:E4�FBH$IU=E62;l69H$IE\ H$a |]:E47H.A<47Q{0.190�>^Al4�\l>^;<69\ �U47=��O62;l:
C(rt) ; 2(p− 1) � rt � 2p 1xy69IEF74

Φp(0) = 0
� |s:E47H.A<4BQ 0.190���;lH$8$4B;<:E4BA¢�_62;<:5;<:E4*T&H$VEIE=E47=EIE47\l\�H$ak;<:E4eS9H$\l\

abVEIEFB;<69H$I`69QeCUS96947\};<:U>^;EF
N∑

i=1

(Ri,n)
p
+ GH 2/p

= Φp(Rn) ; (p− 1)

n∑

t=1

� rt � 2p ; n(p− 1)N2/p .
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Qc69I
i=1,...,N

Li,n =
QR>��
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Φp(u)

abH.A
N = 24G�yC&4BAl;l\s�_62;<:z4���C&H$IE47I�;<\

p = 2
>�IE=

p = 10
1

�e��� )y
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Φp(u) = � u+ � 2p�_:U62F�: F7H.AnA<47\nC&H$IE=E\O;<Hc;�>^�y69IE8

ψ(x) = x2/p 1 �f47F7>�S9S�;<:U>^; ψ =EHr47\vIEH.;v:U>7@(4�>^Ird
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Φη(u) =
1

η

S9I
EF

N∑

i=1

eηui GH � 4G�yC&H$IE47Ir;<69>�SmC&H.;<47I�;<6b>�S �
�_:U4GA<4

η
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wi,t−1 = � Φη(Rt−1)i =
eηRi,t−1

∑N
j=1 e

ηRj,t−1
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η
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η
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Φη(u)

abH.A
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(1 + o(1)) 
 2L �n S2I N �O:E4BA<4
o(1) → 0

abH.A
L �n → ∞
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Y1, Y2, . . . G {0, 1}H$av6�1j6�1Y=-1 A�>^IU=EH$Q @.>�A<6b>^TUS947\q�O62;l:�VEIE�yIEH��_I�=U62\n;lA<62TUV+;<69H$I?� d(H$V+Ac=E47F769\l62H$I�\nC�>�F74
69\

[0, 1]
�s>�IE=�;<:E4 S9H$\l\cabVEIEFB;<69H$I�69\

`(
/
p, y) = |

/
p − y|

1 �_H�� �]H$VES9=�d(H$V CEA<H�¡
F74B47=�� |tAldc;<Hq47\n;<69QR>�;<4_;<:E4�F7VEQ�VESb>�;<62@(4_S2H$\l\]H$atd(H$V+AfabH.A<47F!>�\~;<4BA_>�IE=`F7H$QeC�>^Al4v62;
;<H`;<:E4*F7VEQqVUS9>^;<62@(4�S9H$\n\uH$a ;<:E4�Tm47\n;¢H$a ;l:U4q;¤�]HP4G��Cm4BAl;<\!��H$IU4�H$a[�O:E69F�:J>�S£�s>!dy\
CEA<47=E69FG;<\�H$IU4,��>^IU= ;<:E4qH.;<:E4BAD>�S2�s>7d�\OCEA<47=E69FG;<\ 
74BA<H+1¢3�:E69F�:5>^Al4�;l:U4�QcH$\n; S =E69a2¡
�UF7VES2;LU¢=E69\n;lA<6£T�V+;<62H$IU\����fH��	=EHy4B\�d(H$V+A � 4G��Cm47FB;<47= �_A<478.Al4B;uFBH$QeC >�A<4¢;<HR;<:E4�H$IE4
H$am;<:E4_�]4B698$:r;<4B=`>7@(4BA<>�8$4v>�S98$H.Al62;<:EQ � �O:E69F�:c=EHy47\ IEH.;BS ��IEH��NUf;<:U>^;[;l:U4_H$VE;lF7H$Qc4
\l4� yVE47IEF74u62\f6�1j6�1Y=-1 � �
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��$���B� �?�£� 	kH$IE\l69=E4BA�>��]47698$:r;l47=J>7@(4BA�>�8$4cabH.A<4BF!>�\n;<4GA�T >^\l47=JH$IJ>`C&H.;<4BIr;<6b>^S
abVEIEFB;<69H$I

Φ(u) = ψ

EF
N∑

i=1

φ(ui) GH .

NO\n\lVEQc4DabV+Al;<:E4BAf;<:U>^;s;<:E4  yVU>�I�;<62;¤d
C(rt)

>^CEC&4!>^A<62IU8q69Iz;l:U4D\n;�>^;l47Qc47Ir;sH$a'|]:E4G¡
H.A<4BQ 0.120�69\kT&H$VEIE=E47=zTrdz>�F7H$IE\n;�>^Ir;fabH.AO>�S2Sm@.>�S2VU4B\fH$a

rt

>�IE=�;<:U>^;f;l:U4�abVEIEFB;<69H$I
ψ(φ(u))

69\�\n;lA<69FG;<S2d F7H$I�@(4G�&1exy:UH��	;<:U>^;�;<:E4BA<4q4G�+69\~;<\u>RIEH$IEIU4B8(>^;<62@(4�\l4  rVE47IEF74
εn → 0

\lVEF�: ;<:U>^;O;l:U4�FBVUQqVESb>^;<6£@(4�A<4B8.A<4B;�H$a';<:E4�abH.A<47F!>^\n;<4BA�\<>�;<69\ �U47\!� abH.A�4B@(4BAld
n
>^IU=zabH.A_4B@(4GAldPH$V+;<F7H$Qc4v\n4  yVE47IEF74

yn �

1

n

� QR>��
i=1,...,N

Ri,n � ; εn .
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Φ(u) = � u+ � p 62IU\~;<4!>�=?H$a';<:E4F�:EH$69F74
Φp(u) = � u+ � 2p VE\l47=�69Ic;<:E4vCEA<HyH$a&H$a 	]H.AlH$S9Sb>^Aldz0.190.1 �v4BAl62@(4�>uT&H$VEIE=`H$a;<:E4�\<>�Qc4�abH.A<Q >�\s69I 	kH.A<H$S9Sb>^And 0.190���C&4GA<:U>^CU\s�_62;<:�=U6 
m4BA<4BIr;fF7H$IE\n;�>�I�;<\71

i(w




_#m��
��$���B� �?� � �-4B; -
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= [0, 1]

>�IE=
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/
p, y) = |

/
p− y|

1 � AlH�@(4�;<:U>^; ;<:E4
F7VEQqVESb>^;<62@(4_S9H$\l\ /

L
H$a�;<:E4D4G��C&H$IE47I�;<6b>�S2S2d*�]47628$:r;<47=z>7@(4BA�>�8$4DabH.A<47F!>�\~;<4BAO62\_>�S£�s>!dy\

>^;�S947>�\n;�>�\�Sb>^A<8$4�>^\�;l:U4qF7VEQqVUS9>^;<62@(4DS9H$\l\�Qc69I
i � N Li

H$a ;<:E4�T&47\n;�4G�yC&4BAl;!1qxy:EH��
;<:U>^;qabH.A�H.;<:E4BAqS9H$\l\qabVEIUFG;<69H$IE\!� \lVEF�:�>^\q;<:E4R\  rV�>�A<4zS9H$\n\

(
/
p − y)2 �};<:E69\�69\�IEH.;

IE47F74B\l\<>^A<62S2d�\lH+1��N3 8O���'|tAldR;<H�A<4G@(4BA<\l4u;l:U4�CEA<HyH$a�H$a |]:E47H.A<47Q 0.1 Ly1
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wi,0 = 1
abH.A�>�S9S

i = 1, . . . , N
1

�_H��]4B@(4BA!��;<:E4BA<4�62\_IEH.;<:E69IE8e\nC&4BF76b>�S�>^T&H$V+;_;<:E69\fF�:UH$62F74��m>^IU=?;<:E4�>^I�>^S2d�\l62\fH$a';<:E4
A<4B8.A<4B;cabH.Ae;l:U62\eabH.A<47F!>^\n;<4BARF!>^I�Tm4PF!>^AlAl6947=�H$V+;cVE\l69IE8�>�I�d�\l4G;RH$avIUH$IEIE478(>^;l62@(4
IrVUQ�T&4BAl\sabH.Af;<:E4D62IU6£;<6b>�SU�]47698$:r;l\71

	kH$IU\n69=E4BA�;l:U4 4G�yC&H$IE47Ir;<69>�S9S2df�]47698$:r;l47=¢>7@(4BA�>^8$4[abH.A<47F7>�\n;<4BA�A<VEIu�O6£;<:u>�AlTU62;lA�>^And
69IE62;l6b>�S��]4B698$:r;<\

w1,0, . . . , wN,0 > 0
�+=E4��UIE47=?�EabH.Av>�S2S

t = 1, 2, . . .
��Tyd

/
pt =

∑N
i=1wi,t−1fi,t∑N

j=1wj,t−1

wi,t = wi,t−1e
−η`(fi,t,yt) .

�_IE=E4BA�;<:E4*\<>^Qc4�F7H$IE=E62;<62H$IU\�>�\D69I ;<:E4�\n;�>^;<4BQc47Ir;DH$ak|]:U4BH.A<47Q 0.1ML���\n:UH�� ;<:U>^;
abH.Af4B@(4BAld

n
>�IE=PabH.Af4B@(4BAld`H$V+;<F7H$Qc4�\l4  rVE47IEF74

yn �
/
Ln ; Qc69I

i=1,...,N

�
Li,n +

1

η

S2I 1

wi,0 � +

S9I
W0

η
+
η

8
n

�_:U4GA<4
W0 = w1,0 + ����� +wN,0

1
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CEA<HrH$a�H$aD|]:U4BH.A<47Q 0.1 L ;<HJ\l:EH�� ;<:U>^;c;<:E4?4G�yC&H$IE47Ir;l6b>�S9S2d��]47698$:�;<47=�abH.A<47F!>^\n;<4BA
\<>�;<69\n;<6 ��4B\D;<:E4eabH$S9S2H��_69IE8`CEA<H.C&4BAn; d ��abH.A�4B@(4BAld

n
�'abH.A�4B@(4GAldJH$V+;<F7H$Qc4q\l4  yVE47IEF74

yn �U>�IE=zabH.AO>�S9S
L > 0

�
/
Ln ; L+

1

η

S2I N
NL

+
η

8
n

�_:U4GA<4
NL

62\s;<:E4�F!>^A<=E69IU>�S262;¤dcH$a�;<:E4�\l4B;
{1 ; i ; N : Li,n ; L} 1
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��$���B� �?����� = � � �B> � � ��� � = � � � > � >BA ��
 � > � � �
> � � � ����� ��� � � C�� 	kH$I�¡
\l62=U4GAf;<:E4�4G��CmH$IU4BIr;<6b>^S9S2de�]47628$:r;<47=z>7@(4BA�>�8$4DabH.A<47F!>�\~;<4BAv>^IU=z=U4���IE4�;<:E4uabH$S9S2H��_69IE8
CEA<H.T�>^TU69S962\n;<69F QcHr=E47SEabH.A[;<:E4_8$4BIU4GA�>^;<69H$I*H$a ;<:E4_\l4� yVE47IEF74

yn G {0, 1}n
�r�O:E4BAl4f�]4

IEH���@�694G��4!>�F�:�TU62;
yt

>^\ ;<:E4]Al4!>�S96�
7>^;<69H$I�H$a�>�Z[4BA<IEH$VES9S96rA<>�IE=UH$Q�@�>^A<69>^TUS94
Yt

1'NOI
4G�yC&4BAl;

I
69\}=+A�>7�_Ic>^; A�>�IE=EH$Q	a9A<H$Q ;l:U4s\l4B;[H$a

N
4G�yC&4BAl;<\B1}p+H.A}4!>�F�:

t = 1, . . . , n

i�W



�EA<\n;
Xt G {0, 1}

69\f=EA<>!�_I?\lHe;<:U>^;
Xt = 1

�O62;<:`CUAlH.T >�T�62S962;¤d
fI,t
1s|s:E47I

Yt

69\f\l4B;
;<H
Xt

�_62;<:PCEA<H.T�>^TU69S962;¤d
β
>�IE= 69\O\l4B;v;lH

1 − Xt

�O6£;<:PCEA<H.T�>^TU69S962;¤d
1 − β

���O:E4BA<4
β = 1/(1 + e−η)

1�xy:EH���;<:U>^;�;<:E4qabH.A<47F!>^\n;<4BAD�]47698$:r;l\
wi,t/(w1,t + ����� + wN,t)>^Al4`4  rVU>�Sk;<H ;<:E4RC&H$\n;<4GA<69H.A�CEA<H.T�>^TU69S962;¤d

P(I = i | Y1 = y1, . . . , Yt−1 = yt−1);<:U>^;f4G�yC&4BAl;
i
:�>^\fT&474BI?=EA<>!�_IP8$62@(47IP;l:�>�;f;<:E4D\l4  yVE47IEF74

y1, . . . , yt−1

:U>�\sT&4747I
H.TU\l4BAn@(47=-1

_#m��
��$���B� �?� ��� ��
 � �B> ��� � ��� � �#= � ����C�� 	]H$IE\l62=U4GA¢;<:E4eabH$S9S9H��O62IU8�abH.A<47F7>�\n;<69IE8
\n;nA�>^;<478.d � S¤=EH$V+TUS969IE8 ;lA<62F�� U ��� ;<69Qc4z62\c=U6£@�69=E47=�69I�C&4BA<62Hy=E\

(2m, . . . , 2m+1 − 1)�_:U4GA<4
m = 0, 1, 2, . . .

1 ��I`C&4GA<69Hr=
(2m, . . . , 2m+1 − 1)

;<:E4v\n;lA�>^;l478.dRVE\l47\k;<:E4�4G�y¡
C&H$IE47I�;<6b>�S2S2dO�]47698$:�;<47=�>7@(4BA�>^8$4 abH.A<47F!>^\n;<4BA'62IU6£;<6b>�S96 
747=D>^;�;l69Qc4

2m �O62;<:DC >�A�>�Qc4B;<4GA
ηm = 
 8( S9I N)/2m

1e|]:yVE\!��;l:U4q�]47698$:�;<47=�>7@(4BA�>^8$4*abH.A<47F7>�\n;<4BA¢69\�Al47\l4B;¢>^;u47>�F�:
;<62Qc4D69IE\n;<>�IEF74u�O:E69F�: 69\v>^I 62Ir;<478$4GAOC&H��]4BA�H$a'; �]HR>^IU= 69\fA<47\n;�>�Al;<47= �O62;l: >*IE4B�
@�>�S9VE4�H$a

η
1 �_\n69IE8z|]:E47H.A<47Q 0.1 LeCEA<H�@(4q;<:U>^;!�&abH.A¢>�I�d \l4  rVU4BIUFB4

y1, y2, . . . G -
H$a�H$VE;lF7H$Qc47\s>�IE=PabH.A_>�Ird

n � 1 ��;<:E4�A<478.A<4G;OH$a�;l:U62\fabH.A<4BF!>�\n;<4GAO69\s>^;fQcH$\n;
/
Ln −

Qc69I
i=1,...,N

Li,n ; � 2
� 2− 1

	
n

2

S9I
N .
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2m �
m = 1, 2, . . .

1¢��Ir@(47\~¡
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am � abH.A
\lH$Qc4*H.;<:E4BA�@.>^S9VE4�H$a

a > 0
1 3�:E69F�:"F�:EH$69F74RH$a

a
Qc62IU62Qc6�
747\!��>�\ndyQeCE;<H.;<69F!>^S9S2dA�
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δ > 0

� �+����
�
7,�� 
�0 
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y1, . . . , yn

62\ �+�+4B=J�+;<:E47I
pt

69\f>�S9\lH �+�+47= >^IU=

� � �
n∑

t=1

`(It, yt) − C

n∑

t=1

`(i, yt)�� =

n∑

t=1

`(pt, yt) − C

n∑

t=1

`(i, yt)

�_:U62F�:"69\�TmH$VUIE=E47= Trd
B
Tyd">�\l\lVEQeCE;<69H$I-1���a_;<:E4`H.CUCmH$IU4BIr;�69\�IEH$I�¡ H.TUS96£@�69H$VE\!�

;<:E47IzabH.A_4!>^F�:
i = 1, . . . , N

�
n∑

t=1

`(pt, Yt) − C

n∑

t=1

`(i, Yt)

; \lV+C
y1 9�: � 1

�
`(I1, y1) − C`(i, y1)


 + ����� + \lV+C
yn 9�: � n

�
`(In, yn) − C`(i, yn) 
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\lV+C
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� �
1

�
`(I1, y1) − C`(i, y1)


 + ����� + � n

�
`(In, yn) − C`(i, yn) 
 � .

|�H�\l474 �O:�d�;<:E4 Sb>^\n;R4  yVU>�S262;¤d�:UH$S2=U\ �_F7H$IE\l69=E4BA
n = 2

1 xy62IUFB4 ;<:E4  yVU>�I�;<62;¤d
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1 [`(I1, y1)−C`(i, y1)]
=UHr47\[IEH.;}=E4BC&47IE=cH$I*;<:E4s@.>�S2VU4sH$a
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�r>�IE=e\l69IEF74
y2

�y=EVE4
;<H�H$V+Af>�\l\lVEQeCE;<69H$IE\}H$I
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n > 2
abH$S9S9H��O\-Tyd�A<4BCm4!>^;<69IE8s;<:E4[\<>�Qc4}>^A<8$VEQc47I�;!1�Z}d�>�\l\nVUQeCE;<62H$IJ�

\lV+C
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`(I1, y1) − C`(i, y1)
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`(It, Yt) − `(pt, Yt)
�
t = 1, 2, . . .

abH.A<Q >�\l4  rVE47IEF74JH$aqT&H$VEIE=E47= QR>^Al;<69IE8(>�S24
=E6 
 4BA<47IEF747\ � �O6£;<: A<4B\nC&47FB;z;<H";<:E4 \l4  yVE47IEF74

U1, U2, . . .
H$auA�>^IU=EH$Qc6�
B69IE85@.>^Al6£¡

>^TUS94B\ �G1R|]:yVE\!� >`\n69QeCUS94q>^CEC�S269F!>^;<62H$I H$a ;<:E4 �fHy4 
 =U62IU8�¡�N 
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t`(It, Yt) = `(pt, Yt)
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`t = (`(1, yt), . . . , `(N,yt))
Trd
N
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 du � abH.A_>�I�d
v > 0

�
= 2v +

2N

η
e−ηv

=
2(1+

S9I
N)

η
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`(i, yt) = (yt − i/N)2 � �[>�IE= ;<:E4BA<4BabH.A<4`:U>�\�>
\lQR>^S9Sm4G�y;<4BA<IU>�S-A<478.A<4G;O>�\]�]47S9S�1

0$0!w



354qF7H$IEF7S9VE=E4�Tyd C&H$69I�;<69IE8RH$VE;�;<:U>^;D>�S2S A<47\lVES2;<\�H$a};l:U62\�\n47FB;<69H$I QR>!dzT&4�4��y¡
;<4BIU=E47= ;<HzabH.A<4BF!>�\n;<62IU8`IEH$I+¡�TU69IU>^Ald \l4  rVU4BIUFB47\71eNO\n\lVEQc4�;l:�>�;D;<:E4qH$V+;<F7H$Qc47\

yt;�>��(4P;<:E4762Ac@�>�S9VE47\c69I�;<:E4 �UIE62;<4P\l4G; -
= {1, 2, . . . ,m}

1 |s:E47I >^;c;<62Qc4
t
;<:E4

abH.A<4BF!>�\n;<4GAOH$V+;lCUV+;<\s>�@(47FG;<H.A
qt G < 69I�;<:E4�CEA<H.T�>^TU69S96£; d*\l69QeCUS94G�

<
=

{

p = (p1, . . . , pm) :

m∑

j=1

pj = 1, pj � 0, j = 1, . . . ,m

}

� R m .

NOIU>�S2H$8$H$VU\nS2d�;<Hu;<:E4OF7>�\l4vH$amTU69IU>^AldqH$V+;<F7H$Qc47\ �r69Ie;l:U62\[\l4B;lVECR�]4OQR>7dq=E4��UIE4���abH.A
>�S2S

x G <.�
ρε

n(x) =

∑n

t=1 yt 	 {qt : � x−qt � <ε}∑n

t=1 	 {qt : � x−qt � <ε}

.

� �_62;<:
ρε

n(x) = 0
69a ∑n

t=1 	 {qt : � x−qt � <ε} = 0
�]�O:E4BAl4 � � � =U4BIUH.;l47\f;<:E4D47VEF7S969=E4!>�I=E69\n;<>�IEF74�>�IE=

yt

=E47IEH.;<47\];<:E4
m
¡�@(4BFB;<H.A

( 	 {yt=1}, . . . , 	 {yt=m})
1

|]:U4�abH.A<47F7>�\n;<4BAO69\]IUH��
ε
¡ �!* K 3 ��C * � $!1e69a��]4�:U>!@(4
S969Q�\lV+C

n→∞
� ρε

n(x) − x � ; ε
abH.A >�S9S

x G < �O6£;<:*S962Q \lV+C
n→∞(1/n)

∑n
t=1 	 {qt : � x−qt � <ε} > 0

1 |]:E4_abH.A<4BF!>�\n;<4GA 69\
�]47S2S$F!>�S962TEA�>�;<47=�69a�62;-69\

ε
¡�F!>�S96£TUA<>^;<47=�abH.A >^S9S

ε > 0
1�|s:E4 CEA<HyF74B=UV+A<4 H$arF7H$IE\n;lA<VEFB;<62IU8

>O�]47S9S ¡ F!>�S262TEA�>^;<47=�abH.Al47F!>�\n;l4BA[QR>7dDT&4f4���;<47IE=E47=�69I*>v\n;nA�>�698$:�;<abH.Al�s>^A<=��s>7d�;<H�;<:E69\
QcH.A<4�8$47IE4BA<>�S-\l4B;<V+Ct1[|]:E4u=E4B;�>^69S9\]>^A<4�S947a9;s;<Hq;<:E4�A<47>�=E4BA!1
�e��� )y
 � �
� � 354�69Ir;nA<Hy=EVEF747=�;<:E4DIEH.;<69H$I`H$a

ε
¡L�!* K 3 �,C * � $ 1�8O$4&L&sTrd`A<4� yVE62A<69IE8

S969Q�\lV+C
n→∞

|ρε
n(x) − x| ; ε . � X�1MX��

abH.A >�S9S
x G [0, 1]

\<>^;<69\na9d�69IE8uS269Q \nVEC
n→∞(1/n)

∑n
t=1 	 {qt 9 (x−ε,x+ε)} > 0

1'N \n69QeCUS94
69IE\nCm47FB;<69H$I H$a};l:U4�CEA<HrH$a}H$a ;<:E4�4G��69\n;<4BIUFB4�H$a �]47S9S£¡�F!>�S962TEA�>�;<47=?abH.A<47F7>�\n;<4BAl\¢>^T&H�@(4
A<4G@(4!>�S9\¢;<:U>^;!�'69IJa�>�FB;�� �]4c\l:EH�� ;<:E4c4G�+69\~;<47IEF74RH$as>PabH.A<47F!>�\~;<4BAq\<>^;<62\la9d�69IE8 � X�1YX��
abH.AO>�S9S

x G [0, 1]
�O62;<:`S969Q�\lV+C

n→∞ n
−α
∑n

t=1 	 {qt 9 (x−ε,x+ε)} > 0
�E�_:E4BA<4

α
69\_>^Ird

IrVUQ�T&4BA 8.A<47>^;<4BA};<:U>�I
1/2

1 xyH$Qc4f>�V+;<:EH.A<\}F7H$IE\l69=E4BA[>�Ic4B@(47Ic\n;nA<H$IE8$4BA =E4��UIE62;<69H$I
Trd�A<4  yVE62Al69IE8 � X�1MX���;<HJ:EH$S9=�abH.Az>^S9S

x
abH.AR�O:E69F�: ∑n

t=1 	 {qt 9 (x−ε,x+ε)}

;<4BIU=E\c;<H
69I �UIE62;¤d(1`xy474c;<:E4*TU62TUS969H$8.A�>^CU:E69F!>^S'F7H$QcQc47Ir;l\DabH.A�A<4Bab4BA<47IEF747\�;<HP�]H.An��\¢CEA<H�@�69IE8
;<:U>^;sF!>^S962TEA�>^;<62H$I�62\sC&H$\n\l62TUS94�VEIU=E4BAs;<:E69\]\n;lAl69FB;<4BAf=E4��UIE62;<69H$I`>�\]�]47S9S�1
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� ��� � �� ���������������� ���	
 �����
��Ic;<:E69\}\l47FB;<62H$Ie�]4OF7H$IE\l69=E4BA]>DQcH.A<4f8$4BIU4GA�>�S IEH.;<62H$IcH$amA<478.A<4B;[;<:U>^; 47IEF7H$QeC�>�\n\l47\
69I�;<4BA<IU>�S 47IE=�4G�y;<4BA<IU>�S A<478.A<4G;¢47IEF7H$VEIr;l4BA<47=J69I CEA<4G@�69H$VE\u\n47FB;<69H$IE\u>�IE=5QR>^�(47\D62;
C&H$\n\l62TUS94];<Hu;lA<47>^;���69Ic>DVEIE6 �U47=ea9A<>�Qc4B�]H.Al� �y>�@.>^Al694B;¤d*H$a H.;<:E4BA IEH.;<69H$IE\ H$amA<478.A<4G;!1

354c\~;<69S9S'�]H.Al� �O62;<:E69I ;<:E4ea9A�>�Qc4B�]H.An� H$a A�>^IU=EH$Qc6�
B47= CEA<47=E69FB;l69H$I569I��O:E69F�:
;<:E4qabH.A<47F!>^\n;<4BAu=U4G;<4BA<Qc69IE47\ �->^;u4G@(4BAld ;<69Qc4�69IE\n;�>^Ir;

t = 1, . . . , n
�t>RCEA<H.T�>^TU69S262;¤d

=E69\n;nA<62TUV+;<69H$I
pt = (p1,t, . . . , pN,t)

H�@(4BAk;<:E4
N
>�FB;<62H$IU\[>�IE=RF�:EHrH$\l47\]>�I�>�FB;l69H$I

It>�FBF7H.A<=E69IE8c;<Hc;<:E69\�=U62\n;lA<62TUV+;<69H$I-1�xy69Qc62Sb>^A<S2dR;<Hc;<:E4�QcHy=E47S�69Ir;lAlHy=EVEF747= 69I 	k:U>^C+¡
;<4GAe0��-�]4*F7H$QeC�>^Al4¢;<:E4�C&4BAlabH.A<QR>�IEF74�H$a[;<:E4qabH.A<47F!>�\~;<4BAu;lH`;<:E4�C&4BA<abH.A<QR>^IUFB4�H$a
;<:E4cT&47\~;�4���C&4BAn;�62I >?8$62@(47I�\l4B;�H$a

m
4G�yC&4BAl;<\B1 �_H��]4B@(4BA��}>�\�abH.A<47F!>^\n;<4BA<\q:E4BA<4

VE\l4vA�>�IE=EH$Qc6�
!>�;<69H$I?�$�]4D>^S9S9H�� ;<:E4vCEA<47=E69FB;l69H$IE\kH$a�4G�yC&4BAl;l\f>�;f47>�F�:`;<69Qc4
t
;<H�=E4G¡

C&4BIU= >�S9\lHRH$I ;<:E4�abH.A<47F!>�\~;<4BA �j\�A�>^IU=EH$Qg>�FG;<69H$I
It
1u3 4qVE\l4

fi,t(It) G {1, . . . , N};<HR=E47IEH.;<4¢;<:E4�>�FG;<69H$I?;�>^�(47I TydP4G��C&4GAl;
i
>^;_;<69Qc4

t
�O:E47I

It
69\O;<:E4�abH.A<4BF!>�\n;<4GA �Y\

>�FG;<69H$I-1 ��I�;<:E69\*QcHr=E47S)� ;<:E4P4G�yC&4BAl;�>^=E@y69F74?>�;c;<69Qc4
t
F7H$IE\l62\n;<\cH$a

m
@(47FB;<H.A<\

(fi,t(1), . . . , fi,t(N))
abH.A

i = 1, . . . ,m
1

p+H.A'4!>�F�:�4G�yC&4BAl;
i = 1, . . . ,m

>�IE=¢;<62Qc4
t
�^�]4k>^S9\lHO=E4��UIE4 >�I *,�#�F3�
!* �F37�#8 M � 8O� �

�F3 �#8
Ai,t : {1, . . . , N} → {0, 1}

1R|]:E4e>�FB;l62@.>�;<69H$I5abVEIEFB;<69H$I =U4G;<4BA<Qc69IE47\��O:E4B;l:U4GA
;<:E4eFBH.AlA<47\nCmH$IU=E69IE8P4���C&4BAn;�69\¢>^FB;<62@(4c>�;u;<:E4eF7V+AlAl47Ir;¢CEA<4B=U62FB;<69H$I5\~;<4BCt1zNk;¢47>�F�:
;<62Qc4�62IU\~;�>�Ir;

t
�E;<:E4u@�>�S9VE47\

Ai,t(k)
�
i = 1, . . . ,m

�
k = 1, . . . , N

�sH$a ;l:U4u>�FB;<6£@.>�¡
;<62H$IPabVEIUFG;<69H$I?>�IE=P;<:E4D4G��C&4GAl;v>�=+@y69F74¢>�A<4DA<4G@(4!>�S947=?;<Hq;<:E4uabH.A<4BF!>�\n;<4GAv�O:EH�;<:E47I
F7H$QeCUV+;<47\

pt = (p1,t, . . . , pN,t)
1 �v4��UIE4O;<:E4 � 4G��Cm47FB;<47= � � $48O$DC * K 3�� $ 1 C $�� C $#�}H$a�>

A�>^IU=EH$Qc6�
B47=`abH.Al47F!>�\n;l4BA_�_62;<:RA<47\nC&4BFB;_;<H�4G��Cm4BAl;
i
>^;sA<H$VEIU=

t
Tyd

ri,t =

N∑

k=1

pk,tAi,t(k)
�
`(k, Yt) − `(fi,t(k), Yt) �

=
�

tAi,t(It)
�
`(It, Yt) − `(fi,t(It), Yt) � .

�_4BIUFB4��^;<:E4 8$47IE4BA�>^S96�
747=�A<478.A<4G;t�_62;<:�A<47\nCm47FB;�;lHf4G�yC&4BAl;
i
62\tIEH$I�
74BAlH_H$IES2dv69ar4G��Cm4BAl;

i
62\[>�FG;<62@(4��r>�IE=e;<:E4f4���C&4BAn; 69\}>�FB;<6£@(4sT�>�\l4B=cH$I*;<:E4_F7V+AlAl47Ir;[\n;<4BC

t
>^IU=?�(C&H$\l\l6£T�S£dA�

H$IJ;<:E4cabH.A<47F!>^\n;<4BA �j\�8$VU4B\l\
k
1 ��I�;<:E69\�QcHr=E47S �]4R>^S9S9H�� ;<:U>^;u;<:E4cabVUIEFB;l69H$IE\

fi,t>�IE=
Ai,t

=E4BCm47IE= H$I�;<:E4PC�>�\n;cA�>^IU=EH$Q F�:EH$69F74B\
I1, . . . , It−1

H$av;<:E4?abH.A<47F!>^\n;<4BA� =E4B;l4BA<Qc69IE47=�Tyd >�C&H$\l\l62TUS2d�IEH$I�¡ H.TUS962@y69H$VE\_>^=E@(4GA<\<>^Ald �_>�IE= >^A<4DA<4B@(4!>�S247=?;<H*;<:E4
abH.A<4BF!>�\n;<4GA 	 VE\n;fTm47abH.A<4DAlH$VUIE=

t
1

|]:U4�abH$S9S9H��O62IU8�4G�+>�QeCUS947\k\l:EH�� ;<:U>^;_\~C&47F76b>^StF7>�\l47\fH$a�;<:E4�8$47IE4BA�>�S96 
747=zA<4B8.A<4B;
69IEF7S2VU=E4�4G�y;<4BA<IU>�St>�IE=P69I�;<4BA<IU>�SmAl478.A<4B;O>�IE=z4G�y;<47IE=PT&4Bd(H$IE=z;<:E47\n4uIEH.;<69H$IE\71

0$0!K




_#m) � %���� �
�2��� ��� � � = � � � = ��� = � ��C�� | >^��62IU8
m = N

�
fi,t(k) = i

abH.A�>�S9S
k =

1, . . . , N
�t>�IE=5S24B;l;<69IE8

Ai,t(k)
;<H�T&4�;<:E4*F7H$IE\n;�>^Ir;DabVUIEFB;l69H$I

1
�-;<:E4*8$47IE4BA�>^S96�
747=

A<4B8.A<4B;sT&47F7H$Qc47\

ri,t =

N∑

k=1

pk,t

�
`(k, Yt) − `(i, Yt) �

�_:U62F�:`69\ 	~VE\n;s;<:E4 � 4G��;l4BA<IU>�S �[A<478.Al4B;_62Ir;lA<Hr=EVUFB47=P69IPxy47FB;<69H$IPX�1 Ly1

_#m) � %���� �
� ��� ��� � � = � � � = ��� = � ��C�� |�HO\n474 :EH��J;<:E4}IUH.;l69H$IuH$a�62Ir;<4BAlI�>^S�A<4B8.A<4B;
QR>7dvT&4 A<47F7H�@(4BA<4B=�>^\ >]\nC&47F769>�S(F!>�\l4���F7H$IE\l69=E4BA

m = N(N−1)
4G�yC&4BAl;l\�69IE=E4G��47=¢Tyd

C�>�62Al\
(i, j)

abH.A
i �= j

1}p+H.Af47>�F�:
t
4G�yC&4BAl;

(i, j)
CEA<4B=U62FB;<\]>�\sabH$S9S9H��O\ �

f(i,j),t(k) = k69a
k �= i

>�IE=
f(i,j),t(i) = j

H.;<:E4BAl�_69\l4.1v|]:yVE\!�&62a
A(i,j),t � 1

� F7H$QeC&H$IE47Ir;
(i, j)

H$a
;<:E4�8$47IE4BA�>�S26�
747=�A<478.A<4B;f@(47FB;<H.A

rt GIR m T&47F7H$Qc4B\

r(i,j),t = pi,t

�
`(i, Yt) − `(j, Yt) �

�_:U62F�:`F7H$69IEF769=E47\k�_62;<:`;l:U4�=E4��UIE62;<69H$I�H$a�69I�;<4BA<IU>�S&A<4B8.A<4B;f69I xy47FB;l69H$IPX�1ji+1

_#m) � %���� �
� � � � � �7< = ��� = � ��C�� N�IU>^;<V+A�>�S+4���;<47IE\l62H$I*H$a 62Ir;<4BAlI�>^S�A<478.A<4B;}69\ H.T+¡
;�>^69IE47=�Trd�S94B;l;l69IE8 ;<:E4 4���C&4BAn;<\

f1, . . . , fm
F7H$QeCUV+;<4'>�S2S

NN abVEIEFB;<69H$IE\ {1, . . . , N}→
{1, . . . , N}

=E4��UIE47=�H$I�;<:E4 \n4B;�H$ac>�FG;<69H$IE\71 ��I�H.;<:E4BA �]H.A<=E\!�qabH.A�4!>�F�:
i =

1, . . . ,m = NN ;<:E4¢\l4  rVE47IEF74
(fi(1), . . . , fi(N))

;�>^�(4B\v62;<\_@�>�S9VE47\O62I
{1, . . . , N}

1
�fH.;l4 ;l:�>�;��_69I�;<:E69\RF!>�\l4,�O;<:E4 CEA<47=E69FG;<69H$I�H$aD;<:E4 4G��C&4GAl;<\�=U4GC&47IE=E\`H$I

t
H$IUS£d

;<:+A<H$VE8$:
It
1�|]:E4?A<47\lVES2;<62IU8�A<4B8.A<4B;�69\RF!>�S9S247= & ! * ( C $�� C $#�n1���;`62\�47>�\nd�;<H�\l474� � �+4GA<F769\l4uX�1MK��[;<:U>^;

QR>��
σ 9 Σ

Rσ,n ; N QR>��
i �=j

R(i,j),n

�_:U4GA<4
Σ
69\O;<:E4�\l4B;�H$a}>�S9S abVEIEFB;<69H$IE\

{1, . . . , N} → {1, . . . , N}
>^IU=

Rσ

62\O;<:E4¢A<4G¡
8.A<4G;�>�8(>�69IE\n;�;<:E4e4G�yC&4BAl;¢69IE=U4��+47=5Trd

σ
1P|]:yVE\!� >�Ird abH.A<47F!>�\~;<4BA��O:EH$\l4*>7@(4BA�>�8$4

69I�;<4BA<IU>�SEA<478.Al4B;kF7H$I�@(4BA<8$47\k;<H 
74GA<H�>�S9\lH�:U>�\ >�@�>�IE69\l:E69IE8¢\n�s>^CRA<4B8.A<4B;!1 �fH.;<4f;<:U>^;
;<:E4fabH.A<47F!>�\~;<4BA H$a-|]:E47H.A<47Q X�1MX�T&47S9H�� �$A<VEIe�O6£;<:�;<:E4f4G��C&H$IE47I�;<6b>�S+C&H.;l47Ir;<69>�S)�$:U>�\
> \n�s>^C�A<478.Al4B;eT&H$VEIE=E47=�Tyd

O
� 
 n(N

S9I
N) � 1�|s:E69\�69QeCEA<H�@(47\*H$I�;<:E4zTmH$VUIE=

O
�
N � n S9I N � �_:E69F�:��]4_H.TE;�>^69IqTrd*FBH$QqTU69IE69IE8O;<:E4]T&H$VEIU=�H$a&� �+4BA<FB69\l4OX�1YK��_62;<:;<:E4*Al478.A<4B;�T&H$VEIE=JabH.A¢;<:E4c4G�yC&H$IE47Ir;<69>�S9S2d �]47698$:�;<47=�>7@(4BA�>�8$4*abH.A<47F!>�\~;<4BAqH$afxy47FG¡

;<62H$IPX�1 Ly1
|]:E69\_QcH.A<4D8$47IE4BA�>�S�abH.A<Q�VESb>�;<69H$I`Cm4BA<Qc62;<\sVE\_;<HcF7H$IE\l62=U4GA�>�I 4B@(47I �O69=E4BA_a�>�Qc69S2d
H$aOCEA<47=E69FG;<69H$I�CEA<H.TUS947Qc\71�p+H.Ac4G�+>�QeCUS94�� Trd�=E4��UIE69IE8 ;<:E4?>�FB;l62@.>�;<69H$I�abVEIEFB;<69H$I
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Ai,t(k)
;lHq=E4BCm47IE=`H$I

t
>�IE=

i
TUV+;]IEH.;kH$I

k
�+H$IU4vQR>7d*QcHy=E47S2S \nC&47FB6b>�S969\~;<\ UD��;<:U>^;

69\ � 4G�yC&4BAl;<\O;l:�>�;vHyF7F7>�\l69H$IU>�S9S£dz>�T�\~;�>�69I?a9A<H$Q QR>^��69IE8*>*CUAl47=E69FB;<69H$I-1f��I?;<:E4�IU4���;
\l4BFB;<69H$IR�]4�=U4B\lFBA<62Tm4D>^IP>^CECUS969F!>�;<69H$Ie69I��O:E69F�:R;<:E4D>^FB;<62@�>^;<69H$IcabVEIEFB;<62H$IU\kCUSb>7dR>�I
69QeCmH.Al;�>�I�;kA<H$S94.1_xy474�>�S9\nH*;<:E4DTU62TUS969H$8.A<>^CU:U62FOA<47QR>^Al�y\_abH.A�H.;<:E4BAf@.>�A<6b>�I�;<\OH$a ;<:E4
CEA<H.TUS947Q?1
|]:E4DT�>�\l69F  rVU4B\n;<69H$IPIEH�� 69\f�_:U4G;<:E4BA_6£;f62\sC&H$\n\l62TUS94�;<H*=E4��UIE4u>qabH.A<47F!>^\n;<4BA_8$V�>�An¡
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Sb>�A<8$4BA¢;<:U>�I5;l:U4eTmH$VUIE=JH$as|s:E47H.Al47Q i+1MXPF7>�I�Tm4*CEA<H�@(4BI"69I�;<:E4c8$47IE4BA<>�S \l4B;lVEC
�_:U4GA<4

` G [0, 1]
�y\l474�� �+4BAlF769\l4�i+1Yi+1

�D t�(�E
�� � �7� � � � % 0)��� 46�'

� ,���� � �
n � ���	�?�/,'��

� 0 �/���54 
 ����� �

` G {0, 1}
�� � , 0 �(�

η > 0
0��	� � � , 0 �(�

α ; (N−1)/N
��

� ��,�0?��� �(�
2!,���2 ,/�/� � � ��

� " 0�,���0 
.� ��/
�0�,�� � � ,/��� 0 �/� �/, � 0 ���(�(* ���

n∑

t=1

`(pt, yt) −

n∑

t=1

`(it, yt)

; m+
m + 1

η

S9I
N+

m

η

S9I 1
α

+
1

η

EF
n∑

t=1

`(it, yt) GH S9I 1

1− α
+
η

8
n .� � , 0 �(� 0?�����3� � � �����B�/�������

i1, . . . , in
��

�/,/�

m =
\n6�
74

(i1, . . . , in) �
	OTU\l4BAl@(4q;<:U>^;v;<:E4�C&4BA<abH.A<QR>^IUFB4¢T&H$VEIU= 8$VU>^A�>�I�;<4747= Tyd ;<:E4�;<:E47H.A<47Qg69\�\l62Qc69Sb>^A
;<Hq;<:U>^;sH$a |]:E47H.A<47Q i+1 L��O62;<:R;<:E4uH$IES2dR4��+F74BCE;<62H$Iz;<:U>^;
n−m− 1

η

S9I 1

1− α

69\sAl4BCUSb>�F747=�Tyd 1

η

EF
n∑

t=1

`(it, Yt) GH S9I 1

1− α
+m .

07iE0



xy69IEF74e;l:U4c62IU4� yVU>�S962;¤d :EH$S9=E\¢abH.A�>�S9S[\n4  yVE47IEF747\��O6£;<:J\l6�
74
(i1, . . . , in) ; m

�';<:E69\
69\q> \l698$IE6 �UF!>�I�;�69QeCEA<H�@(47Qc47Ir;�62af;<:E4BA<4�4G��69\n;<\�> \n4  yVE47IEF74

(i1, . . . , in)
�_62;<:">^;

QcH$\n;
m

\n�_62;<F�:E47\!� �_62;<:
m

IUH.;u;<HyH?Sb>�A<8$4�� ;<:U>^;�:U>�\�>P\nQR>�S9S F7VEQ�VESb>^;l62@(4�S2H$\l\71
	va F7H$V+A<\l4��m62a ;<:E4¢8$H(>�S�H$a ;l:U4uabH.A<47F!>�\~;<4BA�69\f;lHcQc69IE69Qc6�
74O;<:E4¢FBVUQqVESb>^;<6£@(4�A<4B8.A<4B;
�_62;<:zA<4B\nC&47FB;v;lHe;<:E4¢F7Sb>�\n\OH$a >�S9StF7H$QeC&H$VEIE=?>�FB;<62H$IU\s�O62;l:?\l6�
74

(i1, . . . , in) ; m �
;<:E47Ic;<:E4fH.CU;l69QR>�SEF�:UH$62F74OH$a

α
>�IE=

η
=U4GC&47IE=E\ H$Ic;<:E4_\lQR>�S2S947\n;}\lVEF�:�FBVUQqVESb>^;<6£@(4

S9H$\n\kH$a-;l:U4vFBH$QeC&H$VEIU=R>^FB;<69H$IE\71 ��IR;<:E4vSb>�F<�cH$a&CEA<69H.Ak�yIUH��OS247=E8$4OH$a&;<:E4vQc69IE69QR>�S
S9H$\n\!�m;<:E47\l4�C�>^A�>�Qc4G;<4BA<\OQR>7dPTm4�F�:EH$\l4BI�>�=U>^CE;<62@(47S£dz;<H�>�F�:E694B@(4q>eA<478.A<4G;�TmH$VUIE=
H$at;<:E4D=E47\l6£A<47=PH.A<=E4BA71[|]:E4u=E4B;�>�62S9\]>^A<4DS947a9;s;<Hq;l:U4�A<4!>^=U4GA!1<�=?>@>BA�C ��I�62;<\�F7V+AlA<4BIr;PabH.AlQ � �t4BQcQR>5i+190 F7>�IEIUH.;�T&4 >^CEC�S26947= ;lH";<:E4 62IU6£;<6b>�S
�]47628$:r;<\

w �0 H$a';<:E4¢@.>�A<6b>^TUS94D\l:U>^A<4�=E69\n;lAl62TUVE;l69H$IzT&47F7>�VE\l4¢;<:E47\l4��]47698$:�;<\O=E4BC&4BIU=H$IJ;<:E4RH$VE;lF7H$Qc4e\l4  rVE47IEF74
Y1, . . . , Yn

;l:�>�;�� 69I�;lVEAlIJ� QR>7d5=E4BCm47IE= H$IJ;<:E4`>^FG¡
;<62H$IU\_H$a ;<:E4�abH.A<47F7>�\n;<4BA71 � �s47F!>�S9S�;<:U>^;�69I ;<:E4qQcHr=E47S�H$a A�>�IE=EH$Qc6�
747=PCEA<4B=U62FB;<69H$I
�]4�>�S2S9H�� IEH$I�¡ H.TUS962@y69H$VE\_H.CEC&H$IE47Ir;l\71 � �_H��]4B@(4BA��&\n69IEF74¢;<:E4�=+A�>7�

It
H$a ;<:E4¢@.>^Al6£¡

>^TUS94D\l:U>^A<4¢abH.Al47F!>�\n;l4BA�69\OF7H$IE=E62;<62H$I�>^S9S2dc69IE=E4BC&4BIU=E47I�; � 8$6£@(47IP;<:E4uC�>�\n;vH$V+;<FBH$Qc47\
Y1, . . . , Yt−1

� H$at;<:E4�C�>�\n;]A�>^IU=EH$Q =+A�>7�O\
I1, . . . , It−1

� �-47QcQR>DX�190�QR>!dcTm4�VE\l4B=
�_:U62F�:�\n;�>�;<47\k;<:U>^;����_62;<:EH$V+;kS9H$\l\]H$at8$47IE4BA�>�S96£; dA���]4DQR>7dR>^\l\lVEQc4O;<:U>^;k;<:E4�H.CEC&H�¡
IE47I�;]69\kH.TUS962@�62H$VU\B1'��I`H.;l:U4GAk�]H.A<=E\!�+62;k\lV �*F747\];<H�CUAlH�@(4�H$V+AkA<47\lVES2;]abH.As>^Ird �+�+47=� IEH$I�¡�A<>�IE=UH$Q �]H$V+;<F7H$Qc4¢\l4� yVE47IEF74

y1, . . . , yn

1 	�IEF74�;<:E4�H$V+;<F7H$Qc4¢\n4  yVE47IEF74q69\
�+�+4B=J�+;<:E4�69IE62;<6b>^S��]47698$:�;<\f>^A<4��]47S9S-=E4��UIU4B=?>�IE=`�]4DF!>�I?>^CECUS2d �-47QcQR>ui+120.1

��Ir;nA<Hy=EVEF74¢;<:E4�IEH.;�>^;<62H$I
L(j1, . . . , jn) = `(j1, y1) + . . . + `(jn, yn)

1�p�6£� >�I�d
F7H$QeCmH$VUIE=�>�FG;<69H$I

(i1, . . . , in)
1 �-4B;

m =
\l6�
B4

(i1, . . . , in)
>�IE=

L � = L(i1, . . . , in)
1

��a
m = 0

�+;<:E47I

S9I
W �n � S9I

w �n(i1, . . . , in) =
S9I �

1

N
e−ηL

�

(1− α)L
� �

>�IE= ;<:E4J;l:U4BH.A<47Q abH$S9S9H��O\Pa9AlH$Q �-47QcQR>"i+120.1 NO\n\lVEQc45;<:E47I
m � 1

1 �v4G¡
IEH.;<4vTyd �

L
�

+m

;l:U4�\l4G;fH$a�F7H$QeC&H$VEIE=�>�FB;<69H$IE\
(j1, . . . , jn)

�O62;<:�F7VEQqVUS9>^;<62@(4fS9H$\l\
L(j1, . . . , jn) ; L � +m

1}|s:E47I
S9I
W �n =

S9I ∑
j1,...,jn

w �0(j1, . . . , jn)e−ηL(j1,...,jn)

� S9I ∑
� L

�

+m

w �0(j1, . . . , jn)e−η(L
�

+m)

� −η(L � +m) +
S9I ∑
� L

�

+m

w �0(j1, . . . , jn) .

07i�L



3 4cIUH�� \l:EH�� ;<:U>^; �
L

�

+m

F7H$Ir;�>^69IE\�>^;�S94!>^\n;�>PF7H$QeC&H$VEIE=J>�FB;l69H$I
(j1, . . . , jn)�_62;<:D>sSb>�A<8$4 �]4B698$:r;

w �0(j1, . . . , jn)
1�|s:E69\tF7H$QeC&H$VEIE=D>�FB;<69H$I

(j1, . . . , jn)
Qc69Qc69F<��\

(i1, . . . , in)
VEIr;<62Sm;<:E4uSb>^;n;<4BAsQR>^�(47\f>q\~�O62;<F�:-1}��a�;<:E4D\~�O62;<F�:P62\fQR>�=E4vA<698$:�;O>^a9;<4BA

>�\n;<4GC
t
�O:E4BAl4

`(it, yt) = 0
��;<:E47I

(j1, . . . , jn)
=E47Sb>7dy\s;<:E4�\n�_62;<F�: � �_:E69F�:��]H$VES9=

69QeCUS2d
w �0(j1, . . . , jn) = 0

� >�IE=`�(474BCU\sabH$S9S9H��O69IE8�>^FB;<69H$I
it
VEI�;<69Sm\lH$Qc4vS9>^;<4BAk;<62Qc4

\n;l4BC
t � �O:E4BAl4 `(it, y �t) = 1

1 |]:U4BIJ�^a9A<H$Q�;<69Qc4
t � +1 H$Ir�s>^A<=?�

(j1, . . . , jn)
Qc69Qc69F<��\

(i1, . . . , in)
>�8(>^69IzVEIr;l69Sm;<:E4DIE4G�y;O\n�_62;<F�:zHrF7F7V+A<\71

354zabH.A<QR>�S96�
B4R;l:U4z>^T&H�@(4?>^A<8$VEQc47I�;�>�\eabH$S9S9H��O\B1 �t4G;
t1
T&4`;l:U4�;<69Qc4�\n;<4BC

�_:U4GA<4c;<:E4 �EA<\~;�\n�O62;lF�:
it1 �= it1+1

HyF7FBVEAl\71�xy4B;
jt = it

abH.A�>�S9S
t = 1, . . . , t1

1
|]:E47I?��\l4G;

jt = it1

abH.A�>�S9S
t = t1 + 1, . . . , t �1 �U�_:U4GA<4 t �1 69\f;l:U4 �EA<\n;v\n;l4BC >�a9;<4BA t1\lVEF�:5;<:U>^;

`(it1
, yt �1

) = 1
1���a IEHz\lVEF�:

t �1 4G�+69\~;<\!�-;<:E47I5S94B; t �1 = n
1 � AlHyF7474B=5Tyd

\l4G;l;<69IE8
jt = it

abH.A}>�S9S
t = t �1+1, t �1+2, . . .

VEIr;<69S�>�IE4B��\~�O62;<F�:
it2 �= it2+1

HrF7F7V+A<\
abH.A�\lH$Qc4

t2 > t �1 � 69a ;<:E4BAl4�>^A<4�IEHRQcH.A<4u\n�_62;<F�:E47\�>�a9;<4GA
t �1 � ;l:U4BI \l4G; jt = it

abH.A
>�S2S
t = t �1 + 1, . . . , n

�G1 �f4BCm4!>^; ;<:E4_CEA<HrF747=EV+A<4O=E47\lFGA<62T&47=�>^TmH�@(4OVEI�;<69SE;<:E4O47IE=`H$a
;<:E4�\l4  rVU4BIUFB4u69\]A<4!>�F�:E47=-1

	]>�S9S�>f\l4  yVE47IEF74kH$aE\n;l4BCU\
t �k+1, . . . , tk+1−1

� �O:E4BA<4
t �k QR>7dDTm4 1 >�IE= tk+1−1QR>7d�T&4

n
� >�I�� � � K � � � �$>�IE=q>O\l4  rVU4BIUFB4sH$aE\n;l4BCU\

tk, . . . , t �k � �_:U4GA<4
t �k QR>!d�T&4 n �> � � � K �����m1 �fH.;l4 ;<:U>^;

(j1, . . . , jn)
IE4B@(4BA}QR>^�(47\ >O\~�O62;<F�:��O62;l:U62I�>�I�Ns¡�TUS9HyF<��>^IU=

QR>^�(4B\k>^;]QcH$\n;[H$IU4v\~�O62;<F�:c�O6£;<:E69Ic4!>�F�:
B
¡�TUS9HyF<� 1 N_S9\lH��

L(j1, . . . , jn) ; L � +m �
\l62IUFB4

jt = it
�_62;<:E69I5Nf¡�TUS9HyF<��\ �

L(jtk
, . . . , jt �

k
) ; 1

�_62;<:E69I�4!>�F�:�Z ¡�TUS9HyF<� � >�IE=
;<:E4�IyVEQ�T&4BAsH$a'Z ¡�T�S2HyF<��\s69\f>^;_QcH$\~;

m
1

��Ir;nA<Hy=EVEF74�;<:E4DIEH.;�>^;l69H$I

Qt =
1− (1− α)`(it,yt)

N− 1
	 {it �=it+1} + (1− α)`(it,yt) 	 {it=it+1} .

Z}d�=E4��UIE62;<69H$I�H$a
w �0 �]4�:U>!@(4

w �0(j1, . . . , jn) = w �0(j1) n−1∏

t=1

Qt .

p+H.A�>�S2S
t
69I >�I Nf¡�TUS9HrF<�O�

Qt = (1 − α)`(it,yt) 1 �fH�� �+� >^Ird Z ¡�T�S2HyF<�
tk, . . . , t �k 1|]:E47I

`(jt, yt) = 0
abH.A¢>^S9S

t = tk, . . . , t �k − 1
>�IE=

`(jt �
k
, yt �

k
) ; 1 �t>�\ `(jt �

k
, yt �

k
)Qc698$:�; T&4

0
�_:U4BI

t �k = n
1 354�;<:rVU\f:U>!@(4

∏

t 9������ ���	��
 Qt � (1− α)0 P ����� P (1− α)0 P 1− (1− α)1

N− 1
=

α

N− 1
.

|]:E4sa�>^FB;<H.A �
1−(1−α)1 � �

(N−1)
>^CEC&4!>^A<\ VEIE=E4BA};l:U4s>�\n\lVEQeCU;l69H$I�;<:U>^;

jt �k < n>�IE=
jt �k+1 �= jt �k

1]��a
it �k+1 = itk

�U69QeCUS2d�69IE8
jt �k+1 = jt �k

��;<:E47I
Qt �k

= (1 − α)1 >^IU=
07i(X



;<:E4*>^T&H�@(4*69IE4  rV�>^S962;¤d \n;<69S2S :EH$S9=E\�\l69IEF74
α/(N − 1) ; 1 − α

69\D69QeCUS96947=?Tyd ;<:E4
>�\n\lVEQeCU;l69H$I

α ; (N− 1)/N
1

�fH�� �E>�\s4G�yC�S9>�69IE47=P>�T&H�@(4,�
∑

t

`(jt, yt) ; L � >�IE= ∑

t �

`(jt � , yt � ) ; m
�_:U4GA<4¢;<:E4 �EA<\n;v\lVEQ 69\vH�@(4BA�>�S2S

t
62I Ns¡�TUS9HyF<�y\�>�IE= ;l:U4�\n47F7H$IE= \lVEQ 62\vH�@(4BAD>�S2S

t � 69I`Z ¡�TUS9HyF<�y\ � A<47F!>�S2S�;<:U>^;k;<:E4BAl4�>^A<4�>^;]QcH$\n; m Z ¡�T�S2HyF<��\ ��1}|]:yVE\!�r;<:E4BA<4�4G�+62\n;<\
>

(j1, . . . , jn) G �
L

�

+m

�O62;l:

w �0(j1, . . . , jn) = w �0(j1) n−1∏

t=1

Qt � 1

N
(1− α)L

�

�
α

N− 1
� m

.

�_4BIUFB4��
S9I ∑
� L

�

+m

w �0(j1, . . . , jn) � S9I �
1

N
(1− α)L

�

�
α

N− 1
� m �

F7H$IEF7S2VU=E69IE8�;<:E4�CUAlHyH$a 1
2

����� � ���	� ��� � ����� �
NOI�62QeC&H.Al;�>�I�;�4G�E>�QeCUS94�H$ak\n;nA<VEFB;<V+A<47=JF7Sb>^\l\l47\¢H$a]4G�yC&4BAl;l\¢69\uH.TE;�>^69IE47= Tyd A<4BC+¡
A<4B\l47Ir;l69IE8�4���C&4BAn;<\ � 6�1j4.15�s>�FB;l69H$IE\ ��Trd�T�62I�>�Ald ;lAl4747\71�354?F7>�S9SO\lVEF�: \~;lA<VEFB;<V+A<47=
>�FG;<69H$IE\0�7C $ $ $L@A( $DC��F&71 N ;lA<474�4G�yC&4BAl;

E
69\]> �UIE62;<4OH.A<=E4BAl47=`TU69IU>^Ald�;lA<474�69IR�O:E69F�:

4!>^F�:�IEHy=E4O:U>�\ 4B62;<:E4BA
2
F�:E69S9=cIEHy=E47\ � >uS947a9;kF�:E69S9=R>^IU=�>uA<628$:r; F�:E69S9= � H.A]IUH�F�:E69S9=

IEHy=E47\ � 69a 62;O62\v>eS94!>�a��G1_|s:E4�S94!>7@(47\vH$a
E
>^A<4�S9>^T&47S94B=P�O62;<: >^FB;<69H$IE\OF�:EH$\l47I a9A<H$Q

{1, . . . , N}
1�3 4*VE\l4

λ
;<H`69IE=U62F!>^;<4�;<:E4�A<HyH.;DH$a

E
>�IE=

0
>�IE=

1
;lHz69IE=E69F!>^;l4�;l:U4

S94Ba9;_>^IU=`A<698$:r;]F�:E69S9=+A<4BIzH$a
λ
1[��IP8$4BIU4GA�>�S)�

(x1, . . . , xd) G {0, 1}d
=E47IEH.;<47\];<:E4�S947a9;� 62a

xd = 0
�kH.AfAl698$:r; � 69a

xd = 1
�]F�:E69S9=`H$a�;<:E4�IEHy=E4

(x1, . . . , xd−1)
1

xy69Qc69S9>^A<S2dv;<Hv;<:E4]a9A�>�Qc4G�]H.Al��\'\n;lVU=E694B=q62I 	k:U>^CE;<4BA<\ K �U0!� �(>�IE=`0$0��.�]4f>^\l\lVEQc4
;<:U>^;!�$>^; 4!>�F�:�CEA<47=E69FB;<62H$I¢A<H$VEIU=?�(>_CU6947FB4kH$a S \l69=E4k69IEabH.A<QR>^;l69H$I U 69\ QR>�=E4k>7@�>�69Sb>�T�S24
;<H�;<:E4]abH.A<47F!>^\n;<4BA!1 3 4f=EH�IEH.; QR>^�(4s>�Irdq>�\n\lVEQeCU;l69H$IE\ H$Iq;l:U4s\lH$V+A<F74]H$aU;<:E69\'\l69=E4
69IEabH.A<QR>�;<69H$I-1���I�;<:E4vF!>�\l4�H$a&;lA<4B4�4���C&4BAn;<\!��;<:E4v\l69=E4v69IEabH.A<QR>�;<69H$Ie69\ Al4BCEA<47\l47I�;<47=?�
>^;�47>�F�: ;<69Qc4u\n;<4BC

t
� Trd >�I 62I �UIE62;<4�TU69IU>^AldP@(47FG;<H.A

xt = (x1,t, x2,t, . . .)
1D��I ;<:E4

4G�+>�QeCUS94z=E47\nFBA<62T&4B= 69I�;<:E69\c\n47FB;<69H$I?�]:EH��]4G@(4BA��f�]4?H$IES2d QR>^�(4PVE\l4 H$a�> �UIU6£;<4
IrVUQ�T&4BAsH$a�F7H$QeC&H$IE47Ir;l\s62I`;<:E4�\l69=E4D62IUabH.AlQR>^;<69H$Ic@(47FB;lH.A!1

07i$i
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4 1

0

0

0

0

1

1

1

1
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 �&2��:-��#9�<I-3/�.0/	��/	.0/3��/����
. 
 O { �pn−1 +An−1(y

n−20); 1− �pn−1 +An−1(y
n−21)

}
.

M 502���/����0-�/&/�� /��N< 
 �7H�2N68/1,321<

�pn−1 =






0 /&6 An−1(y
n−20) > An−1(y

n−21) + 1

1 /&6 An−1(y
n−20) + 1 < An−1(y

n−21)

An−1(y
n−21) −An−1(y

n−20) + 1

2
/1-3502U,�>�/	��21V

M 502$�0,3/ F 2N;���,32�. 
 9CH+2 F /��:-�/	���02N; /	�L-3502�� 
 .C2T> 
 9 ��� -�/	��>=2E;B2 -32U,�.0/	�02 �p1 V* /1,�. 
 �	� 9�<���/#J�2�� 
 F � 
 �(��� /�6E2PO���2U,�-�� 
 �0; 
 �+/���/#-�/#J�2 /	� -32���2U, n < 
 68/1,32PNF�
 ��-32U,@>.50/���2 >=/1,���- N F�
 ��2 ,32��1,�2U-@2��%� 
 �	� Vn( � ) /	�.;02U-32 ,�.0/	�02N;LH:9R-3502 68/����&/ >�/	���,32 F ��,���/&/�� V

� 3 ]



	 Q�
�Q 	 � � ��� M Q 	 � 
 * � � � � � � M � � * � � M � � � � � � 
 � M �
 � � �
� � � � � ,('-,	��
�� �&� 
 �(��� /�6���/	.���� 
 - 
 H��&2O2PO��+2 ,�-��NV

3 V Z Q���/#-�/ 
 �	/3� 
 -�/&/�� V [ An(yn) = − /	�06 f ')+ Lf(y
n)

\ V Z �72 F ��,�,32#� F 21V [ * /1, t = n, n− 1, . . . , 1 <
At−1(y

t−1) = .0/	�
p ' [0,1]

. 
 O {p+At(y
t−10), 1− p+At(y

t−11)
}
.


 �0;

�pt =






0 /&6 At(y
t−10)

> At(y
t−11) + 1 ;

1 /&6 At(y
t−10) + 1

< At(y
t−11) ;

At(y
t−11) −At(y

t−10) + 1

2
/1-�5B2 ,�> /	��21V


O/1-324-35 
 -=-3502E,32 F ��,�,32�� F 2 68/1, At .

 9 
 �	��/ H+24>.,�/#-�-32�� 
 �

At−1(y
t−1) =






At(y
t−10) /&6 At(y

t−10) > At(y
t−11) + 1

At(y
t−11) /&6 At(y

t−10) + 1 < At(y
t−11)

At(y
t−11) +At(y

t−10) + 1

2
/1-3502U,�> /���21V Z ] V 3 [

M 502 
 �3��/1,�/ -35�. 68/1, F�
 � F ��� 
 -�/	��� -�5B2 /��B-�/	. 
 � 68/1,32 F�
 ��-32U, 5 
 � 
 � /	. �+/1,�- 
 �:-TH:9 N
�0,3/:;�� F - � -3502 J 
 �	�02 A0 /�6 -3502
�%� 
 �:-�/ - 9 At−1(y

t−1)

 -.-3502 � 
 ��-"��-32#� Z

t = 1 [ /�6-35024,32 F ��,�,�2�� F 2 F �#2 
 ,��#9"��/ J�2��
A0 = . 
 O

yn

{
n∑

t=1

`( �pt, yt) +An(yn)

}

= Vn( � ) .

M 5����N< -�5B2 � 
 .C2 
 �6��/1,�/#-35�. 
 �	��/ F�
 � F ��� 
 -32#�O-3502 .0/	��/	. 
 ��>=/1,���- N F�
 ��2 ,32
�1,32U-�V)Q��-3502$�02POS-"��2 F -�/&/��R>=24> /	�	� ��2N2 ��/�.C2�����2N6-��� F /�����2��%�B2#� F 2��@/�6)-�5�/��O6 
GF -�V

� 3 *



� ��� � $ ( $&-0! � � � ��� $ )
Q�� -�5�/�� ��2 F -�/&/�� >=2 68/ F ���L/��0, 
 -�-32#�:-�/&/�� /�� ��- 
 -�/ F 2PO��+2 ,�-��NV �72 F�
 ���4-�5 
 - 
 �2PO��+2U,�- f /	� F�
 �	�&2U; ��- 
 -�/ F /&6 68/1, 
 ��� t = 1, 2, . . .


 �0; yt−1 � {0, 1}t−1 < ft(yt−1) =

ft � [0, 1] V Q���/1-3502U,@>=/1,3;��N<'��- 
 -�/ F 2PO��+2U,�-��&('�0,32N;�/ F -�/&/����.;0/ �0/1-T;02#�+2#�B;�/���-3502
� 
 ��- /��0- F /�.C2�� � -3502U9 
 ,32 " O�2U; /	� 
 ;�J 
 � F 21V * /1, 2 O 
 . ���&21<)-3502A2PO���2U,�- >@5�/ F 5
�0,32N;�/ F -�� 
 �#> 
 9�� 0 ,32
� 
 ,3;��&2���� /�6 -3502 � 
 ��- /���- F /�.C2#� /	����- 
 -�/ F < H���- -3502A2PO��+2U,�->.5B/���2��0,32N;�/ F -�/#/��0/	� -3502 
 J�2U, 
 ��2T/�6 
 �	���0,32UJ�/#/����(�#9 ��2N2��R/���- F /�.C2���/	���0/1-&��- 
 -�/ F V

M 5B2��02POS-���/	. ���&2@-32 F 5���/ F�
 � ,32��(��� -.5 
 �"��/�.C2��(�0,(�B,�/	��/	��� F /�����2����02�� F 2#�NV M 502
��/�. �'�#2 /	�0;�� F -�/#J�2 �B,�/I/�6 /��)�#2N6&- 
 � 
 �R2PO�2U, F /	��21V
� ,�� ��� � � ��� 	�� � # 	V� ! �<� # �������<���;��,H��
�
D�QBU

�������G�V	&%>�(	
�>�1
 E ����	 ! BL�4� ��,6,
t = 1, . . . , n

� !  yt−1 � {0, 1}t−1 �
���At(y

t−11) −At(y
t−10)

��� � 1 .

M 5�/	�
�&2�.0. 
 /	. ���	/#2�� -3502E68/��	�&/?> /	�����32��(��� -�V
��� , �
�F, � � ����� B � ��
U�3��, ��


U�QB.

���������J	&%>�(	��>�1
 � �1��	 !

Vn( � ) =
n

2
−
1

2n

∑

yn ' {0,1}n

/	�06
f ',+ Lf(y

n) .

WYX[Z\Z
	 ] 
 2�.0. 
 ] V 3 
 �0; Z ] V 3 [ /	. ���#9��35 
 �O68/
� 
 �	� t = 1, . . . , n <
At−1(y

t−1) =
At(y

t−11) +At(y
t−10) + 1

2
.

� �����#9�/	������5�/��72
��� 
 ��/&/����32 F �����(/#J�2��#9�<�>=2E/1H�� 
 /	�
A0 =

1

2n

∑

yn ' {0,1}n

An(yn) +
n

2
.

�72 F�
 �	��/	������5 
 � Vn( � ) = A0


 �0; An(yn) = − /	�06 f ',+ Lf(y
n) >=2 F /�� F �	�0;B2��3502

���3/:/�6 V 2

M / ���0;02������ 
 �B;�H+2����32����3502@H+2U5 
 J�/&/
�Q/�6��3502@J 
 �	�02 Vn( � ) /��&/	� 
 ;�J 
 ��� 
 ��2N/����
�3/���2N68/
��.���� 
 �32��3502@/1H�� 
 /	�02N;C2PO����32�����/#/��PV �72 F�
 �	���35 
 ��< ��/	� F 2@2 O��+2������ 
 �32 ��� 
 ��/ F <2 
 F 5 2PO��+2���� f /	���32 ����2���2����32N; HI9 
 J�2 F �3/
� (f1, . . . , fn) � [0, 1]n >@502��32 ft /����3502
���32N;�/ F ��/&/��C/�6P2PO��+2���� f 
 ����/	.C2 t V � /	� F 2 `(ft, y) = |ft − y| < Lf(y

n) =
∑n

t=1 |ft −

� 3 �



yt| V � �	��/�< ��5B2 
 J�2�� 
 ��2 /?J�2�� 
 �	�!�+/�����/#H��#2 /���� F /�.C2 ��2����02�� F 2�� 
 ���+2 
 ��/	��� /	� �35022PO����32�����/#/�� /�6 Vn( � ) . 
 9 H+2 ���32 
 �32N; 
 � 
 � 2PO��+2 F �32N; J 
 �	�021V M / �35�/	��2��0; <
/	�����3/:;�� F 2
/�V /�V ; V���9�.0.C2�����/ F � 2����0/����	�	/ � 
 �0;B/�. J 
 ��/ 
 H'�#2�� Y1, . . . , Yn

Z / V 21V < � [Yt =

0] =
�
[Yt = 1] = 1/2 [ V M 502�� <�HI9 M 502N/
�32�. ] V 3 <

Vn( � ) =
n

2
−

� � �
/	�06
f ',+ n∑

t=1

|ft − Yt|��
=

� � �
�����
f ')+

n∑

t=1

�
1

2
− |ft − Yt| � ��

=
� � �
�����
f ')+

n∑

t=1

�
1

2
− ft � σt �� �����
	��


���� � � σt = 1− 2Yt


 � � /�� /������ � � � � � � � @ ��: � 
 ������.�� 
 ��/ 
�� � � ����/�� � ��� 
 /�� � � [σt =

1] =
�
[σt = −1] = 1/2 ��� M � ��� � Vn( � ) �"! � 
 ��� n ��/	. � � � ��� � � � � � � � @ ��:

��� ��: � = �
Rn(A) =

� � �
�(���
a ' A 1n

n∑

i=1

σiai ��

 �(�#��$�/ 
 � � ���%� � ��� � � � A ��&'� � $��%�
������& � ��� &(�
��.

a = (a1, . . . , an) = (1/2− f1, . . . , 1/2− fn) 
 /�� � f � �)�
� 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
+* � � 
 � � � � �
�%��� * � ��, ��������/ � �-� � � � $�����/	�����%� �'
�� /	�	/���, � ��� �
�.,/�
 ��� � � /�� 
 /	�	� ��� ��� ��� � ��� 
�� �	/	� � ��/ * � � ����� � � 
 ��� �0� 
1� � � ���������2��� Vn( � ) &(�
�3� 
 � N
/0�����4$�� 
 �(� � �5��& ��� 
 ��/0$ � O�� � ������/�� � � $���/0���6���
7�� � ��. � �'
 �(/0$���������$������ 
 �����#��� � ����/ � ���& � 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
+* � � 
 � � ����.0. 
 ��/�8 � � /	� � � $���/0��� 3 	�� 3 � * /	� � ��� � ��� � ����/:O9�
�;:=< > ?9@ 
 �BADCEC �GF 
 �BADC
� � $"������/0� � � 
 �(/	. ��� �1� O 
 . ��� � �%��/	�	�	������� 
 � � � ��� ��� 
+* � ��& � ��� &(�
��.���� 
 �=���H	���� Q��� � $���/0���I���
7 
1� � � � 
 /	� * � � � � 
 � ����� � � 
 ��� �0� 
1� � � ���������J&(�
� Vn( � )

�'
 � � �K���
� ��� � 
 . � $ � 
 � 
 $�� � ��/08 
 ��/0��� /	� � � ��.0�L��& � 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
�* � �"�

�M�����(/0� � � � ��� $ 
 � �N
���� � � /	� � ��� $�� 
 ���6��& 
 �	��O=$"������� 
 ���.P � O�� � ����� � � � 
 �
/	� � � ��� $�� 
 ���;��& 
 �	� ��� 
 ��/�$ � O�� � �����"� � 
 � 
 . � � � ��/08 � � � , q � [0, 1] �Q��&�� ��� &(�
��.
fq = (q, . . . , q) � M � ��� � 
 $ �R� O�� � ��� ��� � ��/0$���� � ��� � 
 . � ����. � � � � � �%��� * � �����
� ��� n �%���������"� M ��� "������ � � /�� * 
1� ���
��/0$ � /	� � � 
 ��� ��� $�� 
 ��� � /	��� ��� $"���S� � O� �����L��& � ��� � 
 �TO � O ��� � . � P ��� 
 ��/�$ � O�� � ����� f(1) U 0


 ��� f(2) U 1 � � /	��$ � � ���
� 	 %



� 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
+* � ��& � ��� $"��� � � O � ���	� ��& 
 � � � �"! � 
 �	� � � 
 �J��& � ��� � � �$/���� � �0&��� �"� � � $���/0��� � 	�� � � * &(�
��� ��� � 
 ��/0$ ���%��� � ����/ � � ��& � 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
+* � � �D��� ���
/0� � ����/���, �����
	���/	. ���	/ � � � � 
 � Vn( � ) = Vn( � 0)


���� � � � 0 $"����� 
 /	��� � ��� � 
 � � O=N
��� � . � � O�� � �����"�M��� � � . 
 , 
 �	�#� � 
 ��/	��,�� �"� � � 
 � &(�
� 
 � , � �"! � � ��$ � yn ��& �����%$ ��. � �
� ��� � O�� � ��� .0/	��/	.0/08#/	� * � ��� $���.���� 
 ��/�� � �0���(� Lf(y

n) � � � � � ��� $�� 
 ����� /	����� � ��&
� ��� � 
 � � O ��� � . � � O�� � �����"�H� M � ���"� /�� �(��� $ � � �#� "���� � ��������� &(�
� Vn( � 0) � M �
� � /	� � ��� � � $ 
 �	��� � 
 �"� � , M ��� �
� � . � �
	��

Vn( � 0) � V(2)
n �

�
n �	� 2
2

�
0.5887

�
n .


 � O � 
1� $"������� 
 ��� � � /	� � ������� 
 / � � � ���������3� � � 
 /	� � � ��/�� � $�����,$����/	� * �����H	���� � /	��$ �
f
(1)
t = 0


 ��� f(2)
t = 1 &(�
� 
 �	� t �

Vn( � 0) =
1

2

� � �
. 
 O
{

n∑

t=1

σt,

n∑

t=1

−σt

}�� =
1

2

� ������

n∑

t=1

σt

������ .

� �(/	� * � ��� � 
 ��$ � , N � $ �S
 
 �%8 /	� �"! � 
 �	/���,/� 
1� . 
 , � 
 ��/���, � ������� � � /	� ! � 
 � ��/���,& �%��. 
�� � � � 
 ��&(�����0� 
 � �
Vn( � 0) =

1

2

� ������

n∑

t=1

σt

������ �
1

2

����� � � �
n∑

t=1

σt

�� 2

=

�
n

2
.

� � � � �#� � � � 
 � � � /	� � ������� � 
 � � ��� � 
 . � �
�%� � �B��&$. 
+* ��/������ � 
 � � ��� � �������� � � 
 /�� � � � , M ��� �
� � . � �H	�� � ����/ � � 
 � 
 ���	/ * � ����, � � ��� � ��$"������� 
 ��� �
� � . 
 ,-� � � 
 /	� 
 ��/	.0/	� 
 ���0� 
1� � � ������� 
 � 
 � � 
 � ,K$"����� � ! � � ��$ � ��& � � /	�KN$ � /	� � ( �)/	� �"! � 
 �	/���, 
 � /0$ �6
1� � � $ 
 �	� ��� � � ��� �"� � ��� � ��� � ����/:O6&(�
� 
 ���#����&.���

�	��� ��� � ����

����� 
�� ��� 
�� 
�� � 
�������� � ��� � ]�� � 	��
a1, . . . , an # 	V��	���, ! 5 ) # 	
�>
 �� !  ,8	�� σ1, . . . , σn # 	K� E � E  E � �  	�) �[����	
�K��� !  �4) @?�<���G� # ,H	�
 E ����	 !

� ������

n∑

i=1

aiσi

��������
1�
2

����� n∑

i=1

a2
i .

� ������,�/	� * 
 � .0. 
 ���
	 �#� �����"���%� � � � . 
1� � � � 
 /	��� ��� ��� 
1� � � �������
Vn( � 0) �

�
n

8
.

� 	 �



� ��.0. 
 ��/�8�/	� * � ��� ����� � � 
 ��� ��� 
1� � � ���������"� &(�
� � � � �#, n 
1� � 
 � �
0.3535 � Vn( � 0)�

n
� 0.5 .

� �
� ��� 
 . ��� � ��&(�
� n = 100 � ��� � ����� /������ 
 ��� � ��/0$���/���� ����� 
 � � * ,�����$ � � � 
 �5&(�
� 
 � ,
� � ! � � ��$ � y1, . . . , y100 � ��� �%�
� 
 �!�0�����)/	�"���
�". �
� � � � 
 � � � 
 ����& � ��� � � ��� ��� � � ���
���	��� 5 � � ��� &(�
� 
 �S, ��� � ��/0$���/0��� ����� 
 � � * , � ��� � �G��� /	����� 
 � �"! � � ��$ � y1, . . . , y100

����$ � � � 
 � � ��� ��� $ � ���J$���.���� 
 ��/�� � � ���%�
��/�� 
 � � � 
 ��� 3.5 ��� ��� ��� 
 $�� 
 �.,�. ���%�
��/0$� 
 �	� � /	� 
 �	�.� � 
 �., �%� $ 
 �0$#��� 
 � � � Vn( � 0)/
�
n → 1/

�
2π

�
0.3989 � � �"� � ������ � �%$�/�� � � ���

�;:�� �
	���
�� ? ��	���� A F ?�? C ? 	�� ?�� F ��@ � C � � C�� �2?
� ��� � /	�
� � $���/0��� 
1� ��� � � ��� �
� � . ��� � 
 ��� �.��. � � � ���������M& �#��. � ��� ��/�$ � � ��� �
�#,B��&� . ��/���/0$ 
 �����%��$ � ��� � � �%�;� � � 
 /	� ����� � � 
 ��� �0� 
1� � � ���������M&(�
� Vn( � ) &(�
� * � � � � 
 �$�� 
 ��� � � � ��& ��� 
 ��/0$ ��� � � ����� �

� ��� �
� � . ��� � $ � 
 � 
 $�� � ��/08 � �
� ��� .0/	��/	. 
 � � � * � � � 
 � � ��� � 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
+* �
Rn(A) ��& � ��� � � � A = 1/2 − � � 
 ��� � � 1/2 = (1/2, . . . , 1/2)


 ��� � ��� $�� 
 ��� ���& ��� 
 ��/0$ ��� � � ����� /	� ��� 
 � � * 
 �%� � � 
 � 
 ��� � � � � ��& � n � � , 
 ���#� $�/ 
 ��/	� * ���%� � 
 $ �
��� 
 ��/0$ ��� � � ��� f � � ��� � � $��#�
� (f1, . . . , fn) � [0, 1]n ����� ��� � � 
 � � � 
 ��/0����� 
 
 ,�� ��&� ��������/	� * � 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
+* � �"����� � /�� � , ���(/	� * � ��� ��������$������ 
 � ���#��� � ����/ � �
����.0. 
 ��/08 � � /�� � � $���/0��� � 	�� � ��� ��&�� ��� � ��� � ����/ � � 
 ���
� ��� ��/	� /	� � � ��.0� ��&�� ���* � ��. � ����/0$ 
 � ��������$������ � ��& � ��� � � � A ���3� /	�	�	������� 
 � � � ��� "������ . � � � ����� 
1� $"������/0� � �
� ��� &(���	�0� 
 /	� * ��� 
 . ��� � �
�����! #" � �%$ � � �M������/0� � ��� ��� $�� 
 �(� � ��&"��� 
 ��/0$ ��� � � ����� f = (f1, . . . , fn) ����$ �
� � 
 � ft = (1 + σ(bt))/2 &(�
� 
 � , � � $��%�
� b = (b1, . . . , bn) � 
 ��/	�#&0,�/	� *'& b & 2 =∑n

t=1 b
2
t � λ2 &(�
� 
 $"������� 
 ��� λ > 0 
 ���

σ(x) =
ex − e−x

ex + e−x

/	� � ��� ��� 
 ��� 
 �%�NO ��/ * . ��/0� P &-����$���/����2� � �I�
� ��� � 
 �
�#��� � � $"����� 
 /	��� 
 �	� ��� � � ������ � � 
 /�� � � � ,-O � ! � 
 � � /	� * P � ��� � � � . � � ��� ��&�� ��� ����/�� �'
 ��� ��&�� 
 ��/	��� λ /	���%� � ���$�� � � [0, 1]n � � � ����/ ��/�� � ��,/� � ��� � 
 � * � � λ � � ��� . �
� � $"��. ��� ��� � /	� 
 � /0$ � � � �����0�� � � � � � $�� � � /	� � ��� � 
 �	� � ��& Vn( � ) � 
 ��� � 
1� � � ��/�� � 
 � ����� � � � ������� � � 
 �
� � � � $������ � /	� � �"� 
 ��/��
� �)( ,*� ��� �
� � . ��� � � Vn( � ) = nRn(A) 
���� � � A /	��� ��� � � �

+ 	�	



��&Q� � $��#�
��� ��& � ��� &(�
��. a = (a1, . . . , an) 
 /�� � ai = σ(bi)/2

 /�� � ∑i b

2
i � λ2 �

( ,�� ��� $"��� ��� 
 $���/0��� ����/	��$�/���� � ��� �"� � � $���/0��� � 	�� � ���/���
Rn(A) � 1

2n

� � �
�����

b : � b ��� λ

n∑

i=1

σibi �� =
λ

2n

� � �
�����

b : � b ��� 1

n∑

i=1

σibi ��
���� � �)
1� ��� � � � ��� & 
 $�� � � 
 � σ /	���!/����#$ � /��%8 
 /�� � $"������� 
 � � 1 ����� 
 � , � ���� 
 ��$ � ,	� � $ � 
 
 �%8�/	� �"! � 
 ��/���, 
1� � 
 � �
� � �

�����
b : � b ��� 1

n∑

i=1

σibi �� =
� ����� n∑

i=1

σ2
i =

�
n .
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 � � � � ����� � � 
 � � � 
 � Vn( � ) � λ � n/2 � 
 ��� � � /	� � ������� . 
 , � � � � � 
 �
�%� � � � ��� � ����/ 
 ����, ��/ * � � ��� �"� � � � �%$�/	� � ��� � � �D�
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 , �%� $ 
 ������� � � ��� * � ��. � ����/0$)��������$������ � ��& � ��� $�� 
 �(�5��& ��� � � ����� � /	� �%� $"�����
��/�� � ��/����
��� � ��� ��������� ��� ��� � � � ��� $"� � � ��/	� * ����. � � ��� ����/�� 
 � � � &(�
� ����� 
 � 
 ��,��(/	�
 � � � � "�� � � 
 � &(���	�0� 
 �"� � �
� 
 �S, $�� 
 ��� � ��& ��� 
 ��/0$ ��� � � ����� � � � N2( � , r) � � � ���
.0/	��/	.���. $ 
 �#��/�� 
 �	/���, ��& 
 � � � � r ��&!��� 
 ��/0$ ��� � � ����� � �9������/ � � ,����
� 
 �	� � � �0��� * /	� *
�%� � ������$ � � � 
 �

&(�
� 
 �	� f � � � ��� � � ��� /	����� 
 g � � r ����$ � � � 
 � ����� n∑

t=1

(ft − gt)
2 � r .

� ��� &(���	�0� 
 /	� *�� ��������� � � 
 � � � 
 Vn( � ) . 
 , � � � ������� � � & �#��. 
�� � � � /���� � ��.0���& � ��� � � $ � � � ��/	� * ����. � � ��� �
��� � ��� �  $ ����� �4�J� ! �0��, ��
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���������J	&%>�(	
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 �

Vn( � ) � 12
∫  n/2

0

� �	� N2( � , r)dr .
� ��� � � �(��� � /	� 
 ����� 
 / * � �%&(�
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 �%� $"�
�#���	� 
 �#, ��& � ��� �
� � . ��� � �"!�� �$# ��/	� * ( � /	����"! � 
 �	/���, ��� � .0. 
 � �H	���� 
 ��� � ��� &(���	��� 
 /	� * $�� 
 �(��/0$ 
 � � � �������1��& � . ��/���/0$ 
 �����%� $ � ���
� ��� �
�.,/���'����� 
 � � � ��� � � ������� /	� 
 * � � � � 
 � &(�
��. � $ �����(/0� � � 
 & 
 .0/	��, {Tf : f � � } ��&8 � �%� . � 
 ��� 
 ������. � 
 ��/ 
�� � � �)/���� ��� � � � , 
 . � ����/0$ �(� 
 $ � ( � , ρ) �%� � � Nρ( � , r)� � ���
� � � ��� $"� � � ��/	� * �%��. � � � ��&�� ��� . � ����/0$&�(� 
 $ � � 
 /�� � � � �(� � $�� �#� � ��� . � ����/�$
ρ � � ��� & 
 .0/	��, /	�L$ 
 �	� � � � � � � � � � � � � � /	��� ��� . � ����/0$ ρ 
���� � � � � ��'&

eλ(Tf−Tg) ( � eλ2ρ(f,g)2/2

+ 	 +



� ���0��� &(�
� 
 � , f, g � � 
 ��� λ > 0 ��� ��� & 
 .0/	��, /�� $ 
 ��� � � � ����� � � ��� � � ��� � � � �
/0&J&(�
� 
 �S, � �"! � � ��$ � f(1), f(2), . . . � � $"��� � � � * /	� * �#� �.��. � f � �)� 
1� � 
 � �
Tf(n) − Tf → 0


 ��. ����� ����� � ��,/� � ��� ���%� ��&9��& � ��� &(���	�0� 
 /	� * � � ��������/	� * /�� � � /	� � ���� ��� � ����/ � �
��� � ��� �  $ � � � B
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0
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f ')+ Tf � � 12 ∫D/2

0

� �	� Nρ( � , ε)dε
/ ��	
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 /�� � ����� ���%� ��&=� 
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 �0� 
1� � � ������� $"�
��� � �(�9�������
/	� * �%� � ��� �
� � . ���H	���� ��$ � 
+* 
 /��2��� ��� /	� �"! � 
 �	/ � , /�� 
 ����� 
 / * � �%&(�
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 �%�K$"�
�#�����
� 
 �#, ��& � ��� �
� � . ��� � 
 ��������� 
 � �0� 
1� � � ���������L&(�
� � ���J��� � � $�� � � . 
 � /	.���. ��&
� 
 � � . 
 $ ��� � 
 � � � 
+* � �"�
��� � ��� �  $ �C� � 	�� � # 	�� ! �<� # �*�����<��� ��,H��
�
��QB.

�������G�D	&%>��	
�>�1
J��� ! ���<� ! � ! � f� !  g 
�5\���2�1�����

ft = 0
� !  gt = 1

BI�4�:��,6,
t = 1, . . . , n

E � ��	 ! � �1��	
�
	�	&%���
��1
�D5 ! �*@?	
�>
I��, ��� ! 
���� ! �
K > 0


�5\�
� �1�����
Vn( � ) � K �����r r � �	� N2( � , r) .

� ��� � �������N��& � ��� �
� � . ���
	0/	� ��& � � �T��& � ��� � 
 . � �
�#� � � ��& . 
+* ��/������ � 
 � � � 
 ���& � ��� �
� � . ���
	�� � �
� ��� 
 . ��� � � 
1� � � & � � �%� � ��� ��� � �%$�/�� � �"�
� ��� .0/	��/	. 
 � � � * � � � Vn( � ) &(�
� ��� 
 ��/0$ ��� � � ����� /	� ��� ��� � ��� � � 
 � � ���1��� � � $�� � �� 
 �	� � ��&�� ��� �(����� � .���.���& 
 � 
 � � . 
 $ ��� � ���%��$ � ���"� � ��$ �6��� � � $�� � �B� 
 �	� � � � 
 � �� � � � ��������/ � � 
 ��� 
1� ��� ����� � �����%��� � /	� � . ��/���/0$ 
 �'���%��$ � ����� ��� �
�#,/� � � & 
 $�� � � ��� ��
� � .0�J��� + 
 ���-���
	 
 � � �(/	. ��� � � � ����/0�����J��&4$#� 
 ����/�$ 
 � * � � � � 
 � � � �(��� ��� ������� 
 � 
 �O _������ � , ( ��. � ����/0$ � � ���%����, � ������� P 
 ���TO � ��� 
 �/� � ( � .0/����
� 
 ��/0��� P �M��& � . �'/ ��/0$ 
 �

���%� $ � ��� � ��� �
�#,/� � ��� � �1��� /	��� . �
� � . � � � ��� �%�����	�'&(�
� � ��� 
�� �	/	� � /�� * � � 
 ��� � ���������&(�
� ��� � � $�� 
 ��/0����� ��& . 
 � /	. 
 ��& � 
 ������. ���%��$ � ��� � �"������$ � 
 � O . 

� �
��/08�/	� * . � 
 �
����� � � P 
 ���TO * � � � ��/0$ $ � 
 /	��/	� * P%� � � � ��� � / � �	/0� * � 
 � � /0$ $"��.0. � � ��� 
1� � ��/	� � � ���
/	��� � � � ��� � � � � 
 � � � �%� �#��. � ��& � ��� � � & � � � ��$ � �"�
�;:�� �
	���
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� ��� � ���������G��& � ��� ��� � ��/0����� � � $���/0����� 
 � � � 
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� � . ��� � � 
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 � 
 $ �
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 � � . 
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���#��$ � �(� � �"�
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 � � � 
���� ��� ���1��� � � �����
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 ��� � 
 � � ���
� ��� 
 ��/0$ � � � /	� � � $���/0��� ��/	�#$#���(� � ���#��. � � � $ � ��/ ! � � ��� � 
 �
. 
 ,B$"��. � �%� � � �#$�� � �
 � � � * /	� 
 / � � 
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 �(� � � � � 
 � 
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q1, . . . , qN � 0
/ ���1� ∑N

j=1 qj = 1
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�1�����
ft(y

t−1) =
∑N

j=1 qjf
(j)
t (yt−1)

BL�4�3��,6,
t = 1, . . . , n

� !  yt−1 � {0, 1}t−1
E

����	 !
Vn( � ) � � (n/2) ��� N.

WYX[Z\Z
	 ] � ��� � � ,����#��� � ����,�/	� � � 
 � &(�
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 �S, � /�� � �"! � � ��$ � yn � {0, 1}n

 ��� ��� � � ���
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j=1 qjf
(j) � � � ��� � � ��� /	����� 
 � ��� � � ��� 
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�� ��� � �����������
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 �
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���
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 � � � 
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� ��� � � ! � � ��$ � � � ��� � ��� /���, ��& � ��� $"� � � $�/ � ����� qi
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1−k
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 � � ��� /	��� ��� ��& 
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� ��� � � $��%�
� α = (α0, α1, . . . , α2k−1)
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 �

/	��� ��� α � ��� � ft(yt−1
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�%� � � � 
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��� � " � y−k+1, . . . , y0 �#� � ��� � � ! � � ��$ � �%� ��� � ��/0$�� /	� � ��� � 
 . �G
 
 , 
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/	� ��� 
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 � � � � & � �%� � ��� � � 
 � � � 
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 � � 
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(1− 2ft(Y
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� � �
. 
 �

i=1,...,k
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ZtZt−i �� .

� ��� ���#����& /	� ��� 
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 ���%� � ��� ���%����& ��&)� ��� �
� � . 	��H� ��� � � � � .0. 
 � 	�� � � /	�
� ��� �"��� � ����/ � � 
 /�� � � ��� ��� $ � ����/������ � 
 � ��/	����� � 
 � ��&�� ��� �
�%��/	� 
 �#, $ � ����� 
 � �	/	.0/��
� ��� �
� � . � 
1� ��� � 
;* � � � � 
 �	/�8 
 ��/0���6��& / � �#� . 
 ����/	� * 
 � � �"�� �����(/0� � ��� ��� k ��� � $��%�
� Xn = (Xn,1, . . . , Xn,k) ��&'$"��. � ��� � � ���

Xn,i *�+ ,= 1�
n

n∑

t=1

ZtZt−i, i = 1, . . . , k.

( , � ��� O � � 
 . � � � 
 ���0� � � ��/0$ � P � ��� � �"! � � ��$ � ��& � � $��%�
��� {Xn} $ ��� � � � * � � /	���/	������/ � ����/0��� �%� 
 � � $��%�
� � 
 ������. � 
 ��/ 
�� � � N = (N1, . . . , Nk) /0& 
 ���R������, /0&∑k
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/	�6��/	������/ � ����/0��� �%� ∑k

i=1 aiNi &(�
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 �	� �9�����(/ � � � $ � ��/0$ � �1��&
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 ��� ��� � �"! � � ��$ � ��&
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 ������. � 
 ��/ 
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 ����/	� * 
 � � 
 /�� � � � �(� � $�� �%� � ��� � � ! � � ��$ � ��& σ � 
 � * � � � 
 ��� t

* � � � � 
 � � �� , Z−k+1, . . . , Zt � � ����� ��� ��. �
� � � � , � ��� . 
 ����/	� * 
 � � $ � ����� 
 ���	/�.0/�� � ��� �
� � . ��� � � �� � * ����! 
 �	� 
 ��� ! � , � ��� � 	 + � � ��� �
� � . + �
	�� ��� ∑k
i=1 aiXn,i $"���S� � � * � �"/	� ��/	������/ � ���
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 ��/ 
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 ��/ 
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 . � � � 
 ���0� � � ��/0$ � � 
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� Xn$"���S� � � * � � /	� ��/	������/ � ����/0��� �#� N = (N1, . . . , Nk) � 
 ��� � � N1, . . . , Nk
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� ��� �
� � . � 	��H� /	� � ��� ����� � ����/ � � 2
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 ��� � � ��� � � � ��� � � /	��� � $���/0���B���H	 
 ��� � 
 ��� /	� � � ��� * � � + � 
�� � 
 �	�#� * /�� � �
 � ������/	. 
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 � * �
��/�� � . &(�
��������� ��/	.���� 
 � 
 � � � ��� � � ����� ��� �"� � ��� ��� � �%$#/	� � � �D� � ���&(�
��. ��&
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 �	/���, $#/�� � � ��� � � /	� ��� � �%����8 
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 /	� � , � � � � � � � % � 
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 � * � � � � 
 ��/08 � �
��� � ��� 
 � ��/ 
 �	��, � , � � � � �"��� � � � 
 � � 
 ����
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 � ��� ��� �

� ��� �
� � . ��� + /	� 
 ��/	. ��� � � � ����/0���-��&�� ����� � , ( � . � ����/0$ � �����%����, � ������� ��� + � �
� ��� �
� � . ��� 	 &(���	�0� 
 � & �%��. 
 � � ������� ��&������ 
 �/� � � 	 �/	������ �"� � � ����� � 
 ��� � 
 � 
 �* � 
 ��� � � � 	 ��������� � ����� 
 ����/	� * � ��� � �"� 
 ��/0�
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 �������. ���%��$ � ��� � � ���(��$ � 
 ��� ����� 
 � � . 
 $ ��� �&���%��$ � ����$ � 
 � 
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 � * � 
 ��� � 	 � � � �
 � � � $"��.0. � ��� � � 
 ��� ��� /�� � � � � ��� � � � � 
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 ��/�� * /	��� � $���/0��� ��� � 
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 � � 
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 � ��� � � ��� �"� 
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���� � � � ��� �0� 
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 �0$���� 
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� ��� � � ��� ������/	. 
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p(j) = 1, p(j) � 0, j = 1, . . . ,m

} ���
m .
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�e#&U�#&6&(*.-607<NJ(*+@,X(*H�"j+5#&U�,�#&2$%A+'(J2K+S+-"$,?EI;=.-,3HX(J%w+-,�.hH'"$;e;C%5,�%h( )$.-;=gz(*g�#&6&#�+ 7|:<,3H�+-;=.
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��� �'& & u 9 � d �)�+*�" ���%�'& & n � 1 �
Ru,n / 1

2

�
u
� 2

+

R
� d∑

i=1

'��
(1+ λi)

�
� �/� �

t=1,...,n
`t(wt)
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 	 � �E
�� # �?� A � ��� � �D	�
��8	 ��� ' I
wt = �?� ��� � �

u ��� d

Φ �t(u)

F"��
 � 

Φ �t(u) = DΦ � (u,w0) +

t∑

s=1

`s(u)

�5� � �����E
 � � � 	 �"� '�F�
 � ����	 w0 � � � ��
���
�� ��� 
 � �D	�
���	 �"� ' Φ = Φ0 �
� � � ��� 	�� � ��5� � 
 � � �(	�
 � IG�����4F � �E� � 
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���
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�� C�E � UB� � �2# � �
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�
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��� � �
	���
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 �
� 8 �:9 
�? T ������� � ��������������� ��� � ��� � � ��� � � ���!� � � � � ���  ���#" � � � F � ���$�����%� � ��� ��� � ���&� `(wt 
 xt, y) = (wt 
 xt−y)

2 � �%����� � �����������'(� �)� � F � ����� � "����*� � � �  ���*� � �#� � � � �*�+� � ��� �&�!� T '(�#�&� � � �*�&��� F � ��� F � � � �,���
wt = � � ��� � �

u �.- d

t∑

s=1

(u 
 xs − ys)
2 .

� ��� F �&� � �

wt =

R
� t∑

s=1

xsx �s
�
�

−1 t∑

s=1

ysxs

F �������0/����
x1x �1 + 
�
�
 + xtx �t � � � �1/����&� � " � � � � �&�2����� � � � �KA � � �3��' � � � � � ��� � �	� �������� � /�� � � � � � � ��� � � � ��� � �&���4"�� � �����4'(�#�4��� � �5'(�#��� � � �6����� F ���!� yt 	 [−1, 1] � � � � �� ����� � � � �����%��� A � � ���!�!�7'(�#�+�����

xt 8
��� � �
	���
�� ���
� � � 5 �&�9/ � ��� �  ���,��':��' � ���!�#���!; C�E=< � � �>�&��� � �!����� � ��� � �*� d 
 1 <
��� � �
	���
�� ���
� � � � A � � �  � � � � �&���  ���
��'=��' � ���!�#����; C�E=< � I �&��� F � � � F ���?"@��A����'(�#�������B��� � � � � /��B�!�1�&���  A>� ���*� � �C�����DA�� � / � � �"� ��� � � �&� d = 1

<�E � � ; � � � �&� � ���:C � �F< T
	 	 �



��� � �
	���
�� ���
� � � ������� � ���0� ����� ; � � ��A����>'(�#��� � � �6����� �pt( 
 , xt)
��' � � � � � ��� C�E=< C�EF � ��� ����� � � A��&� �"� ���&� � ���*'(��� '(A�� � � � ��� < � �&�&A�; �4��� � � ����� � � A��&� ��� � � � � � �"� � ���!��� � � A

q0(u) = (2π)−d/2e− � u � 2/2 � ��A��&��� < � �&�&A�; � ��� � � � = [−1, 1]
< � ��� F �&� � ���&���'(�#��� � � �*���0� wt

��� � ���!� " A
wt =

�pt(−1, xt) − �pt(1, xt)

4

� � � A��*�3�&��� � �9/ ��� �HG ��A�� A�� � � �&; A����>'(�#��� � � �*����� E � �9/ ��� ��E:C�� T <
��� � �
	���
�� ���
� � # � ��� F ��� � � '(�#� � � A ; A � � � / � � �"� �&�$���!��� � � A q ��� �

d F � ��� G �����; � � � ∫uq(u)du = 0 � ��� � �9/ � � �"� � � � ; � �&� � � K I ����� � � � ���&�!�,� ��� � �!�1�&���  A
h(q) = −

∫
q(u)

� �
q(u)du

� � � � � � �!�

h(q) / d2 � � (2πe) +
1

2

� �+�����
(K)

� ���>���
A � � � � A � � � � � � ��/��!�>" A �����D; A � � � / � � �"� ���+���#��; � � ���!��� � � A F � ��� � � / � � �"� � � �; � �*� � � K E �&�!� I � < � <KI ��� /���� � ��� � ����; � � � �NU4� T <
��� � �
	���
�� ���
��� � ������� � ���0������� ; � � ��A����  ���!� � � �&�#� ��' � � � � � ��� C�E=< C�E I � ��� � ���
���&�
����� � � � � �"� � ���!��� � � A q0

���>"�� A�� � '(�#�&; � � � � A�"��
[−B, B]d

< � ��� F ��� � ��'(�#� � � A/�� � ���#�
u
F � ��� � u � ∞ / B− (d/nc)1/3

�&���D��� � �&��� � � � � � � �!�

�Ln − Ln(u) / d3 � � 2encd + d
� �
B .

$  � " � �%���
���&�2�&��� � A � � � �"� � A ������� � � A qε
u

��� "�� A�� � '(�#��; ��� � � A�"@� � �!�,�&�����!� � �
u
<
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 ��� ����
 ��������� ��� ����� �����

��� �!� � 	��#"���	 �%$ � � � � � �
�

� � � ;  �#�&� � �,�5�  � � �"� � � � �*�$��' � � ��� � �  ����� � � � � ��� F � �&�C� � ��� � ��'(�#��; � � � ��� E �%� �  ����0� C�E)T � �������  ���#" � ��; ��'+" � � � � A  � �&���0��� �!� � �&� � ��� � � � ��� I�F ������� �����C��� � � � � ����  � � �'& � ���7��������A�� � ��; �2�  � � � � � ��� "��#��� ���
A � � �&� {−1, 1}
< � �  ���!� � � � � ���A�� � ��; �

yt 	 {−1, 1}
I � � /���� �&��� � � ��� � ��'(�#��; � � � ��� xt 	 � d

I �&��� '(�#��� � � �6������A��&�!������ � � ��� � � ��� � �&� � ��� � � � ��� �yt =
� � �

(wt−1 
 xt)
INF �������

wt−1 � � � F � � � �,��/�� � ���#� � ���� � �
( 
 ) � �3����� � � � �
A�; '(A�� � � � ��� < � � ����� �!�1� � ��� � � �  �&��� F � A��&�2�&���$������; � ��� � � � A

� ��� ���#� � � � ��� � �,�&�&�
��A � �!� � � �%� �  �&��� C�E=<� � � ��A�� � �:� ���&�3'(A�� � � � ��� � � �&����')� � ; � F �#� � ��' �!� � �*� � ��� � � � ��� � �������)( � � � � � ���� � � � `( �y, y) = * {ŷ +=y}

� ��A��1� � � � ����� �,A�;�"���� ��' ��� � �&� � ��� � � � ��� ; � �*� � � �!� �y ,= y
<

� � � � �$��� � � � ���&� '(A�� � � � ��� � � ���#� � ���1/�� �5I F � � � �����#� � � � �BAPG � '(�#��� � � �*�����&� � �7��� � �; �,��� � A�� � � � �&��� ; � � � � ���0� A ���0/�� � �  �!� � � �%� �  ����� C�E=<��  ���*� � " � � � � A)I5F � � � �F � � �,/����*� � � � �&� � � �%� �  �&��� � '(�#� � �&" � �&� � � A � ���&�&��� I � ����� � �)� � F �����>'(�#��� � � �*�������� � � ������; � G � � ���  ���!� � � � � ����� < � � ����� � �  � � ���!� G ����� � ����� � ���&� � � ���
A � / � � �!�1���� �&��� � "��&� � A���� � ���*� |y − p|/2
I>F �������

y 	 {−1, 1} � ��� p 	 [−1,+1]
I>F � �&���

��� � � � � ������; � G � � � ���  �&�9/ � ���!� � � ���,/�� � / � � �"� �1�4��'@����� �#� � � � � � �  ���#" � �!; I�F � � � �F � � � � �*��A�� A A�� � � � �������&� � ��� � �,A��!�D��' �%� �  �&��� C�E=< � � �&� � � � � �  ���0� F ���&��� F��� � � I �0/��!� � � ����� � � �&� ��' �����&����; � � � �*� � �  ���!� � � � � ����� I ; � � � � � � '(A �5G ����� � ����� � ���&�"���A������ � � � "�������� � /��!�C" A � F � �*� � � � �&��� � � � �BA � � ��'(�#� � ���,/�� � � ���&�&��� <
� ��� �p "�� � ��� � � � / � � A��!�  ���!� � � � � ���	A��&��� ��� ���������&; � ��� �&���C'(�#��� � � �*� �y " A

�y =
� � �

( �p) I � ��� �&����� � ����� � ���0� � ��� � A � � � E � ��� ���,A�� � ���,/�� �<T � ���&� '(A�� � � � ���
`
�&A � �	��� � � * {ŷ +=y} / `( �p, y) '(�#� � �)� �p 	 � � ��� y 	 {−1, 1}

< � � F � � � � � � A'(�#��� � � �*���0� '(�#� � � ��� � � � �  ���*��� IB� � � � ����� ��'$����� � � � � � �!�1� � " � �*�!� '(�#��� � � �*���0��� ��'
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−1  0  1  2

( �p− 1)2

(1− �p/γ)+

� � � A��&� C�C#<BC�� �  � �#����':������� �
A � ��� � ���*� `( �p, y) = ( �p− y)2
'(�#�
y = 1

< � � � � � ���&�A  � ��� "@��A������2����� G ����� � ����� � ���&� < � ��� � ���#��; � � � G �!� � � � � � � � ���&� (1 − y �p/γ)+

� � � ���#������� � ���,/�� � A  � ���3"���A����C��� ����� G ����� � ����� � ���&� E �&�!� � � � � � ��� C�C#< � T0< � ��� � �#�+�&��� F �
(1− �p/γ)+

'(�#�
γ = 3/2

<

�%� �  ����� C�E=< � ���>��� � ��� � �,A���� ����/�� � �  �!� � ���%� �  ����� C�E � �)� � F ����� ��� ���0� � /��"���A�������'(�#� �����D��� � ����� �Ln − Ln(u)
F �������

�Ln =

n∑

t=1

`( �pt, yt) � ��� Ln(u) =

n∑

t=1

`(u 
 xt, yt) .

� � � � � * {ŷ +=y} / `( �p, y) I F � � ; ; �!� �"� ��� �BA �#"�� �'� � � "���A���� ��� ����� � ��� � ���0� �
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} − Ln(u)

��'@����� '(�#�&� � � �*�&����A�� � � � �!� � �*� � ��� � � � ��� ��'������ '(�#��; �yt =
� � �

( �pt)
< � �#���3��� � � ��� � ����#� � ��� ��' ��� � ���0�$�0/ � � A � ���!�B�����  ����'(�#��; � � � � ��' ����� � � ��� � � ���!'(���&�!� � �  ���!� � � ���#�

u
F � ��� � � ���*� '(A�� � � � ��� � � � � ��� �&� � � ����� ����� A��&�!� �&� �0/ � � A � ��� ����� '(�#��� � � �*�����

�y < � � � �B� � � � ���  � � �.A � � � �����������,�B���>��A�� � � � �BA � � � I@� � � � � �BA " � �*�!� ��� � ���,/�� � � � A
� � � A�; ���,��� <� � � � � ;  � �+��'@�����3���!�*A � ��� F � � � � �#"�� �'� � A�� � � � �&��� � "�� /�� � � � A�; �!�1� � �5�����'(� �)� � F � � � < �%����� � �����$�&��� � �,A � ��� � ���&� `( �p, y) = ( �p − y)2

< � � � � � ���*� � ����� � A � � �
	 	 U



� ���>A  � ����"���A������%����� G ����� � ����� � ���*� E �&�!� � � � A���� C�C#< C4T < � ' F �  ���!� � � ��� � � �>" � �� � � A ��A�� � ��; � yt

A�� � � � �yt =
� � �

( �pt)
ILF ������� �pt � �4����� � �9/ �����$G ��A�� A�� � � ��; A����'(�#��� � � �*���0� E �&�!� � � � � � ��� C�E=< � T�I �&����� � ���!�#���!; C�E=< � � ; ; �!� �"� ��� �BA � ;  � � �!� �����"���A����

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / n∑

t=1

(u 
 xt − yt)
2 + � u � 2

+

d∑

i=1

� �
(1+ λi)

F ���0���
λ1, . . . , λd � ���������2� � � �!�,/ � � A��!�+��' �����2; � �*� � � x1 x �1 + 
�
�
 + xn x �n

<�� � � �"���A���� ��� � ���+'(�#� � � A �*���
A��!� � � (x1, y1), (x2, y2), . . . 	 � d � {−1, 1} � ���7'(�#� � �)�
u 	 � d <
�
� ����� ��� � �$�&� � � � ����� F � � �)� A��*�&� � ��� � ; �#�����&�  � � �*� � � � ���!� � / � � �"� � � ��� � � � �  � ��� � � �7��� ����� � � � �KA � � �3��' '(�#��� � � �6�������B'(�#� � � ��� � � �!� � �&� � ��� � � � ��� < � � � � �  � ��� � � �

� � " � �*�!� ��� ����� � ��� � ��' � ��� � � � �  � � � ; ���&� � � ' � ; � �BA ��' '(A�� � � � ����� ��� � �DA  � ���"���A���� ����� G �0��� � ����� � ���&� I � ��� �����!� � �  �����&� � � � �&��� ��� � ����� A�� � � � ����� "��!�6� ��'
�����!�*�$'(A�� � � � ��������� �0/ � � A � �����&���D���!'(�0���!� � � '(�#��� � � �*���0� <
� ��� ���!�*� ��'%��� � � � � �  ����� � � �#� � � � � G �!� � � '(� �)� � F � < � � � � � � � ��� C�C#< � F � � �,�&�&� ���A � �B�����D� � � � � � ���*� IPF � � � � F �DA��*����� ����� � /��D; � �6� � � � "���A�������'(�#� � �����*���&/ � � � /��'(�#��� � � �*���0��� " � �*�!� ��� / � � � ��A��  �#�&�!�,� ��� � � < � � � � � � � ��� C�C#<�� F �>�&��� F �&� � � I " A; �,� � ' A � � � ����� � �����&���&/ � � � /�� '(�#��� � � �*�����$" � �&�!� ��� ����� �,A � ��� � � � �  �#�&�!�,� ��� � I F �� � �C�#"�� �'� � I � ')���0� � � � � ��� �
A�; "@���%��' F � � � �1�%A  � � ���!� I � ; � � � ; A�; ; � � � � � � � � �� � � �&�  � � � ���#� '(�#� � � A � � ��� � � �KA �*�  � � � " � � � � � � �*���
A��!� � � < � � � � � � � ��� C�C#< 	 F �� � ���!��� ����� � � "�� � � � � � �!�,���&����A  ��� � � ��� � � �!� � �*� � ��� � � � ��� � ���  ��� /�� � � "@� � � � � � ���,�; � �6� � � �5"@��A������ '(�#� �&��/���� � � '(�#��� � � �*������� < � � � � �)�BA)I � � � � � ��� C�C#< � �*��� F � �&� � � �&��; ���' ����� � � ��� � ��'(�#��� � � �*������� � � � �BAPG �!� �����&� � � �  ���&'(�#��; ����� � � ��� � � �!� � �&� � ��� � � � ��� IF � ��� � ; �
����� � ��� � ��;  A�� � � � ��� � � �9/����&��� � � I " A � ;  � � � � � �BA �!;�"��!��� � � � �&���$� � ���
� ��'(�#��; � � � ��� � �1��� � �&A � � � " �KA � �����&��� � � � "��0�&���  � � � <

��� � � � 	�� 	 ��� � � � � � �

�
� � �!����� � � I ����� � ���1/�� � A  � ��� "���A���� ��� ����� G ����� � ����� � ���&� A � � � � � � � �����+� � � �,�����*�
�  � ��� � � ; � � � ��� ��'������2� /���� � �)� ; � �*� � � � � ��A��,� ���  �!����� ��� ����� F ��� � �DA�� � ��� F �
�&� �
A��!� � �2��' � � ��� � ��'(�#��; � � � ��� � ��� ��A�� � ��; �  �'� ��� (xt, yt)

I
t = 1, 2, . . .

< � � ��� � ��&� � � � ��� F � � �,�*���
��A � � �&��� � � � � � � ���*� I �  � � � ; ���&��� � G ��� �  � ��� � � ; � � � ���7��� �����G �0��� � ����� � ���&� I � ��� F �B�&��� F � � ;  � �+'(�#��� � � �*�������%��� � � � � � � ��/��!� � ; � �6� � � �3"@��A������� � �+�*�*� � � �!� � � �  � � ; � � �&� � ��� � � � '(�#�3�����D/ � � A��$��'��&���  � � � ; �0����� <

	 	 �



� � �)� � F � � � � � �����&� � � � � �&�!� ������; � ��� � � � A � � � � � ��� � � � �����!�#� A)IPF � � � �)�  � � " ��� 
 �
� � A � � ��� � ��'(�#�&; � � � ��� x � ��� � � � ��� �.� � � A  �'� � (x, y)

F ���0���
y � � ����� � � "@� �

� �*�&� � ��� ���!�>��� x
<

� ��� (  �8��� � � � � F � ���C� � � � � � � γ > 0 � �3��� � ���!� " A
`γ(p, y) = (γ− py)+

E ������� � � � � � ���*� TF ���0���
p 	 � I

y 	 {−1, 1}
I � ��� (x)+

�������#�&�!� �&���  ��� � � � /��  � �&� ��' x < � �#���
��� � � `γ(p, y) � � � ���,/�� � � � p I � ��� `γ/γ � � � � A  � ��� "@��A���� ��� �&��� G ����� � ����� � ���&�E �*�!� � � � A��&� C�C#< C4T < � �,A �  � �!� F � ��� ��� � � ���#� � ��� ��' � ���&� I)F � ����� � /��3"���A���� ��� �������� � �����

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} − � ��'
γ

1

γ

n∑

t=1

`γ(u 
 xt, yt)

��� � �+��� � �C'(�#� � � � �&" � �&� � � � �BA&� �����&�!�
u 	 � d

<
� � ���0/�� � �  '(�#��� � � �*�����&� '(�#� �!� � �*� � ��� � � � ��� ��� � � � ���  � � 
 � � � � � � � "# � � A  �

� � � � � �  � � � �.A�< � � � ��; � � ���B��� � �$�&��� � A��&���!�1� F � � � �,��/�� � ���#� wt−1 � �$A  � � ���!���� �BA F ���!� �yt ,= yt

< � � I �����  �&�!� � � � � ��� ��' � � �����&���&/ � � � /�� '(�#��� � � �*����� � �$� � ; �
t
��� �KA ���  �!�����D��� �����  � �*�D� � � ;  � �!� (xs, ys)

I '(�#�
s < t

I �&A � � ��� � � �ys ,= ys

<
� � '(� � A��$��� � �����&���&/ � � � /�� � � � � � �!�,� � " � �&�!� '(�#��� � � �6������� F �����&��A  � � ��� � �B" � �&�!���� ����� � � � � � � ���&� <�� � � � �)� ')�&��; � � � � � ��� C�E=<�� ��� � � ����� � � � � � �!�,� � " � �&�!� � � ��� � �'(�#��� � � �*���0� � ��;  A����!�  ���!� � � � � ����� �pt = wt−1 
 xt

F ������������� F � � � �,��� wt−1 � ���A  � � ����� A�� � � � �����2��A � � � � � � � �!�1�3A  � � �&�

J Φ � (wt) = J Φ � (wt−1) − λ J `γ,t(wt−1)F ���0��� J `γ,t(w) = J `γ(w 
 xt, yt)
< � � � ��� � � � �)�BA)I `γ(p, y) � � ���#�D� � � ���&�!�,� ��� " � �

� � p = γ/y
< � � F ��/��0� I � � � � ����A�� � � � �#� � ����; � � ��� � �����&���&/ � � � /�� I ����� ���0� � / � � � /����'

`γ( 
 , y) � � � ��;  A����!� ��� �BA F ���!�
p � ��� y � � /��>� � � �����!�1��� � � ��� < � �,A�� I F �

; � A �&��� J `γ,t(w) = −yt xt * {ŷ +=yt}

F ������� �y =
� � �

(w 
 xt)
<

� ��� � �����*���&/ � � � /�� � � � � � ���,� � " � �&�!� '(�#��� � � �6�����>'(�#� �!� � �*� � ��� � � � ����� � � �  � �)� �!���A�� I '(�#� � � � � �!�������  �#���!�,� �"� � Φ I "�� � � F �����&� < � �#� �����+��� � � � � � ��� ��' � � � � �!������� �#�&�!�,� ��� � '(A�� � � � ��� Φ � ��� � ������A � � Φ � �&�!� ��� �  ���0� C�E=<

	 	 �



� � � � � � ��� � � � � � � � � � � � � �
� � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � ����� ��� � � � ��� � � � � � ��� λ > 0 <��� �	� � � � ��
 ��� � 

���
w0 = J Φ(0)

<
� �#� � � � �C����A���� t = 1, 2, . . .

E C4T �#"��&���*/��
xt � ���  ���!� � � � �yt =

� � �
(wt−1 
 xt) �

E � T � ���
yt 	 {−1, 1} �

E �)T � ' �yt ,= yt

I �����!� � ���
wt = J Φ( J Φ � (wt−1) + λytxt) �� � �&� � �0�

wt = wt−1

<

� � � �&� � � �  � � � � � � � ��� ��' �����%���!�*A � ��� ')����; �%� �  ����� C�E F ��A � � ���#� �&���&/��+���  �&�9/����� � ������"���A������ F ���0���
γ � ���&�0�3�  � � ; � �)�BA�< � �B� � � � � � � � �0���!�,������A���� F � � � � � � �"���'(� �)� � F �!� � �C����� � � �&����' � � A � � � � � �!�1� � " � �&��� '(�#��� � � �*����� A�� � � � �&����� � � � � � ���&�F � ��� � � �����&���&/ � � � /���A  � � � � � �  � � � �.A�< � " � � � � � �����,A � � � � A '(�#�+�&A � � '(�#��� � � �*���0��� I�&��� F � � �C�����  �&�
��'���' � ���!�#����; C�E=<BC A�� � � � � � A=� �#� � �%�����!�#���!; I � �

λ � `γ,t(wt−1) − `γ,t(u) � / λ(u − wt−1) 
 � − J `γ,t(wt−1) �
= DΦ � (u,wt−1) −DΦ � (u,wt) +DΦ � (wt−1,wt)

'(�#� � � A u 	 � d � ��� � � A � � � �!�������  �#�����,� �"� � Φ < � � F �#"��&���&/�� �&� � � I ��� � � A�*�&�  
t
�*A � � ��� � � � � � ( �pt) ,= yt

����� � � � � � � ���&� `γ,t(u) = (γ − yt u 
 xt)+

�#"�� A �
����� � �����
A � � � � A

γ− `γ,t(u) = γ− (γ− yt u 
 xt)+ / yt u 
 xt = u 
<� − J `γ,t(wt−1) � .
� �������!'(�#��� I
λ � γ− `γ,t(u) � * {ŷt +=yt} / λu 
 � − J `γ,t(wt−1) �

/ λ(u − wt−1) 
<� − J `γ,t(wt−1 �
= DΦ � (u,wt−1) −DΦ � (u,wt) +DΦ � (wt−1,wt) .

� �+A������0���*� � ���2�&��� �&� � ����� � ��� �
A � � � � A ���#��� ��� � � J `γ,t ,= 0
��� �KA F ���!� � � �

( �pt) ,=
yt � ��� I � �2�&� � � � � �&� I wt−1 
KJ `γ,t(wt−1) = −yt wt−1 
 xt > 0

< � ���5��� � �&�2���,A � � � � A��� � ��� F ���!� J `γ,t = 0
� � � � � I � �C��� � � � � �*� I wt−1 = wt

<
	 	 �



� ��� � ��/ � �1� � � � ��'%��� � � �  � ��� � � � � �2�&���!� � � '(� �)� � F � � � ' F � ; A � � �  �BA "��#���� � �����3��'
λ � γ− `γ,t(u) � * {ŷt +=yt} / λu 
 � − J `γ,t(wt−1) �" A � � � �&" � �&� � � A � � �&� �  � � � ; ���&��� α > 0 I � ���  ��� � �!�!� � � � "@�9/�� ILF � �#"�� �'� � �������� F � �����,A � � � � A

αλ � γ− `γ,t(u) � * {ŷt +=yt} / DΦ � (αu,wt−1) −DΦ � (αu,wt) +DΦ � (wt−1,wt) .

� �#�&� ��� � �2��� �&��� � � � �,� � � � ��� � � ��� u � �2��� F � � � � ��� " A
α
< � A�; ; � � � '(�#�

t =

1, . . . , n � ��� A�� � � � �&��; ��� � ;  � � � � � ��"�� �'� � ; � � �  A � � � � ��� INF �2�#"�� �'� �
n∑

t=1

� αλγ−DΦ � (wt−1,wt) � * {ŷt +=yt} / αλLγ,n(u) +DΦ � (αu,w0) .
E6C�C#<BC4T

� � � � � �?��A���" � � � � � ��� �
A � � � � A '(�#�?����� � � � � � � ���&� I � ��� F � ��� F �  � �BA � � ���3� � � �������,� �#�&�!�,� ��� � '(A�� � � � ����� <

� 
 � � �

 � � ��� � 
 ��� � � � ���
�%����� � ����� � ���*�%�&��� � �����*���&/ � � � /��B'(�#��� � � �*���0�3'(�#� ��� � �&� � ��� � � � ��� " � �*�!�C��� ����� � � � ��!�������  � �BA ����; �"� �  �#���!�1� �"� � Φp(u) = 1

2
� u � 2

p

F �������
p 
 2 < � ��� � �����&���&/ � � � /��A  � � ���B��A � ��'(�#�+��� � �3'(�#�&� � � �*�&��� � � � "�� F � � �*���!� � �

wt = J Φp( J Φq(wt−1) + λytxt * {ŷt +=yt}) .

�
� ��A������ ��A�� �&� � � '(�#�4�&���  � �BA ����; ��� �  �#�&�!�,� ��� ��� � ��� � � �!� � �&� � ��� � � � ��� � � I � � �&��; ��&�����*� I � � � � ��� ��� � �7����� � � ��� � �  � �&�&�����7��� � � � � � � � ���  ���#" � �!; ��' �%� �  ����� C�E=< � � � �&� � � A � � � I � � �����*� � �1� � � � ��� � � � � � ��� E

λ = 1
T � � �&A � � � �!�,� ��� �#"�� �'� � � � �
�
�

"���A����7��� �����2�,A�; "��0� ��' ; � �*� � � �!� < � ��'(�#�*��A�� � ��� �BA)I � � F �$�&�!� I ��� � � � �3���#� ������ � �&� '(�#�$����� � �  �����!�,� ��� �  �#���!�1� �"� � I F � � � � �*� � � � �����!��� � � � ���!'(A � � ��� � � � ��' ������ � � ��� � � � � � ��� <
��� ��
�� ��� � � � � � " �!� � ����� 

��� � � � 0 � � " �����.���'
 � �����@
 0 � � �!� � � � � ���+*)��� 35�)& �'��� 	
�%0 �'&@35� � ��� � 0 �'& Φp 0 
,���@� ��� �#
 �����>�����.� (x1, y1), (x2, y2) . . . 	 � d � {−1, 1}� 0 �!� & ���)��� 0 � � ��� � � λ = 1

�$�!� ��� " ��� �'& & n 
 1 � "
��� �'&(& u 	 � d
� �)�+*,"
��� �'&(&

γ > 0

n∑

t=1

* {ŷt +=yt}

/ Lγ,n(u)

γ
+ (p− 1)

�
Xp

γ
� u � q � 2

+

�		
 (p− 1)

�
Xp

γ
� u � q � 2

Lγ,n(u)

γ

	 � E



��� ����� Xp =
; � � t=1,...,n � xt � p �)�+* q = p/(p− 1) 0 
 �!� � ����� � � � � � � �21435������� ��6" p 7

� �#�&����� � �+��� � ��"���A���� ��� � ���3� � ; A � � � ������A�� �BA '(�#� � �)� u 	 � d � ��� '(�#� � � � γ > 0 <
�
��� � � I � �  � �&� � � A � � � I � �%��� � ���%'(�#�+�&��� "@�!�*�  ���&� � " � � γ '(�#�+� � � � � � ��� � � �!� � �&� � � ���

u
< � �#��� � � �&�2��� � �4�&� � �5"���A���� � � � �����B� � ; � � �!����� � � '(�#�&; ��'������ "���A����>�6� � ���!�

� � � ���!�#���!; C�E=< � � � F � � � � λ � � �*��� �  � � ; � �)�KA '(�#� � � � � � ��� � � � ��'
γ � ��� u

<
� � I=� � ��� � � ��� � �&� � ��� � � � ��� ���
���%���#� �����
A � �&� �����B�&� � ' � � ��� � ���!�1�%��A�� � � � ��� � ��� � �
A��!�F � � � � F �$A��&��� � � � � � � � ��� C�E=< � <8:9<;�;>=@? � � �6� � �&� ')�&��; ����� � �����,A � � � � A E6C�C#<BC4T0< � � � � � F � � � �����  ���
��'%��' � ���!� �
����; C�E=< � I '(�#� � � A t F � ��� ŷt ,= yt

I:F ��A  � ���3"@��A����
DΦ � (wt−1,wt) � �3'(� �)� � F �

DΦ � (wt−1,wt) / p− 1

2
�.J `γ,t(wt−1) � 2

p / p− 1

2
X2

p .

� � F �  � �KA ��� � �3"���A���� �&� E6C�C#< C4T '(�#�
u 	 � d � �&" � �&� � � A � ��� F � ��� λ = 1

< � � � �A � � � ���
n∑

t=1

�
αγ−

p− 1

2
X2

p � * {ŷt +=yt} / αLγ,n(u) +
� u � 2q
2
α2 .

F ���0��� F � A��&�!� ����� ���
A � � � � A DΦ � (αu,w0) = α2 � u � 2

q /2
< � ���&� � � � α = (2ε +

(p− 1)X2
p)/(2γ)

'(�#�
ε > 0

E ��� "��2�������0��; � ���!�C"@� � � F T�I � ���7� � / � � � � � " A ε > 0 IA � � � ���
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+

(p− 1)X2
p

2ε

Lγ,n(u)

γ
+
� 2ε+ (p− 1)X2

p � 2

4εγ2

� u � 2
q

2
.

� � ; � � � ; � G �3�����D"���A���� I �&�0�
ε =

Xp

� u � q

�		
 (p− 1)γLγ,n(u) +

�
p− 1

2
Xp � u � q � 2

.

� � ��� � � � � � A � � � ��"�� �'� � ; � � �  A � � � � ��� F �D�����!� � ���
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+
p− 1

2

�
Xp

γ
� u � q � 2

+
Xp � u � q
γ

�		

(p− 1)

Lγ,n(u)

γ
+

�
(p− 1)Xp � u � q

2γ � 2

.
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2
��' � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � �&���
A��!� � �

(x1, y1), . . . , (xn, yn)
<3� ;  � A%� � � �!� ��� �������#�&� � ���*� � � � �!� xt

F � ��� � � "�� � yt = 1

� ��� ���)� �!� � � � �!� �!�B���!���#��� � ���*� � � � �!� F � ��� � � "�� � yt = −1
<
� �&�  � � � � � � � � A  ��� �

 � � ��� I  � �&� � � � ��������A � � �������#� � � � � I F � ��� ; � � � � � γ � � ��� � F � < � ��� 5 ��� � �  �&�&���� ���1/���� � �!� � �+�����!�#���!; �*� � ���!� ��� � � I ��� ��� � � �&� �
A��!� � � I ����� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � �&��;F � �)� ; � � � � �3; ���*� (R/γ)2
; � �*� � � �!�%�#� I ���
A � / � � ���,� �BA)I  ����'(�#��; � �3; ���*� (R/γ)2A  � � ����� <

� � � � ��� a+ b / � a+
�
b
'(�#� � �)� a, b > 0 F � � ���4�&��� � �����
A � � � � A �*� � ���!� � � �&��������!�#�&�!; < � � � � � u � ��� γ > 0 F ���&� � �*" � �&� � � A)I �����  ���,��' � � � ��� �!� A����!� <

2

� ���$'(�#��� � � �*�����D��' � ���!�#���!; C�C#< C � � � � �&� � ��� F � � �3����� p � � � � ��� � � 
 � � " � � �
� � � �#� � ����; < � �#�

p = 2
I �&� � ���&�!��A � �!� ��� ����� �!� � �&� � � � ��� � � 
 � � " � � � �0�1� � �  �"#( �#IF �����*� F � � � �1� A  � � � � � � ��A � � � � � � ;  �BA wt = wt−1 + ytxt * {ŷt +=yt}

< � �#��� � � �&���� � � I '(�#� p = 2 � ��� Lγ,n(u) = 0
I �����D"���A���� ��' � �����#���!; C�C#< C ���!��A � �!� ���

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} /
R
�
; � �

t=1,...,n
� xt � � u �
γ

�
�
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E �&�!�
� � � A��&� C�C#< � T0<� ��� � A � � ; � � ��A�� � � � λt = 1/ � xt � � � � ��� F � ��� � ;  ��� /�� ����� ��;  � � � � � � �0��'(�#��; � � � �$��' ����� 5 ��� � �  �&����� � � � �#� � ����; < � �����!�!� I F � � � � � � � � �BA � � ���!���7�����
� � � �KA � � � ��' � ���!�#���!; C�C#< C E �*�!� � � �0� � � �&� C�C#<BC4T � ���  ��� /�� � "���A���� ��� � � I � � ������ � �&�2��' � � ��� � � �KA �&�  � � � " � ���*���
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t=1

* {ŷt +=yt} /
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t=1,...,n

� xt � � u �
yt u 
 xt � 2

F ���0���
u � � � � A>� � ��� � � �*�  � � � ���#� < � ��� � ;  ��� /��!; �!�,� � � �!� � � � F ���!� F �$�&� F � � ��������D"���A���� '(�#� �&��� 5 ��� � �  �&����� F � ���>�*� � � � � ��A�� � � � λ = 1 � �
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� �  �&� � �!��� " A � ����� � ����� � � � �&��� � �����*���&/ � � � /�� � � ��� � � '(�#��� � � �*���0� " � �*�!� ��� �����
� � � �!������� � �  �����!�,� �"� �  �#���!�1� �"� � Φ(u) = eu1 + 
�
�
 + eud

< � � � � � ������� � � � �BA � � ���' �����  � �BA ����; �"� �  �#���!�1� �"� � I ������� �&��� � ��� � � � ��' ����� � � � ��� � � � � � ��� ; � � ��� �� � � �����!� � � < � �����!�!� I ��A��5���!�&A � � ���
�!�5���#� � �������!�!�5����� � �&�*A��3��'���A�� � � � λ I � ��� �������� � ������"���A���� F �  ��� /�� ���0� �'� ���D����� � � ; � � �����0� � � '(�#��; � ������� "���A����  ���9/����
� � � ���!�#�&�!; C�E=<�� '(�#�3����� � � ��� � �  � �&�����&�C��� � � � � � � � ���  �&�#" � �!; <
��� ��
�� ��� � � ��� � 
�
.� � � �!� � ����� 

��� � � � 0 � � " �����.���'
 � ���O� 
 0 � � �!� � � � � ���+*)�.���1�35������� � 0 �'&�3 � � ��� � 0 �'& Φ(u) = eu1 + 
�
�
 + eud

� 0 �!� ����� � �'& 0 � ��* � � 0�� �:� 
 0 
��� � � 0 �!� & ���)��� 0 � � �.� � � λ = (2γε)/X2
∞
����� ����� 0 < ε < 1

� ��� � 

�������.���.�
(x1, y1), (x2, y2) . . . 	 � d � {−1, 1} 7 � � �.��" ��� �'&(& n 
 1 
.�>� � �!� � � X∞ 
; � � t=1,...,n � xt � ∞ �)�+*�"
��� �'& & u 	 � d 0 � �!� � 3 �.� 
 � 
 0 & 0 � � 
 0 � 3 & ��1 �

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / 1

1− ε

Lγ,n(u)

γ
+

�
X∞

γ � 2 � �
d

2ε(1− ε)
.
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8:9<;�;>=@? � � �)� � F � � � �����  ���
��',��' � ���!�#�&�!; C�E=<�� I F � A  � ��� "���A����
DΦ � (wt−1,wt)

� �+'(� �)� � F �
DΦ � (wt−1,wt) / DΦ � (wt−1,w �t) / λ2

2
X2
∞F ���0���

w �i,t = wi,t−1e
−λ � `t(wt)i � ��� wt � � w �t ���#��; � � � G �!� E � � � � �����  ���,��' ��'

� ���!�#���!; C�E=< � F � �  � � � �!�B����� � �!����� � � � G �!� 5 A ��� � � �#��� � � � �����,A � � � � A)I � �!; ; � C�E=<�� I
� � �����D�&� � �����C�*���  ��'������ � "��9/��B����� � / � � � ��� T0< � � F �  � �BA �&� � � "���A����>��� E6C�C#<BC4T'(�#�
α = 1 � ��� '(�#� � � A u 	 � d � �C�&���  ���#" � " � � � � A � � ;  � � ��< � � � � A � � � ���

n∑

t=1

�
λγ−

λ2

2
X2
∞ � * {ŷt +=yt} / λLγ,n(u) +

� �
d

F ���0��� F � A��&�!� �&��� � ��� �
A � � � � A DΦ � (u,w0) / � �
d
'(�#�

w0 = (1/d, . . . , 1/d)
<

� � / � � � � � "@�#��� � � ���!�2" A λγ > 0 � ��� �&A�"��*� � ��A�� � � � ��A�� � ��� � � � ��' λ A � � � ���$��������!� � ���!� "���A���� <
2

� ���2'(�#��� � � �6�����DA��&�!� � � � �����#���!; C�C#< � � � � � G ����� � �������!�&��� � � � / � � �"� �1�B��' ������  � � ��� ���1� � �  �".( �7< � � ����� � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � � � �&� I ����� "@��A���� ��' � ���!� �
����; C�C#< � I F � ��� ε = 1/2

I ���!��A � �!�3�&�
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / 2
R
�
; � �

t=1,...,n
� xt � ∞
γ

�
�

2 � �
d

F ���0���
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�yt =

� � � � �w �
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R
� aI+
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����� � � / �����HG ��A�� A�� � � ��; A����$'(�#�&� � � �*�&��� <

��� ��
�� ��� � � ��� � " �!� � 

���.���+* 	 ���.*<��� � ���.�.� 3 � ����� � �!� � ����� 

��� � � � 0 � � � � � � 	��� ���@� � 	 � �)� � � �!� "
���.�.���'
 � ��� � 0 
 ���@� ��� � 

������������� (x1, y1), (x2, y2) . . . 	�
d � {−1, 1}

�Q�!� ��� "
��� �'& & n 
 1 � "
���%�'&(& u 	 � d
� �)�+*�"
��� �'& & γ > 0

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+
1

γ

�			
 � a � u � 2
+ u � Anu � d∑

i=1

� � �
1+

λi

a �
��� ����� λ1, . . . , λd �)��� �!� �%� 0 � ��� � �'& ����
 �6" �!� � � � � � 0 1

An =

n∑

t=1

xt x �t * {ŷt +=yt} .

� ���+"���A���� �6� � ���!� " A � �����#���!; C�C#< � � � ���#� � � �!� ���&��� '(�#��; � � �����+���0��; � * {ŷt +=yt}� ��� A�� ��� "��#��� � � ���!� < � � � ��A � � �#"�� � � � � ��� ���&�!� '(�#��; " A ���  � � � � � � An

F � ���������; � �*� � � x1 x �1 + 
�
�
 + xn x �n � � �!� A�� � � � � �)� � ���*� � � � �!� < � �#��� ��� � �B��� � �D�&A�"��*� � ��A �� � ��� � � � ��� �BA � � � ��� � �&� ����� � � � �!�1/ � � A���� λ1, . . . , λd

< � � F ��/���� I �&��� ��� ���&�!� '(�#��;
"���A���� � �  ���#" � " �BA ���,� F � � � �&�C����/�� � � �&��� � ;  ��� /��!; �!�,�&� "��&��A � �1� � "���A��$" A�����%�&� � ����� � �#������� 5 ��� � �  �&����� � � � �BA � � � F � �&���&�!�  � � � ���B����� ��� � �&� � � � � 5 ��� � �  �&�&���E �*�!�2�����2����� ��'��&� � � �&A�"��&� � � � ���7'(�#� � ����� �'� � �!� � ��;  � � � �*��� ��' �����$� F � "@��A������
� � � �  � � �"� � � � �&� T0<
8:9<;�;>=@? � � '(� �)� � F ����� ���#� � � � ��� ��' � � � � � ��� C�E=< � F � ��� ����� ��� � �!�&� � � A � � � A��6� �; �!�1��� � � � � � F � � � /�� � �,�&���,��A � �!� �����3��� F  � � � ; ������� a � ��� F � � ��� � ����� � ����� � � �� �����&�0�&/ � � � /��2'(�#�&� � � �*�&����� <�� � I � �  � �&� � � A � � � I ��� � ���

Φ �t(u) =

��
a

2
� u � 2

+
1

2

t−1∑

s=1

� u � xs − ys � 2 * {ŷs +=ys}
�� .
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� � � �  �#���!�1� �"� � � � � ������� � ���!� �&� �
wt

" A �����D'(� �)� � F � � � �&� � � � � ��� E �*�!�B�����  ���,��'?��'
� ���!�#���!; C�E=< � T �
1

2
� �w �

t xt − yt � 2 * {ŷt +=yt} = � ��'
v
Φ �t+1(v) − � ��'

v
Φ �t(v) +

1

2
x �t A−1

t xt * {ŷt +=yt}

−
1

2
� x �t A−1

t−1xt � (
�
w �

t xt)
2 * {ŷt +=yt}F ���0��� I � ' �yt = yt

I �����>���
A � � � � A ��� � ��� � � � � � � ��' vΦ �t+1(v) = � ��' vΦ �t(v)
< � �

�����  ����� � � �*�5������; I�F � � � � � �5��� � � � � /��+� � � � � At−1 � �  ��� � � � /��3��� � � � ��� I � ��� �&A�;� /����
t = 1, . . . , n

�#"�� � � � � � � I '(�#� � � A u 	 � d
I

1

2

n∑

t=1

� �w �
t xt − yt � 2 * {ŷt +=yt}

/ � ��'
v
Φ �n+1(v) − � ��'

v
Φ �1(v) +

1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt}

/ Φ �n+1(u) +
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt}

=
a

2
� u � 2

+
1

2

n∑

t=1

� u � xt − yt � 2 * {ŷt +=yt} +
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt}

F ���0��� F �+A��&��� � ��' vΦ �1(v) = 0
< � �  � ��� � � � �����+� �
A � ���!� � ���  ����'(�#��; � � � �&� � / �"� �� � ;  � � ��� � � � ����� I�F � � ���+��� ������'(� �)� � F � � � � �����,A � � � � A

1

2

n∑

t=1

� � �w �
t xt � 2

− 2yt

�
w �

t xt � * {ŷt +=yt} / 12
��
a � u � 2 +

n∑

t=1

� u � xt � 2 * {ŷt +=yt}
��

−

n∑

t=1

ytu � xt * {ŷt +=yt} +
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt} .

� �#�&� ��� � � ����� � �!')� � � � ��� � � ���7��'��&��� � "��9/�� � ��� �
A � � � � A � � � �&A�; ��'  ��� � � � /�����0��; � I � � � � � −2yt

�
w �

t xt 
 0 F ���!����/���� �yt ,= yt

< � � � ��� � � � ��� IPF � � � � F � � ���
1

2

��
a � u � 2

+

n∑

t=1

� u � xt � 2 * {ŷt +=yt}
�� =

1

2
u �

R
� I +

n∑

t=1

xt x �t * {ŷt +=yt}

�
� u =

1

2
u � Anu

� ��� I A�� � � � � �!; ; � C�E=<BC�CNI
1

2

n∑

t=1

x �t A−1
t xt * {ŷt +=yt} / 12

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .
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� � � � � �)� � F ��A��+�&� F � � ���B�����$� � ;  � ����'(�#��;
0 / 12u � (aI+An)u −

n∑

t=1

ytu � xt * {ŷt +=yt} +
1

2

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .

� � � � � u
F � � � �����&�!� � �&" � �&� � � � �BA)I ����� � ��� �
A � � � � A � "�� /�� � � �*� ��� � ��� F ���!� u � � ��� � � � � �!� " A αu

I)F �������
α > 0 � � � ')���!�  � � � ; �����0� < 5 �0��'(�#��; � � � ��� � � �&A�"��*� � ��A�� � ��� IF ���!��� A  F � ���

0 / α2

2
u � (I+An)u − α

n∑

t=1

ytu � xt * {ŷt +=yt} +
1

2

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .

� � � �,�&���,��A � � � � � � � � ���&�2�&����; � I �#"��&���*/�� ��� � � −ytu � xt / `γ,t(u) − γ
'(�#� � �)�

γ > 0
< � A�"��*� � �&A�� � � � ��� � � � �,�&�$����� � "��9/�� � �����
A � � � � A)I ��� � �&� � � � � � � I � ��� � � / � � � � �"��#�&� � � ���!��" A αγ > 0 A � � � ���

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / Lγ,n(u)

γ
+
α

2γ
u � (I +An)u +

1

2αγ

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � .

� A�"��*� � �&A�� � � � �&��� � ��� � � �

α =

�		
 ∑d

i=1

� �
(1+ λi/a)

u � (I+An)u

� ;  � � �!� ����� �!� �'� ; ��� "@��A���� < 2

� � ��� F � ��;  � ��� �����7"���A���� ��' � ���!�#�&�!; C�C#< � F � �&� �&��� � �#�*���!�  ����� � � �"���A���� '(�#�3����� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � �&��; E � ���!�#�&�!; C�C#<BC F � ��� p = 2
T0<

�%����� � ����� ������� � ;  � � � � �&����' � �*���
A��!� � � (x1, y1), . . . , (xn, yn)
F �����&� � xt � =

1
'(�#� � �)� t � ��� �&A � �7��� � �+��������� � � � �*���3�&��; � u 	 � d I<F � �&� � u � = 1

I � � � � �&' A � � �
yt u 
 xt 
 γ > 0 '(�#� � � � t = 1, . . . , n

< � �#����� � � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � �&���
A��!� � � I�����D"���A���� ��' � ���!�#���!; C�C#< � ; � A "����&����� F � � �&���!� � �

n∑

t=1

* {ŷt +=yt} / 1

γ

�			
 (a+ u � Anu)

d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � . E6C�C#< � T
� � � � �)� ��� � � ��� � � "���A���� � � ���#� � � �!� ���&�!� '(�#�&; � � An

E � ��� � ��� � � � �!�1/ � � A��!� T���  ����� ��� �����$; � �6� � � �B������; � * {ŷt +=yt}

< � ����� � ���
m

"����&��� � � � � ���*� � � ��� � � � � � � A��' � �*A�"��&�0��� �
{1, . . . , n}

�*A � � �&� � � E6C�C#< � T � � �*� � �)� � � � � � � �!� F ���!� � ; � �*� � � � � �
	 � �



; � ���5��� � � � � t 	 � < � �#���!� /���� I�� �0�
m � = 1/γ2

I
F �������
1/γ2 � ������� 5 ��� � �  �&�&���"���A���� �  � � �"� � � G �!� ��� ����� � � �&� � u � = 1 � ��� � xt � = 1
'(�#� � � � t < � � F � �,�D���

� �1/��!�*� � � � ��� � ����� � � � ����� ��� ����� �&���,A���� � � � A � � � �,���!� � � � �&� � � m < m � < � � ���
��� � � I F �����  �&�!�&�!�1� m � � �������2A�� � �
A��  ��� � � � /��D�&� � A�� � ���>��'

m � =
�
m �
γ

.

� �
A��
m < m � F �������0/����

� a+ u � Anu � d∑

i=1

� � �
1+

λi

a � < m .
E C�C#< �)T

� � F ���#���D��� � � I � � � � � � u � = 1 � ��� � xt � = 1
I

u � Anu =

n∑

t=1

(u 
 xt)
2 * {ŷt +=yt} < m .

� � � � � (u 
 xt)
2 = (yt u 
 xt)

2 
 γ2
F � � ��� �!� A����

γ2m / u � Anu / m '(�#� � �)�
u 	 � d

< � �!� � � I>F � ; � A F � � ��� u � Anu = αm
'(�#� �&��; �

γ2 / α / 1 < � � � � �
� xt � = 1 � � �&� � ;  � � �!� λ1 + 
�
�
 + λd = m

I>F � ; � A �*���
λi = αim

F ���0��� �����
� �,� � � � �!�,�&� α1, . . . , αd 
 0 � �&�B�&A � �>��� � � α1 + 
�
�
 +αd = 1

< 5 ���&'(�#��; � � � �����!�&��&A�"��*� � ��A�� � ����� � � E C�C#< �)T F �$�#"�� � � �
(a+ αm)

d∑

i=1

� � �
1+

αim

a
� < m .

E C�C#< 	 T
�
'
αm = u � Anu � �5�&; � �)� � ��;  � �&�!� ���D����� � � � � �%� � � �!�,/ � � A��!� ��' An

I �����!� ���������
� � � �*� � ��� � � �!�+��' a ��� � �+� � � � �&' A E6C�C#< 	 T�I �&�!� � � ��� � � �*� C�C#< � <� � � ��� � � � A��&� � ��� �&A � � �!�*���B��� � �D����� � � ��� � � �BA �*�  � � � " � � �&� �
A��!� � �!�$��� F � � � ������$�&� � ����� � �#������� 5 ��� � �  �&����� � � � � � � ��/ � �1� � � ���9/���� ����� �!� � �&� � � � � 5 ��� � �  �&�&���
� �&� �������&� F ������� � � ��� � �C�*�  � � � ���#�&� u

������� �&� "�� ��� � � �BA �#�&�&��� � ��� � � �&� �����
� � � �!�,/�� � ���#������' An

F � ��� � � � � � � � � ���,/ � � A��!� < � � �&A � � �&���,A���� � �!� I � � � � � ���&� � �����' � ���*� � � � �!� xt

; A��*� �&�
A�� � � /�� �����  ���  ���&� A ��� � � yt u 
 xt � � �!� ���*� ��� �����
; � � � ; A�; / � � A�� γ <
� � � � � � � ���!; � � � ���#�&� ��� � ������� "���A������$��' � ���!�#����; � C�C#<BC � ��� C�C#< � � ��� � � �/ � � �"� �,� �&� � � ; A � � � ���!��A�� ���!� � � � � � � � ��' γ � ��� � u � �&� � � ��� ���#� � � � � � � �����3� � � � �
� u � /γ E � � � �����#���!; C�C#< C ��� � �B� � � � �>�*����A � � � � � ������� '(�#��; � u � q /γ T0< � � � � � �F � � � F � � �  � � � I � � � � � ����� � ���&� Lγ,n(u)/γ

� � � � " � ���D����� � � ; � � � ��� ��' � �1/ � � � �
� � � � < � �!� � � I F � ��� ���#� � ���&� � � A � �!����� � � � � A � ' �����!�&� ���!�&A � ��� � ��� �*� � ����� ��� �KA
'(�#�3A�� � � � ���#��; ���!'(�0���!� � � '(�#��� � � �*���0��� <
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��� ��� � � � ��� � � � � 	 � ��� � � �	�
����� ��	��

�
�>��� � ���&� � � � ��� F �D�*��A�� A ������� � �!� � � � � � � F � � � � � '(�#��� � � �*����� � �%���  � � ���!� �BA �&A������������� � ; �4�&� �
A��!� � �+��' � � � ;  � �!� < � �#�����  � � � ��� � �)�BA)I F ��� � A ��� � � � '(�#��� � � �*�����
� � 
 � 
 �  
 �0� � � ��� � ��� � � " � �&�2�&���
A��!� � � � (x1, y1), . . . , (xn, yn) 	 � d � {−1, 1}

I � '
� � � �+��A��7��� ����� �&���,A���� � �

(x �1, y �1), (x �2, y �2), . . . F ������� (x �kn+t, y �kn+t) = (xt, yt)'(�#� � �)� k 
 0 � ��� t = 1, . . . , n
<

�
' �����C" � �*� �&���,A���� � � � � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � I �&����� �&���C; � �*� � � �>"���A���� '(�#�

� � �����&�0�&/ � � � /�� '(�#��� � � �*�����D��� �)� � A��D��� F ; � � A A  � � ���!� � �&�  ����'(�#��; �!� � � ; ���*�"���'(�#��� ����� '(�#��� � � �6����� � � � A��&�����,� �!� � �&� � � ��� � ���1/���� � � �&� � � � ��� � �>�&�  � � � ���#� ��'
����� " � �&� �&� �
A��!� � � < � �#� � � � ;  � � I ����� 5 �0� � �  �&����� � ���1/���� � �!� � � �����!�#���!; E �&�!�
� � � � � ��� C�C#< � T �*� � ���!� ��� � � � �4; ���*� � ; � � t � xt � /γ � 2 A  � � ����� � �&� ���!�!���!� ��� � ���
� � � ��� � ���&�  � � � ���#��'(�#� � � A �&� �
A��!� � � � � ��� � � �BA �&�  � � � " � � F � �&� ; � � � � � γ > 0

<
�
� F ��/���� I ����� ���!�&A � �&�?��' � � � � � ��� C�C#< � ���3���#�  ���9/ � ��� � ��'(�#��; � � � ���D���������5; � � � � ���' �����$�&�  � � � ���#�3'(��A����C" A �����$'(�#��� � � �*���0� <� ��� �
A��!�6� � ��� � ���������&�&�!� ������� � � F ����������� F � � � � ; �,� � ' A �����>'(�#��� � � �6���������' � � � � � ��� C�C#< � �&�7��� � �$����� �!� � �&� � � ��� �#"�� �'� ���!� � ')����� ����� � � �*� A  � � ��� � � /�� �; � � � � � �!� ���&�D��� �&��� � � � � �!�*�+; � � � � � � � � � ��/ � " � �B" A � � AC� � ��� � ���&�  � � � ���#�3��'?������&� �
A��!� � � <
� �&�*A�; �B�����$�&���
A��!� � �

(x1, y1), (x2, y2), . . . 	 � d � {−1, 1} � � � � ��� � � �BA �&�  � �� � " � �4" A u 	 � d
�&A � � ��� � � � xt � = 1

'(�#� � �)� t < � �+��� F �&��� F �&� � � �����+'(� � � � F � � �
� � � �#� � ����; I � � � ;  � � ; �,� � ��� � � � ���C��'5����� 5 ��� � �  �&����� I5F ���!� �.A �!� � � � �)�KA ��A�� ���
� �&���
A��!� � � F � ���	; � � � � � γ I � ����� � � � ��� � � �&�  � � � ���#� F � ���	; � � � � � (1 − α)γ

� ')�&��� � � ; ���6� 1/(αγ)2
A  � � ����� I+F ������� α � � � � � �  A��  � � � ; �����0� < � � �)� � F � � ������ �&����; � ��� � � � A ��' 2 ���,� � � � �BC � U4� I+F � � � �)��� �
	 � E �  � ��� � � ; � ��� � � � � � ; � � � � �

� � � �#� � ����; T �&� � �+; �,� � � �!� 5 ��� � �  �*����� <
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� � � � � ����� ���
α 	 (0, 1]

<
��� �	� � � � ��
 ��� � 

���

w0 = (0, . . . , 0)
I
k = 1

<
� �#� � � � �C����A���� t = 1, 2, . . .

E C4T
γt = ��� 8/k � /α �

E � T �#"��&���*/�� xt

I �&��� �pt = wt−1 
 xt � ���  �&�!� � � � F � ��� �yt =
� � �

( �pt) �
E � T � ��� � � "@� � yt 	 {−1, 1} �
E �)T � ' yt wt−1 
 xt / (1− α)γt

�����!�
E��=<BC4T

ηt = � 2/k � ��� w �t = wt−1 + ηtyt xt �E��=< � T wt = w �t/ � w �t � �E��=<��)T
k← k + 1 �

E 	 T � � �&� I�� ���
wt = wt−1

<
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	 � "
���.�.���'
 � ��� 0 
 � � ��& 0 ���'& & � ���@� ��� �M
 � 	���>�����.� (x1, y1), . . . , (xn, yn) 	 � d � {−1, 1}
� 0 �!� � xt � = 1 "
��� �'&(& t � & 0 �����)�4& �
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�
2

α
− 1 � 2

+
8

α
− 4 .

� �@� �!� �.� � ����� � & � � s 
 � �!� � � 0 � � 
 � � 3 � � �.� �!� � & �'
 � �L3 *:� � � �N�����@�4
 7 � � ����!� � � � 0�� �:� ws �.� � 3 � � ��* 
 � � �
	 � � � � 0�� � s 0 
%� & 0 �����)�%
 � 3 �)�.� � ���O�6" �!� �

�������.���.�-�<� � 0 � �N0 � � � �)� ��0 � (1− α)γ 7
8:9<;�;>=@? � �#� � � A t = 1, 2, . . .

I � ���
Nt = � w �t � I � ��� γt(u) = yt u 
 xt

< � � � ���*�
� ��� � �	A  � ����"���A����	���

m
" A �*��A�� A � � � ����� �
A � �1� � � A u 
 ws

< �%���
���&� � � A����A����
t
�*A � � ��� � � yt wt−1 
 xt / (1− α)γt

< � ���!�

u 
 wt =
u 
 wt−1 + ηtyt u 
 xt
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 u 
 wt−1 + ηtγ
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N2
t = � w �t � 2

= � wt−1 + ηtyt xt � 2

= 1+ η2
t + 2ηtyt wt−1 
 xt

/ 1+ η2
t + 2(1− α)ηtγt .

� ��� � �����
A � � � � A ��� � ��� "@� � � A��&� � �>A  � � �&� � �4� � ; � t � ;  � � ��� ��� � � yt wt−1 
 xt /
(1 − α)γt

< � A�"��*� � �&A�� � � � �����>/ � � A��!� ��' ηt � ��� γt � � ����� � � �6� � �  ���!�&� � ��� F ��#"�� �'� � N2
t / 1+ 2A/kt

F �������
A = 4/α− 3 � ��� kt � �%�����$�,A�;�"����+��'?A  � � ���!� �0��'(�#��; �!� � ')�����+����� � ���*� t � � ; �B�*���  � <� � F F �$"���A����

m
" A � � � �BA G � � � u 
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��������A � �>��������� � A���� � ���

u 
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 ws−1 + ηsγ

� 1+ 2A/m

=
u 
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� 1+ 2A/m
+

γ

� m/2 +A
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� � � / � � � �������&� � A���� � ��� � "�� /�� I)F � � � � � ���  � � � � � ; � ��� ��� � � w1 = 0 � ��� u 
 wt =

u 
 wt−1 � '?��� A  � � ���D� � � �!�  � � � � � ��� � ; � t I:F �$�#"�� � � �
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∫m

0

kA dk
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� � � / � � � '(�#� m A � � � ���
m / (A+ 1)2

4γ2
+ � (A+ 1)4

16γ4
+

(A+ 1)2A

γ2

/ (A+ 1)2

4γ2
+

(A+ 1)3/2

γ
� A+ 1

16γ2
+ 1

/ (A+ 1)2

4γ2
+

(A+ 1)2

4γ2
+ 2(A+ 1)

F ���0��� F � A��&��� �&��� � �����
A � � � � A � x+ 1 / � x + 1/ � 2 � x � '(�#� x > 0 � � �&��� � � �*��*�&�  <�� A�"��*� � �&A�� � � � ��A�� � ��� � � �$��' A A � � � �����&�������!� � �&�!� ���!�*A � � <
� � �&��� F ��� � � ws � � � � � ��� � �+�&�  � � � �&�#� F � ���>; � � � � � (1− α)γ

I ���#���D��� � �
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1

α
� 8
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 γ
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E � � � � � 0 / γ / 1 T
=

γ

� 1− α2/4


 γ .
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 xt > (1−α)γ'(�#� � �)� t > s < 2
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� � � � � � ����� <���� � � �,� � �!� � �  ���!� � � � � ��� � � ��� � � "�� � � � � � �!�,���4� � �!� � � � � � �������%�����'(�#��� � � �*���0� � � � � � ; � �&�!� � ��� �!�&� ��� �&��� �&���
A��!� � � y1, y2, . . .

��'���A�� � ��; �!� < � � � � � � �
� �����  �������!�1��� � ������;  ��� � �!�&�3'(�#� �*� � � � � � � � ��������A�� � ��; �!�%��� �#" �*���&/���� � ��� � /��"����!� � " � �$��� � ���,�&�&� � �����2��� � �����B��' ����� � � � � �,����� � /��0� � � � '(�#��� � � �*���0��� � ���!� � �
�  � � �#� � "@��A���� � � � ;  ���&�!� ��� ����� �9/��0� � �)� �,A�;�"�������'5��A�� � ��; �!� ��� � ��; ��� "��
�#"��&���*/��!� <
�
�	��� � ���&� � � � ��� � � � � �6� � � "@� � � � � � �!�,�  ���!� � � � � ��� � � �����C; �,��� � ��' � � ��� � ��!� � �&� ��� � � � � ��� � � ��� � � ��� � ��'(�#��; � � � ����� � ')����� � �!����� � � � � � �&���  ����� � � � � ��� �yt =� � �

( �pt)
'(�#� �����%�����=� � � "�� � yt

� � /��!� �����%� � ��� � ��'(�#�&; � � � ��� xt

�#�����4'(�#��� � � �*����� A��&�!�� � ������; �! �� � � ��� ��� ��� � � ��� � ���0������� ��� �,A��0� � yt

�#�����#� < � ' yt � � ���#� �
A���� � �!�"�
� �&� / � � A�� ���!; �'� ���5A�� � ��� � � �&� ����� '(�#��� � � �*�����#� � ��� ����� � A��&�&�!�,� �!� � �&� ��� ��� � �4���#�A  � � ����� < � � � � � ;  �#�&� � �1�2��� ���!; � � � ��� � �#� � � ; � � � � � � ��� � � � � � ���$� <%� � � � ��� � �; �,��� � �����C'(�#��� � � �*���0� � � ��/ � � A � ���!� " � � ��A��,� � � �  ���!� � � � � ��� ; � �*� � � �!� � � �&� ���
�������&�D� � ; �B�6���  � � ����� �������*��A�� � � "�� � � yt

���!; �'� �����CA�� � ��� � � <� � �*��A�� � �&� � � � � � /�� � � ;  � � � � � � � �#� � �&��; � �&� � � A��&� � � � ;  � � � � ������; �� �!���A � � ��� ��� � � ��� � ���0�������C�&� �
A���� � ����� � � "�� � ��'2����� � A��&���!�1� � ���*� � � � � < � � � ���A � �  ���!� � � � "��!� ��� � � �&��� � � "�� � �*����A � � "�� �#"�� �'� ����� � � �&�  ���#" � " � � � � � c/(c +

| �pt|)
� � �����&� �pt � �+����� ; � � � � � � � � � ��/��!�7" � ����� � A��&�&�!�,� � � ��� � � ��� � �&� �&� �0� ���7�����

� ���*� � � � ��� � ��� c > 0 � � �  � � � ; �����0� ��'��&��� � � � �#� � ����; � � � � � � � � � � � � � � � � ' � � ���#���� �pt

< � �#��� ��� � � � � � "@� � � �D� � ;  � �!� � � ��� � �&; � �)�  ���#" � " � � � � � � ���!����/����������
; � � � � � � � � � � � � <

� � � � � � ����� �  � ��� � � � ���!� � � � "��!� � � � � � � � ���'� <�� � ��� � � ��A � �  ��� / � ��������� � ���,�*��� �
���7����� �
A�;�"����B��' �,A��0� � �!� � � "@� � � < � � ' � � �#�@��� � � �,A�;�"���� � � � � � ������; / � � ��� " � ����  ����� � � � ����������A � � �&���3; � � � � � �pt

�,��� �&��� � �1����� � � � � ��� "@��� � �!�!� ����� � � � �#� � �&��;
� ��� ������� � � � �&���,A���� � � ��� � � � � � �&��� � � � �#� � ����; � �B��A�� < � A�� �&�>����� � ��;  � ���
� � ��A����C��' ��� � � � �,���0� � � � � ����� ����� � � � � � � � � ' �'� � ����� � � � � � � ����� �� � �����C"@�!� � / � ��A����'B��� � � � � ������; / � � �"� " � � � � ������; � ��'D� � ;  � � �,A � �,� � � � �!� �&� � � ����� �&� �����7� � � ��&� �
A��!� � � < �

� � ��/����#� �&��� � � � � � � � � ���,�!�>�&��/�� � � � � � �,�����&�!�*� � � �  ���!����; �!����� <
�
� � �)� ��'+����� � � "�� � � � � � �!�1� � � � �#� � ����; � � � � � � � �( �!�"� �  ���  ��� � ��� � � � ��'������� � � � � � � ' � � ���#� c � � ����� � � ������; �! �!� ��A � � � � � � ��� ����� � � ; � ; � �*� � � � "���A���� � ������C����� � � � � ��/��!� " � ����� �#� � � � � � � '(�#��� � � �*����� "��!'(�#��� �&��� � �,�*���
��A � � � ��� ��' �����
� � "�� � � � � � ���,�>; � � � � � � �&; < � �!� � ��� � � �*��; � �&�!���&���3����� � � ������; �! � � � ���	A��&�!�
����� ; � � � � � � ��'(�#��; � � � ��� �&� �*� � � � �2�������&� � � "�� � �$��� � � � � � "�� � � ���#���!� � � ������A��
� � � �&� � � � � � E � �C���  � � � � � � ���*)5�&���$�9/��0� � �)� �
A�;�"����+��'�; � �*� � � �!� <

	,+ �



� �  ���9/ � ��� �*��; � � �,��A � � � ��� ��� ��� � ������� � ������; �! �!� �&� � � � � � ��� ��A � � � �#� � ���
� ����� � ���0� �&��� �*� � ��� � ��� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � ����; ��A��2��� � �&���
A��!� � � (x1, y1), . . . , (xn, yn) 	�

d � {−1, 1}
� ������� � � � �&�&A�; � � xt � = 1

'(�#�
t = 1, . . . , n

< � �#�%�&��� � � � �D��'�� � ; � � � � � � � � � �*�&A�; � ��� � �4�&���,A��!� � � � � � � ��� � � � � �&�  � � � ���!� " � � �>� �  ���  � � ��� u 	 � d
<

� � � � �)� ��� � � �pt = w �t−1xt

< � " � � � � � �����
A � � � � � � ���,�&�&� �)� � � � ����� � � � � � � ���&� � � ��� � �� � �&� E �*�!� � � � � � ������� <�� � � ��� � � �*� �����  ���
��'?��' � ���!�#�&�!;���� < � "@� � � � ) � �

(1− yt �pt)+ � 1
2

�
� u − wt−1 � 2

− � u − wt � 2
+ 1 � .

� � � � � ' yt �pt � 0 � ��� | �pt| � � � � � � ���#�����!��������� � � � � � ���&� (1−yt �pt)+ � � � � �&� � � � � � <� � � � � � ��A���� � ;  � � ��� ��� � �$�&��� � � � ���&�!� � � � u − wt−1 � 2
− � u − wt � 2 ; A��*��"��

" � � < � � � � ; � � ��� ��� � � � u − wt−1 � 2 �����  � � � wt−1 � � A  � � ���!� ���
wt

< � � �
� �������0/����B����� 5 ��� � �  �&����� ; � � �!� � �!� � �&� ��� � � � � ���7; � �*� � � � � � ��� � � � � � � ; � � � �/ � � A�� | �pt|

� ����� � � � � �,� wt−1 � � ; � /��!�	" � � � � � � �&� � � �,� � ; ��A��,� �&� � � �&���������� � ��� � �4�&�  � � � ���#� u
< � � ��� � �5�����  � � ���=; � �*� � � �!� � � ��� � � � � � ; � � � � � "�� � � � " � � � ��� ��� � �����&�$��� � � ; � �*� � � ��� � � ��� ; � � � � � �!� ���&� ���  ����� < �B� ����� �#�������2� � �����:������*� � ��� � ��� 5 ��� � �  �&����� � � � �#� � ����; ���
�!�$���#�$� � � � � �1��� � � � ��A��,�2�&��� � ��'(�#��; � � � ���"�����A � �,� " � | �pt|

< � ��� " � � � � � ��� � A�������� � � � � � ����� � � "�� � � � � � �!�1� ; �0�����
� � � �� ��� ��� � � � �#�  �#� � ������� � � � ��'(�#�&; � � � ��� � �,�&� �����  ���!� � � � � ��� " � A�� � � � ����� � �! � ��'
| �pt|

��� �&� � ���$� � �  �#���!�1� �"� �  ��� � �����&� � � ��� � �  � ���!� � � "�� � <� ����� � '(�#��; � �)� � ��� � ��� � ��� � � � � �( � � � � "�� � � � � � �!�1�D/������ � ��� ��' ����� 5 ��� �� �  �*����� � � � �#� � ����; <�� � ; � � � � � � � A�; �!�1��� � � � "��$���0/�� � �  �!�7���  �&�9/�� � � � � � � ��A��"���A������C'(�#� �#������� � �����&���&/ � � � /�� � � � � � �!�1� � " � �*�!� '(�#��� � � �*�����&� � � � � �  �!� � � ��� � �� � �  ����� E �&�!�������$� ����� � � �&�!� ) <� �%��A��+'(�#��� � � �*������� � �&�D� � ������; �� �!�"� � � � ���  �%����� ���0��; � ��� � � � � � �,�*���
��A � �!�
� � ��� �  ����� �=< � ��� '(�#��� � � �*���0� � � � � ��� �!�&� ��� � �&���
A��!� � �

U1, U2, . . .
��' � < � < � <� � ������; / � � ��� " � �!�2A�� � '(�#��; � � � � �6�&� � "�A����!� � � [0, 1]

< � ��� ��� � � � � ��� ��' �,A���� � � � ������ ��A�� � ��; � � �5� � ; � t � � ��� � ���!� " � �&���3/ � � A�� ��' � � ��������A �)� � � � ������; / � � ��� " � �
Zt

��'  � � � ; �����0� qt

E � �������
qt � � ���������&; � ���!� " � U1, . . . , Ut−1 � ��� " � �����

�  � � ��� � �&� � � � � � ��� ��A � �7A��&��� " � �����7'(�#��� � � �6����� ) < � � �#"�� �'� � � �&� � � �! �� � � ��� ��'
Zt

����� '(�#��� � � �*����� � �*� � � ��� Zt = 1 � ' � ��� ��� � � � ' Ut 	 [0, qt)
< � ��� �&���
A��!� � �

��'B��A�� � ��; ��� � � ���  ���!�&���,���!� " � ����� � � ������; / � � ��� " � �!� Y1, Y2, . . .
� ������� � � � �

Yt � ��; � � �*A�� � " � � � � ��� �&�!�  � � � ��� �����
σ
� � � � ��"�� � � �!����� � ����� " � U1, . . . , Ut−1

<
� � � � � ;  � � �!� ��� � � Yt � � ����������; � �����	"��!'(�#��� �&���C/ � � A��C��' Zt � � ��� � � � < �DA��
�����&A � ��� ��� � � � � �*� � ����� � ���*� � � � ��� xt � ���3; � � �&A�� � " � �%'(A�� � � � ����� ��' U1, . . . , Ut−1

<
�
� � ��/������ ��� � �!�  ����� ���#� � � � ��� � � ;  � ��� � � ����� � /�� ��A�� �&�!�&A � ��� � � �&��� �  � � ��� �� � �&�2��' � �&" � �&� � � � � ��� � ����� � ���*� � � � �D�&���,A��!� � �!� <

	,+ 	



� � � � � � � � � � � � � � � � � 5 � � � � 5 � � � � � ��2 � � � � � �

� ��� � �����������
c > 0

<
��� �	� � ��� ��
 ��� ���
���

w0 = (0, . . . , 0)
<

� �#� � � � �C����A���� t = 1, 2, . . .

E � ) �#"��&���*/��
xt

�=�&��� �pt = wt−1 
 xt � ���  �&�!� � � � � � ��� �yt =
� � �

( �pt) �
E � ) ��� � � � � ��������A �)� � � � ������; / � � �"� " � � Zt 	 {0, 1}

��'  � � � ; �������
c/(c+ | �pt|) �

E � ) � ' Zt = 1
�����!� �,A��0� � � � "�� � Yt 	 {−1, 1} � ��� � ���

wt = wt−1 +

yt xt * {ŷt +=Yt} �
E 	 ) � ' Zt = 0

�����!�
wt = wt−1

<

	�
 �����
��� � � ������������������������� �"!$#%��&'� �(�$)$!*�%+,�-)$./&0�1� � ./)�#-����2 #-34)�56&7./&8�39�;:�5<��&=!��
(x1, Y1), (x2, Y2) . . . 	 � d > {−1, 1} ? �����$&@�9./)A�1� �

n 
 1 ? �B./)C�1� �
u 	 � d ? ��&EDF�9./)G�1� �

γ > 0 ? �����H�JI
+K��!$�L�*DM&K562M�$�$)N.O�P2Q#-3$�%�1RS�$3T3B�1�-# 3 �U��3
�WVX n∑

t=1

* {ŷt +=Yt}

YZ
� Lγ,n(u)

γ
+
X2

2c

Lγ,n(u)

γ
+

� u � 2
�
2c+ X2 � 2
8cγ2[ ���$)$�

X =
; � � t=1,...,n � xt �/\] �#�&�D�&� � �3" � � ���
��� � � �

c =
X

� u �

^__`
γLγ,n(u) + a X � u �

2 b 2

�����7��� � � /������ E � � ���  � � � � � � ��� ) �����7"���A���� �&��� � � " �dc �����#���!; ��� < � E � � �����
�  � � �"� � � � �&� p = 2

) < � � � ��/������ � � c � � � � � �  A��  � � � ; �0�����B��' ����� � � � �#� � �&��; �
����� � "��9/�� �&���&� � � � � ;  � � �!����� � �#� � � ����� "�� � � ��� � � � ��'=�����  ���!� � � � � ���  ��� � ���&���#�����
� � � �#� � ����; ���!�!��� �*��; � � ��'(�#��; � � � ������� ����� �*���
A��!� � � ��'���� � ;  � ��� <=e � � ��� � � � ���"�A�� � �gf � �����5"@��A����$��' c ���!�#�&�!; ��� < � � � � � �2��� � ��� � � ; A � � � ���!��A�� � � '(�#� � �)� γ � ��� u

�
��� � � ��� � ���!� "���A���� � � � "�� ��� � � �#"�� �'� ���!� '(�#� � �=�!� � ��� � � �!�4��'@�����!�&� �,A � �,� � � � �!� <

h,+ �



������������� 
@� ������� 	
	�	���
�� e �1�&���,��A � � �&��� � ���&����A �)� � � � ������; / � � �"� " � � Mt =

* {ŷt +=Yt}

<�� �$�*� � �*�3')�&��; ����� � � �'� � ��' � �����,A � � � � � �!�
γ− `γ,t(u) � u �

�
− � `γ,t(wt−1) �

� (u − wt−1) �
�
− � `γ,t(wt−1 �

= DΦ � (u,wt−1) −DΦ � (u,wt) +DΦ � (wt−1,wt)� � � � � � ��A��*�!� '(�#� �����3����� � / � � � ��� ��' E ��� < � ) � ���
� � � � ��� ��� <%�
< c � � � ��� � ��� '(�#� � � �� �����&�0�&/ � � � /�� � � � � � �!�1��� " � �*�!�C'(�#�&� � � �*�&��� ��� � � � � � ; � �*���  t �&A � �C�&� � � Mt = 1
<

) A��*� � �gf �+�&��� 5 ��� � �  �&�����"�,�&��� � � "�� � � � � � �!�,� 5 ��� � �  �*����� A��&�!� ����� �
A � ��� � � � � �#�&�!�,� ��� � Φ(v) = Φ � (v) = � v � 2
/2
� � ��� ���
A��

DΦ � (u, v) = � u − v � 2
/2
<�� �����

� � ���0�D��� � � � � ; �2�*���  t � �����&���&��� � � "�� � � � � � �!�1� 5 ��� � �  �*����� �,A��0� � �!� � � � "�� �
� ��� ; � f �!� � ; � �*� � f � < c ���!� Zt = 1

�
Mt = 1

� � ��� − � `γ,t(wt−1) = Ytxt

<
� ��� � � � �$; �#� ��� � � � ���D����� � "@�9/�� � � � � � ��' � ��� �
A � � � � � �!� � �3'(� �)� � � �
γ− `γ,t(u)

� Yt u � xt

= Yt(u − wt−1 + wt−1) � xt

= Yt wt−1 � xt +
1

2
� u − wt−1 � 2

−
1

2
� u − wt � 2

+
1

2
� wt−1 − wt � 2

.] �#�&� ��� � � �&� � �$� � ; � � � �#"�� �'� ����� � �*�&�&��� � �0� � �����
A � � � � � " � � ��� � � � � ��� �&A�"��
�&� � � � � � � �����+��� � � � � /���������; Yt wt−1 � xt = Yt �pt

< c ��� � ��� � � � ��� � � ������;  ��� / � ���!�" � �&� � �3; �#��� � � ���!'(A � � � � � � � � � � �+�&��� f � � ��� �#"�� � � �>�&��� � � � � ���!�&A � � <
� � � � � Yt �pt � 0 � ��� ���  � � � � � � u

� � ��� αu
'(�#�

α > 0
� � � �#"�� �'� � �����

� �����,A � � � � ��
αγ+ | �pt| � MtZt

� α`γ,t(u) +
1

2
� αu − wt−1 � 2

−
1

2
� αu − wt � 2

+
1

2
� wt−1 − wt � 2 .

��� � ����� � ��� '(�#� � �)� � � ; � �*�&�  � t <�e �����!�!�"� � ' MtZt = 0
����� � "��9/�� �*� � �)� ��� � ���� � � � � α`γ,t(u) � 0 � ��� wt−1 = wt

< �
A�; ; � � � '(�#� t = 1, . . . , n
� � � �0�

n∑

t=1

�
αγ+ | �pt| � Mt Zt � αLγ,n(u) +

α2

2
� u � 2

+
1

2

n∑

t=1

� wt−1 − wt � 2

� ���0���
α2 � u � = � αu − w0 � � ��� � �%�����  � �!� − � αu − wn � 2 /2 <�� � � � �)� � � � � � � �

MtZt = 0 � ;  � � ��� � wt−1 − wt � = 0
��A�� � � � � wt−1 − wt � 2 � X2

� � � ���
n∑

t=1

a αγ+ | �pt| −
X2

2 b Mt Zt � αLγ,n(u) +
α2

2
� u � 2

.h,+ +



] � � � ���,���&�
α = (c+ X2/2)/γ

'(�#� �&��; �
c > 0

�&� "��2�����&����; � ���!� < c ��� � "�� /�������!�C"�� � ��; �!�
n∑

t=1

�
c+ | �pt| � Mt Zt � cLγ,n(u)

γ
+
X2

2

Lγ,n(u)

γ
+

� u � 2
�
2c+ X2 � 2
8γ2

.

� � ��� � � � f � ���  � � � � � � ����� ���	"@�#��� � � ���!� < ] �#��� ��� � �#� " � ��� � � � � � ��� ��' �����
� � � �#� � ����; � �

t Zt = c/(c + | �pt|)
� � �����&� � � A��*� �

t

��� � ��� � � � ��� � ����� � � � ��� � ����  � � � � � � ��� � � /��!� U1, . . . , Ut−1

<�� � �&� �
Mt � �3; � � �&A�� � " � � � � ��� �����  � � � ��� �����

σ
� � � � ��"�� � � �!����� � ���!� " � U1, . . . , Ut−1

< c �
A�� � � � ���

�WVX n∑

t=1

�
c+ | �pt| � Mt Zt

YZ
=
�dVX n∑

t=1

�
c+ | �pt| � Mt

�
t Zt

YZ
=
�WVX n∑

t=1

cMt

YZ
.

� � / � � � � � "��#��� � � ���!�3" � c � � � �&� � /�� � ������� �!� �'� ; ��� � ��� �
A � � � � �
�dVX n∑

t=1

Mt

YZ
� Lγ,n(u)

γ
+
X2

2c

Lγ,n(u)

γ
+

� u � 2
�
2c+ X2 � 2
8cγ2

. 2

��� ��� � ����� � � $ � �
	 �
	 ����� 	"	�� � ��� 	

� ������� � '(A�� � � � ����� � ��� � � � � � � � �,� � ��� ��'���A���� � � � � � � ��� � � '(�#�&� � � �*�&��� � �,��� ������ � � ��� � � ����� � � ��� � ��� � �&��� � " � � � ��;  A�� � � � ��� � ��� ���*� <
� � � ; �#� � / � � � � � ��� � ; � � ��� � ����� � ����� �����2'(� �)� � � � � � � � ;  � �D���!��A � � � ���7')����; �,A � ��� � � � � �!� � �&� ��� ����� � � � 2��� � � ��� � � �!� � �&� ��� ����� � � � 6 <�e � � 2
� � �,A � ��� � � � � �!� � �&� ��� ��� f :

�
2 → {−1, 1} � ���� � ���!� " �

f(x1, x2) =
� � � �

p(x1, x2) �
� ���0���

p(x1, x2) = w0 +w1x1 +w2x2 +w3x1x2 +w4x
2
1 +w5x

2
2 � � � � � �&� � ���������� � �����  � � � ����; �"� � � � ������/ � � �"� " � �!� x1 � ��� x2

< c ����� ���  ��  �� � � �����#���$� ��' f � � ������&�0�4��'  � � �,��� (x1, x2) � � 2
� � � � �&' � � � � �����+���
A � � � ��� p(x1, x2) = 0

< c ���3��� � � � � ����&A���' � � � ��' � � � ��� � � ��� � �&� �&� �0� � � � � � �  ���  � � ����� � ������� � � '(�#� �
A � ��� � � � � ��� � �&� � �
� �����$����� ��� � � � � ��� �&A���' � � � � � � � ��� � � E ����� ' � ; � � � ��' � A��&/���� ��� � � � � � � �)� �  �&�!� � � � � "�� ��� � � ��� � �  ���&"@� ��� "@� � ��� � ) < c � � � � ��� � �
A � ��� � � � �(�!� � �&� ��� ��� � � ��� � � � ���� � � '(�#��� � � �*���0�#� � � � � �!����A � � ���$�#"��&���&/��+��� � � p(x1, x2)

��'������ � "�� /��3'(�#�&; � � � "��� � � �&����� � � w � x � '(�#� w = (w0, w1, . . . , w5) � ��� x � =
�
1, x1, x2, x1x2, x

2
1, x

2
2 � <c �
A���� � � � � � �&� � ���&'(�#��; � � � � � ���*� � � � � xt = (x1,t, x2,t)

/ �"� �����2; �  � � � �h,+��
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� � � A��&� ��� <�� � � �&��� ��' � � "�� � �!� � ���*� � � � �!� xt � � � �$�&��� � � ��� ����� � " � � � �&� � � ��!;  � � � � � �!� �!� E � � "�� � ���,A � � ��� −1
) � ��� � �)� �!� � � � �!� ��� EF� � "�� � ���
A � � ��� +1

) < c � � ��&�0� � � ���#� � � ��� � � � � �*�  � � � " � � � � � < � � � ��/��0�#�5" � ; �  � � � � � � � � xt � � / �"�
φ(x) =

�
x, 1 + x

�
2 + x2 � � �7�#"�� �'� � � � � ��� � � � � �&�  � � � " � � �&�0� � � � 2 < c ���� �,� � � � �!�,� � 2 � � � �����&��� �&� ��� � � � �������  ���
��A � ��� φ(x)φ(x � ) "���� � �!�!� ; �  � �!�

� ���*� � � � �!� � � � "�� � ��;  A��&�!�7A�� � � � �����  � � � ����; �"� � f ������� � '(A�� � � � ��� K(x, x � ) =

(1+ xx � )2
<

φ(x1,t, x2,t) =
�
1, x1,t, x2,t, x1,tx2,t, x

2
1,t, x

2
2,t � = x �t

� ��� �����!�7��A�� ����� � � ��� � �3'(�#��� � � �6�����D���7�����2�&� � ���*'(�#��; �!� � ���*� � � � �!� x �t � � 6 � ����*�&� � � ��' �������#� � � � � � � � ���*� � � � �!� xt � � 2
E �&�!� � � � A��&� ��� <�� '(�#� � 1 ��� � ; �!��� � ��� � �

� � � A��*�&� � � � ��� ) < c ��� /�� � ���#� x �t � �5��')���!� � � � � �!� � �#�$� " ���$���4��� " � � � � ��� � � ����� ��� � ; � � � � "�� /�� � 6  � ��� �+�����D��� � �D��'������ �#� � " ���$� � � ��� � <c � � � � � ;  � ���&� � � f � � � "�� � � � � � � � �����0� � � �! �!� ��� � � � ��� � � � k � �&�>��� � �&�!�  � � � �����; �"� � ��� � � � � ��� �&A���' � � � � � � d
< � � � ��/������ �&��� � ��;  A�� � � � ��� � � � ���*����' � ;  � � �; �!�1� � � � ����� ; �  � � � � φ ����/��!� '(�#�

k
; �
����� � ��� � � � � � � ��� � �D���
�>� � � � < e � ' � � �#��

d+k

k
� � �
� � � � ���,��� � ��� ���!�!���!� ��� ���  ���!�*�!�,� � k �F��� ��� � �����  � � � ����; �"� � �&A���' � � �

� � � d
� � ;  � � � � � ��� � � � �C� � /��C�&� ��A�� ��A�� � � ��� � ��'(�#��� � � �*����� ��� � ���*� � � � ��� ��'� � ; �!��� � ���>� �  �����!�1� �"� �)� � � � � � � � � k <� ��;  A�� � � � ��� � �  �&�#" � �!; � ��� � � � � � � � �  � � � � � '+����� �!� � �*� ��� � � � � ��� ��'

xt

� � �
� � � �&" � �&� � � � � � ; � t � � � � "�� � ��;  A����!� A�� � � � ��� � � � �������  ���
��A � ��� "���� � �!�!�h,+��



� ���*� � � � �!� <�� �#�5��� � ;  � � �#����� �!� � �&� ��� ��� � ��;  A����!� " � ����� 5 ��� � �  �&�&��� � � � �#� � �&��;
� ��� � ; � t � � � "�� � � � �&���!� � �C�&���$'(�#��;

f(x) =
� � �

��
∑

i

αiyti
xti

� x ��
� ���0���

αi � � � ��� �&��� �&A�; � � � � �!��� /���� � �&A�"��&��� ��'3�&��� � ���*� � � � � �&���
A��!� � �
x1, . . . , xt−1

< ] � � �&A  � ���&� ����� 5 �0� � �  �&����� � � �&A�� ��� ����� �&� � ���&'(�#��; �!� � ����*� � � � �!� x �t = φ(xt)
� ���0��� � �>� � /��>��� � � � �&����� �����

φ
��' ��A�� � � � � ��� � ��� � ;  � �

� � φ(x1, x2) =
�
1, x1

�
2, x2

�
2, x1x2

�
2, x2

1, x
2
2 ��� ����� � �,�&�&�
��A � � � ��� ��'������B� � � � �

� � � � �
� � � � ���,��� � 2 ; �Bf �!� ���$� ��� ���&�!� � � '(�#� ����� � � � ��� � � �B �&�#" � �!; ' � � �!� " � �����'(�#��� � � �*���0� < c ���!�"� � � φ(xt) � φ(x) = (1+xt � x)2
� � � � � � � /�� � � ����� � ��;  A�� � � � �����' � � � φ(xt)

< e �������!�"�
f(x) =

� � �
��
∑

i

αiyti
φ(xti

) � φ(x) �� =
� � �

��
∑

i

αiyti
(1+ xti

� x)2 �� .e � � �!����� � � � � ' φ ; �  � x � � d
���
φ(x) = x � � �����&� � ��;  �����!�1��� � ��� � �)� �����; ������; �"� � �?��' � k �F��� ��� � �����  � � � ����; �"� � � � ������/ � � �"� " � �!� x

E � � ��� �*A � � � " � �%� � � � �
� � � � �
� � � � �!�1��� )��������!� φ(xt) � φ(x) = (1+ xt � x)k

< � �!� � ���������2'(�#�&� � � �*�&��� � � �� � � ��� �  � � � ����; �"� ����� � �&� �&� �0� � � ������A��$��/������ �  � � � � ��� � � � ��;  A�� � � � ����� � �
� � �
� � �!�,���+��'?�&���  � � � ����; ��� ��� A��*/�� <] �#������� � �5� ��� � � � ��� � � � '(�#��� � � �*�����4; � � �  A � � ���!���&���+�&� � ���&'(�#�&; �!� � ���*� � � � �!�
φ(x)

A�� � � � ��� � � � �����0�  ���
��A � ��� � ;  � � �!�4�&� � � ����� � ��;  A�� � � � ���  ����'(�#��; ��� " �������'(�#��� � � �*����� � � � �1/ � � �"� �1� ���B�&� � ���&'(�#��; � � � ��������� � � ; �  ����� � ���*� � � � �%�&���
A��!� � �
(x1, x2, . . .)

���
(Ax1, Ax2, . . .)

� � �������
A
 ����'(�#��; � � � � � � � � "��0� � ���!� � � � �#���

���������#��; � � " � �*�!� < c � �&��� ��� � � ���#�&�3��� � � (Au) � (Av) = u � A � Av = u � v < �
A � �'(�#��� � � �*���0��� � ��� �&��; �0� � ; �!� � � �)� �!� � �!" � "# �� � �0� �	�  � �0� �  ��� " < � ��'(�#�&��A�� � ��� � � �����#�
� � � � � � � � �!�,���F" � �&�!� '(�#�&� � � �*�&�����B'(�#� �!� � �&� ��� � � � � ��� � ���$���#� � � � ��� � �)� �&� �,/ � � ��� �,� < e �
 � �&� � � A � � �#� � ; ��� � �&��� � � ��� � � '(�#��� � � �*�����&�C�*�&A�� � ��� � � ��� � � � � �  �����#�3��� � � �����
5 �0� � �  �&����� � ��� ����� �&� � ������� �#������� 5 ��� � �  �&����� � � /�� ��� � �  ���  �0�&� � E �&����
 �=�����
� � �&� ��� < � � ) <e � / � � � ��'����=�&�!��� � � � ��� � � �  � ��� � � � ���7�&A���' � � �!� ��� � � � �7"�� � �����  � � � ��� �; �"� � ��� � � � �,/����*� � � � �&� ����� � ����� � � � ����� � A � � � �,���!� � � � ��� � � � � � ; ; ���&� � � '(A�� � � � ���
K :
�

d > � d →
� � � �3�����  ���  ���*� � K(u, v) = � φ(u), φ(v) 
 � '(�#� � �)� u, v � � d

� ��� '(�#�D�&��; �
φ
; �  � � � � � d

��� � � � � "��0�&� �  � � � E � � A��&� ��� , ��
 ��� ���!���#��� �����
� �������  ���
��A � � � � ��� � ���  � � � ) < � � � � �)��� ���%����� � � � �&A � � '(A�� � � � ��� K < ] �#���B��� � �h,+��



� � � � � � � �!� ����� � � � � � ��' φ ')����; � � � � ��� ��� � ; ����� � ��� � � 
 A ��� � ��� � � �  � � � ��� �� � � "����&�5�  � � � < e � ��� � � �  � � ���=��A��4�*� � ���&'(�#��; �!� � ���6� � � � �!� φ(x) � ��� /�� � ���#��� � � �
� �!����� � � �  ���&� � " � � � � � � � �&� ��� � ; �!��� � ��� � � � � � � "��0�&�+�  � � � < c � � � � �)� � � ����'(�#� ��� � ; � � ���#�&� � � � ��� � � �0�&� �'� � �!� � �*� ��' � � � � � ��� � ��� � ���!�  � � � ����; ��� � ��� � � � � ��� � A��&/��!� < � �#�
��� � �&����� ��� � � � ��� ; � ��� �!� � � � � � �&���  ���
��' ��' �&���2'(� �)� � � � � � ���!�&A � ��� ����� � � � "����*��  � � ��� � �*�&� � ��� ���!� �&� �Pf �0����� � '(A�� � � � ��� � � � � �)� �!� �$� � � � � � �  �8� � ���%����� $9 ��� ��� "
� � ���$� <e �+��A������3��A��+��� � � � � � ;  � � � � � � � � ����� �! � � � ���C��' f ������� � �3��� � �6�����	�
 �����
��� ���	����
 3
�12H2����-)�#%! ��56&=!$�-#%./&

K :
�

d > � d →
� #-3P� RS�$)�&=�$� # � ��&ED./&'��� # � �B./) �1� �

n ��� ��&ED��9./)G�1� �
x1, . . . , xn � � d

�����
n > n 2M�1�-)�#�I

K
[ #-��������$2��$&'��3

K(xi, xj)
# 3U+�.�3�#-�-#���� 3B�$2H# D���� &K#-�L� \

����������� � �*�&A�; � � �&�*�:��� � � K :
�

d > � d →
� � ���&A � �2��� � � K(u, v) = � φ(u), φ(v) 
 <� � � � � �  ��� � � � /�� � �,��� � ��� n ��� � � ���,���&� x1, . . . , xn � � d � �&" � �&� � � � � � � � ��� � ��� K"��D����� � �&�&� � �"� ����� ; � �&� � � < c ���!�"��'(�#� � �)� u � � d

�

u � Ku =

n∑

i,j=1

K(xi, xj)uiuj

=

n∑

i,j=1

� φ(xi), φ(xj) 
 uiuj

=

� �� n∑

i=1

φ(xi)ui �� , �� n∑

j=1

φ(xj)uj ����
= ������

n∑

i=1

φ(xi)ui ������
2

� 0 .
� ��� � �

K � �  ��� � � � /����*�!; � ��� � � � ��� <� �&�*A�; � ��� �
K :
�

d > � d →
� � �%�*A � �>��� � �#�
'(�#� � � � � ��� � � �B��' x1, . . . , xn ��

d
�=�&��� �&�!�&A � � � � � f ���&��� � ; � �&� � � � �  ��� � � � /�� �&��; � ��� � � � ��� <=e �1�&���
��A � � ����� � � ��� � ��  � � ��� ��'�'(A�� � � � ����� f :

�
d →

� ��� � ���!� " �

f( � ) =

n∑

i=1

αiK(ui, � ) � �������
n ��� , αi �

�
, i = 1, . . . , n

� ���0��� � �2�*���
α
�
f + g � (x) = α f(x) + αg(x)

'(�#� � � � α � � � ��� u � � d
< � �

��� � ; � f ��� � � � �������  �&�
��A � � �  � � � < e �,�&�&�
��A � �3�����+�  ��� � ���#� ��� , ��
 �*A � � ��� � ���h ���



'(�#� � � � � � � f, g � � ��� � ���!� " �

f( � ) =

m∑

i=1

αiK(ui, � ) � ��� g( � ) =

n∑

j=1

βjK(vj, � )

� ��� � /�� � f, g 
 =

m∑

i=1

n∑

j=1

αiβjK(ui, vj) .

�%� � � � � � � ��� , ��
 ��� � ���!� � �C��� � � � ��� � �%��� � � � / � � A��!�"��� � ; ; ���&� � � � � ���C" � � � ��� � � <=e �
� ��� � � � �����,'(�#� � � � f � ���

� f, f 
 =

m∑

i=1

n∑

j=1

αiαjK(ui,uj) = α � Kα � 0

� � � � � K � �  ��� � � � /����&�!; � ��� � � � �&� " ��� �&�&A�;  � � ��� < c �,A������&� /���� � ' � ��� � � ��� , ��
 � �
� �����!�!� � � � �������  ���
��A � �D��� � � � � � A��*�D� � /������ �&��� � �&� � � � f, f 
 = 0 � ;  � � �!�
f � 0 < c � �&�!����� � ��� � ���*�3���#�����&� � �

� f, K(x, � ) 
 =

m∑

i=1

αiK(x,ui) = f(x)
E ���  ���,��A � � � �� ���  ���*� � ) <

� ���0�����&��� � ���*�3���
A � � � � � '(� �)� � � ��')����; �����$��� � � � � � ���>��' ��� , ��
 " � � �Bf � � � g( � ) =

K(x, � ) < � �!� � � � f(x)2 = � f, K(x, � ) 
 2 � � f, f 
 K(x, x)
" � ����� � � A � � � � � � � � � �&�  

� �����,A � � � � � � � ��� �&� � � � � � � ��� ����� ���!� � �&�!� � ;  � � � � � � ��� < c �
A�� � ������� � �!� � � ������ , ��
 � � � � � �������  �&�
��A � � �  � � � <c � ; �Bf ��� � �1��� � � ��;  � ����� � � � "��0�&� �  � � ��� � � � �1�&���
��A � � � � � � ���#��;
��� � ���!� " � � f− g � = � � f− g, f− g 
 <� ���

��; ; � ��� < � E �&����"�� � � � )�� � � � � � A � � � �*���
A��!� � �!� � � � � � /�� �  � � �,� � � �*�� � ; � � < �
��� � "�� ����� �&��� �#"�� �'� ���!� " � � ��� � � � ��� � � �)� �����>'(A�� � � � ����� g ��� � �

� �&�  � � �1� � � �&� � � ; � �&� ��' � � A � � � �*���
A��!� � �!� � � ��� �����  � � �%�&� ��� � � ���#��; <�� �#� � � �
f, g � � ��� � ���� f, g 
�� =

� � ;
n,m→∞

� fm, gn 
 � ��� � f � � =
� � ;

m→∞
� fm �

� ���0���
f1, f2, . . . � ��� g1, g2, . . . � ��� � � A � � � �&���
A��!� � ��� � � � � � ���  � � �,� � � �*�� � ; � �#�#���!�  � � � � /�� � � � f � ��� g < e � � �4�*�*� �'� � �1��'(�#� � � ��� ��� � ��� � f ��� � � ��� , ��
�� � � � � �)���� � ���!� E � < � < � � �����  �!�������,� ��'������ � ��� � � �4��'������%�&� �
A��!� � �!� fn � ��� gn

� ���1/���� � � � � � � �,� � � �*� ��� f � ��� g ) � ��� ��� � � � � � � � � � �������  �&�
��A � � � � � < e �
	 � � � �&� � � � � ���h � �



�&��� ��� � � � � � � � ��;  � ����� �  � � � E � � ��� ���!�  � � �$�&� � � � � ) � � � � � � � � � �D���!���&� <� ��� � ��� � � � � � � � "@���&���  � � � <c � � ��� �!� A���� �����  ���
��' � � � ��� � ��� �&��� ; �  � � � � φ :
�

d →
� " � φ(x) =

K(x, � ) < c ���!�"�#�����4���  ���,��A � � � �  ���  ���&� � �!���&A����!� ��� � � K(u, v) = � φ(u), φ(v) 
 <
2 ] �#���>��� � � ����� � ���!�1� � � � φ(x) = K(x, � )  ���9/ � ���!� � ���  �����&�!�,� � � � ��� ��' �&���
; �  � � � � φ � � ��� � � � � � �C�&����; ����'������ f ������� � '(A�� � � � ��� K <
� � ���S��� ���	� � e �>�����  ���,��'?��' c ���!�#�&�!; ��� < + � �B�#"�� �'� � �����D� � ; � � � � � � � ����� � �
 � � � ��� � ���!� �

d � � ���  � � � �!� � � �&� � � � �&" � �&� � � � �&�0�
S
< � �!� � ��� f ������� � �B; �#� "��

; �#��� � �!����� � � � � ��� � ���!� � �4'(A�� � � � ����� K : S > S→ � � �������B��� � �&�&A�;  � � ����� � ���
� ;  ���&�!� ���

S
E '(�#� ��� � ;  � � � S � � �7"�� � �*���D��' � ��;�" � � � ���#� �"� � �*�&��A � ��A������ �&A � �

� �B�*���
A��!� � �!� �:�*���!�!�����#� � � �  ��� ) < � � � � � � � �Nf ������� � K ��� � ���!� � ; �0�&� � � d � � �
" �

d(s, s � ) = � φ(s) − φ(s � ) � = � K(s, s) + K(s � , s � ) − 2K(s, s � )
� ��; ��� �&�
A��3/ � � � ��f �0����� � � � � � ��� ��� �!; "@�!� � � � �&" � �&� � � � �&��� ��'��#" � � � �&� � �
� ; ���&� � � �  � � � <
� � ��� � �6� � ��� � ���  ���9/�� �

�!; ; � ��� < ��� � � � � � � � A��*�!� � �7�����  ���,��' ��' c ���!� �����;���� < + <
� � � ��� ����� ���=./)Q��& �43B�*:�5 �$&=!��

(f1, f2, . . .)
.O� �$� �$2��$&'��3H.O� � ? # �

� � ;
n→∞

�&A  
m>n

� fm − fn � = 0

� ���6�1� #-3 ? ����� 39�;:�5<�$&=!*�U#-3U�
	 ��5<!�� �P39�;:�5<��&=!���� ? ������&
g =

� � ; n→∞ fn ? D���� &=�*D� �
g(x) =

� � ; n→∞ fn(x)
�9./)G�1� �

x � � d ? �;I1#-3���3 \
����������� � � � x � ��� � ����� � �����+�����$�*���
A��!� � � � f1(x), f2(x), . . .� < ] �#���D��� � �

|fm(x) − fn(x)| = � � fm − fn, K(x, � ) 
 � � fm − fn � � K(x, x)

� ���0��� � � A��*�!� ����� ���  �&�
��A � � � �C ���  �0�&� � � � ����� � ���*�2�*���  � ��� �&��� � � A � � � �� � � � � �&�  � �����
A � � � � � < c �,A�� � � � � � � (f1, f2, . . .) � � � � � A � � � �&���,A���� � ��� � � �&��
f1(x), f2(x), . . .� � � � � � A � � � �&���,A���� � � < � � ����� � � A � � � � � � ����� � �����1��/���� � �&A � ��&� �
A��!� � �2���C��������� � � �,A�; "��0����� � � � � � ; � � < 2

h � �



� ������� � ����'
����� '(�#��;
K(u, v) = (1+u � v)k

'(�#�
k � � � ��� �  � ���  � �"� ��� � � � � �)� �!�

� � � � � ���  ��� � ���%����� � < � �!� ���&� � � ��� � � ���!� f ������� � � �4�����D����; � � �!���!��A��  � � � ����; �"� �f ���&��� � K(u, v) = (u � v)k < � � � � � � � ��� � � � ; �!��� � ��� � � � �=���!��� � ��� ��' �&���2����; � � � �
���!��A��  � � � ����; �"� � f ���&��� � � �2����� ��� � � ����� "# ��� � ��� � �%� K(u, v) =

� �  
(u � v/σ2)'(�#�

σ > 0
< c ��� c �#� � �#�+���  � ��� � ���

���  
(u � v) =

∞∑

k=0

(u � v)k

k!

���0/�� � � �2�&� � � ���  �����!�,� ��� � f �0����� � � � ��� � � ��� � � � ��;�" � � � � � �����D��' � � � � � �&� � � ; � � �����; � � �!���!��A��  � � � ����; �"� � f ������� � � � � ������� ����� � �
� � � � �!�1������' �����  � � � ����; �"� � ���� � �&� � �&� � �  �����!�1� �"� �)� � � � ���C�����2��� � ���!� < � � �!��'(�#� � � � � � φ(x) � = 1
�#��� ���,A � / �

� � �!�,� � � � K(x, x) = 1
�=�&�������  �����!�,� ��� � f ������� � � �+�*� � ���&'(�#��; �!� � �+'(� �)� � � �

K(u, v)

� K(u,u)K(v, v)
=

���  
(u � v/σ2)

� ���  (u � u/σ2)
���  

(v � v/σ2)
=
� �  �

− � u − v � 2 /σ2 � .c � � � � � ����� ���
� � �  ��� � ���%����� � � � ��� � � A��*�!� � �  � �&�&����� �!� � �*� ��� � � � � ��� < c ��� �!� � � �� �&� �0� � �����*�&��A � �����	" � ����� 5 ��� � �  �&����� � � � �#� � ����; ��A�� � � ��� � � � A��&� �"� � f ������� �� �#�*���!�  ������� ��� � � � � � �,�&�!� ; � �=��A����4��'��  ����� � � � � � � A��&� �"� ��� � � �������,A � � / � � �"� � � �
� ��� � ���,�����&�!� ��� � �&A�"��&���B��' �&���  ����/ � ��A�� � � �&�!�!� � ���*� � � � �!� < � � ��� � � ��� � �&� �&� �0���
� � ����� '(� � ��A����3�  � � � ��� � ���!� " � � � A��&� �"� � f �0����� � � � � /�� ��')�&�!� "��!��� � � �)� ��� �$� �  �0��!� �  � ��� � � "# �� ��� �:����� ��� " � � � � � <
	 ��
 � � ����
=�
� ��� 
 � ����	 � � � � � ��� ��� � ��� � 
 
��,��
c ���+; � �*� �Bf � "@��A������ �&��� � � � � �
� � � � ��� ��� <�� � �=���!��� � � ��A�� � �)� � ��� f ������� � � < � ������ � ���0�#� '(�#� � ���*� � � � � � �����>�&� � ���������#�&���0������� � �  �&����� ��A�� � � ��� � � �����0� � � f ������� �'(A�� � � � ��� K � � � ���  ���
��A � � � � f ������� � � � � "��0�&� �  � � � � < � � � f � � � �&���
A��!� � �
(x1, y1), . . . , (xn, yn) � � d > {−1, 1} � ��� � ��������� � A�; A � � � � /�� � � � � � � ���*�+��' � � �'(A�� � � � ��� f � � ���C��� � ���&���
A��!� � �$"��$��� � ���!� " �

Lγ,n(f) =

n∑

t=1

�
γ− yt f(xt) �

+
.c ���!�"��'(�#� � �)� γ > 0 � ��� '(�#� � �)� f � � �&A � � ��� � � � f � = 1

������� ; � �*� � f �!�3; � ���" � �&�����&� � ������� �#�����������0� � �  �&����� � ����"@��A������!� � �
n∑

t=1

* {ŷt +=yt} � Lγ,n(f)

γ
+
1

γ

^___` ��
1+

n∑

t=1

f(xt)2 �� n∑

t=1

� �
(1+ λi)h � �



� ���0��� �������
A�; "@�����
λi � ��� ������� � � ���,/ � � A��!�B��' ����� f �0����� � ; � �&� � � � � ��� �!�,�&� � �!�

K(xi, xj)
'(�#�
i, j = 1, . . . , n

<] �#��� �&� � � � ' � � � ��� � � f ������� � K(xi, xj) = x �i xj � �BA��&�!�"���&� ��� � � f(x) = u � x'(�#�$�&��; �
u � � d

� �����!� ����� ; � �6� �Bf � "���A���� ��' c ���!�#���!; ��� < � E '(�#�2�&��� � ��� � � �
� u � = 1

) � ���&� � � /������!� ��� � � � � � < c � �&�!����� � � � ��� Λ = x1 x �1 + � � � + xn x �n � ����#"��&���*/��$��� � �
u � Λu =

n∑

t=1

(u � xt)
2 .

� � �&� �4�����7�����  ����� � � � �!�1/ � � A��!� ��'B�����7; � �&� � � Λ � � � � � � ��� � � ��� �����7�����  ������ � � �!�,/ � � A��!�+��'?����� f ������� � ; � �&� � � <
� � �!� ���*�+��� � � �&� � � � ��� ���#� � � � ��� � � ����� f ���&��� � � " � �&��� /������ � ��� ��' ����� � �  �&����� A��&�!��  � � � Θ(m)

��� �6���#��� � � � ��� � � ��� � �&� �&� �0� � ��� � � ; � Θ(m)
���7A  � � ��� � �#� � �����&�

m � � ����� �
A�;�"���� ��' ; � �*� � f �!� ; � ���C�&� ' � � < c ��� �&� � ������� �#������� ����� � �  �&�����"�
� ���*�&� � �"��A��*�!�4�  � � � Θ(m2)

'(�#� �*���#� � � � � ��� � � ; � Θ(m2)
'(�#�4A  � � � � � � E ��� � � � � �"����&��� � � / �"� � � ;  � � � � ��� � � � � � �0"�� �'� � � ���!�1� � � � ��� � "���A��D������A  � � ������' � �1/������&�; � �*� � � �!� ) < c �,A���� f ������� � �F" � �&�!� '(�#��� � � �*���0��� � � /��2�  � � � � ��� � � ; � �����,A � ���!; �!�1������ � � � ��� � � � ��� �����D�
A�;�"����%��' ; � �*� �Bf �!� < � � � �1�������!�6� � � � ������� � �>��' �&�!�&� � � � � � ������3����� � � � ��'  � � � � �  � ��� ��� � ��� � �
A��!� � �)� � � � � � ���2�&� � ��� ��� ��� ���!��A � � � ��� ��'��  � � ���� �
A � ���!; ���,��� � � ��� � ; �
����� � �&� � � � ��� � �&�3��'������+�
A�; "@��� ��'�; � �*� �Bf ��� < c ��� � � "�� �� � � � �!�1� � � � � � � � �+��'��
� � � � ������� < h � � � � ��� � ;  � �B��'���� � � �  � ��� � � � <

��� ��� � ��� � ����� � �
	�� ��
 � ��� � ��� 	

���0� � �  �&��������� � �,�&���,��A � �!�	" � � ���*�!�," � � �*��� � � ��� � � � � � �&���!;  ����� ; �,��� � � ������ �  � " � � � � � ��' � � � �����4�#� � � � � �&; �5'(�#�  ��� � �  �&A � � ��� � � � � � � � ���"� � �!����� � � �! � � � ���"����� �� � �)� � � ���7��� � � f � � � � � � �&� � ; ��� � �&���2� � � � � �!�*�3��� � ;  � ��� ��' � � � ��� � � � � � � �#� � ����; � <� ����� � ����� ��' ����� �?��� � �  �&�&��� � ���,/���� � �!� � �	�����!�#����; � �0���  ��� /��!� " � � ���&�!���" � � �*��� � � � � � � � � � f � ��� � � � ��� ] �9/ �gf � � � � � � � < p �����#��; ���0� � �  �&������� � ����� � �,�&�&� ���A � �!� � ��� � � � � �( �!� � ������� � � ��� � � � � �&�  � � � " � � � � �*����" ��� �&�9/���� � � �&� � ���*��������� � ���� � �
A�A���; � ����� � � + � � � � �  � � ��� ��� � �&�B��'������ � � �,A � � � � � ��� � � � /�� �!� � �&� ��� � � � � ��� � � � � �� � ����; E �&�!� � � �&� � � ��; A���� � ����� � � �#� � � � ��� � � ��� � � / � ���!� � ��� � � ��; A������ � � ��� ) <
� �!����� � � �� � � � ��� ��' ��� � � � � � � � � � �B��� �&���
A��!� � ���2��� � � � ��� ���#� � � ��� � � � � �&�  � � � " � �� � � "��!�!�  ���  ���*�!�2" � � ���!A���� � ��� � � � �  � ����� ��� � ��� � �!�1� � � � � ��� � � ��; A���� � � � � � �
� ��� � �!�,� � � ��� � � � � < ����� � �  �&������� � � ��� � � � � ; � � ��A�� � � � � � /�� "��!��� � ����� � �������!�" ��� � � �  � � � � ���*"�� � � ��� � � �)� �"� ; �&���!� � � ��� <h �9h



c ��� � � ����� � � � � �#� � �&��; � � � � �,�*���
��A � �!�7" � � � �&� � �!�*������� � � � � � � � � � � � ����� �� � � � /������ ����� � �  �*����� < � A��*� � �gf �D����� ����� � �  �&����� � � � �#� � ����; � �3�&��� � ��A��,���0�  � �&�'(�#� �!� � �*� ��� � � � � ��� ��' �&��� � � ����� � � � � � ��A � � A��&��� � � ��� � �&�!�&� � ���"�:����� /��0��� � ��� ��'
� � ����� �  �&�!�&�!�1���!� �����&� � � �&��� �!� � �&� ��� � � � � ��� /������ � ��� ��'D����� 
 �  �����!�,� ��� ���!�
� � � � � �!�1� � � � �#� � ����; ��' � � / � ���!� � ��� � � ��; A���� E �&�!� �&��� " � " � � � � � �  � � � ���!; � � f ���' � � �  ����� � � ) < � � � � �)� � � � ����� � � � � A��&� � ��� � �C�&��� �!��� ��' �
� � � � ��� � � < h � � �; ��� � ��� �!� A����D��� � � � � ����� � �&����A � �  ����'(�#��; "����&�&������� � � ���0� � �  �&�����7��� � � � ��&� �
A��!� � �!� �&� � � � � /��>�������*� � ���*� � � � �>/�� � ���#��� � ��� � ��� � � �)� �  � ���#� � ; � �&�!� " ��  � �&�&� � � ��� � �B� �  ���*��� < e � ' � � ��� � � ����� � � � �B�#� � � � � � �)� �  ���  ���&��� '(�#�D"��
� � � � �� � ��� � ��'(�#��; � � � ���"� xt � {0, 1}d

� � ��� '(�#� � � ���  ���&� �!� � �&�  ���  ��� � � � ���1� �'� ���!� � ������ �!� � �&� ��' � � ��� � � ���  ���&��� � ����� �!� � �*� ��' � �)� ; �����#������� k � � � �&��� � � � � � � A�� � � � ������  ���&�&� < 
 � � � �&A � � ���  ���&� � �D��� � ����� " � � �&A�"��&���$��' � �$; ���6� k � �,�#��� � � � ���!� �
� ��� � ���  �&�!� � � � � ���C��� xt � {0, 1}d � � 1 � ' � ��� ��� � � � ' �����!�&� k � �
�#�&� � � � ���!��� � /��/ � � A�� 1 � � xt

< � � �&��� � � " � � � �&� � �!�*������� � � � � ��� � '������+� � � � �&���
A��!� � � � �  ����'(� � � � ��!� � �&� ��� �!�C" � �&��; �
k
� � � ���0� � � � � � � A�� � � � ��� � �  ���*�#�������!� � � ����� � ; �Bf �!� � �3; ���*�

O(k
� �
d)

; � �6� �Bf �!� < �D� ����� �#�������B� � ���"� � � / � ������� � � �&; A����"� � ��� � A������ � � + �
�&��� � ��� � � �&���0��� � ��� "��,� � � � � � � � � �*���
A��!� � �!����' ����� � � ; �2� �  � ��� � � � � � �����
���0� � �  �&����� � � � �#� � ����; ; �Bf �!� Ω(kd)

; � �6� �Bf �!� < � ��� � ��� � � ����� � ��A��  �0��'(�#��; �
�������?��� � �  �&�&��� � �������0/����

k � d �
��� � � � ��� ����� �&���,A��!� � � � � � ���  � �'� ����� � " � �� � � � A�� � � � ��� ��' '(� � / � � �"� " � ��� < � �#�D� �=���!��� � ����� � ��� �  � � � � � � � ��������' ����� p � ���#��;���0� � �  �&����� ��� �!� � �&� ��� � � � � ��� ��'

k
� � � ����� � � � � � � A�� � � � ����� �&��� � � �&� � A���� � ��� � � ���; A���� � � � ��� � �!�,� � � ��� � � � � � � � �&� � �!�*������� � � � � � <c ���2�&� � ���������#������� �?��� � �  �&�&��� � � � � �,�&�&�
��A � �!� " � � ��� � � � ��� � � � � � � ��� � ��� � �

� ��� � �!�1� � � � � h � � � ��� � � �&���*��A�� � �!��/ � � �"� �,�&�5A�� � � � �����  �*�!A���� � �,/������*�3��' x1 x �1 +

� � � + xt x �t � � �������+��� � � ����� � �,/��0���&�2��' I+ x1 x �1 + � � � + xt x �t <� �#��� � � �*� � � � �*�*� � ��� � � �!� � ���1/���� � � � � �&� � �&�  � � � � � � � � �  ���  � � ��� � � ��� ; � � � �; A�; ; � � � � �>� � /��2"@�!�!�  ���  ���&��� " � �&��/���� � � � A������#����� � ���!; � � f'� " � ����� � ;  � �
� ������� � � � �&�&��� ��' � � � � A�' � ��� � � �!� � � � � < � � � �0/����#� � � � ��� �F� � ; � � ���1/���� � �!� � �
�����&A � ���2'(�#� �  � ��� � � ; � ��� ; � � � ; A�; ; � � � � � � �  ���  � � ���!� � � �gf ������� � � � � � � � �$��'� �
	 � � � �
� � � � ��� ��� < � � � � /��>"@�!�!�  ���  ���&�!�	��� � � �&� � �!�1� � � < �
A � � �����&A � ��� � ����!� A���� ����� ��� � � ���!� ; � � � ; A�; ; � � � � �7����� � � ��� � � � �#� � ����; ��'

� � � ��� �
��� � � � � ���

� ���>�����$; � � � � � � ��'(A��*�!�C��� � � ����� � � � �#� � ����; ��' � � � ; ; �0� � ��� � � � � ����� � � � < c ���� �
	 � � � � �#� � ����; � ��� c ���!�#�&�!; ��� < h � ���D��A��D�&� � �!�,� � � � � � � + � < �
A  � �#�*�%/�� � ���#�; � � � � ���!� E 
�� 	 )�� � � � � � � � � /�� ��� � �&� �&� � � � � ��� ��� � ��� � �,A��%�#� � � � � � �)� �!� �,�&���,��A � �!� " �� �  � �gf � ��� �
�0������� � � � ��� E A�������� � � ��� ���&�!�,� � � ; � )�� � ��� �����+; � � � ; A�; ; � � � � �� �  ���  � � ��� � ����� � �B" � �&� � / � � � � � �  � � ; �! � � � ���  ���#" � �!; ��� � ���!�C�9/����+�����B�!���h � �



� � ���$�*���
A��!� � � ��' � � � ;  � �!� < e � ����� � � ; �,���0��� '(�#��; � 
�� 	 	 � � ���&� � �,�*���
��A � �!� " �� ���&�0�#� � A � ���"� � ��� � �  � � f � h � � � � �#�*���!� � ��� � �  � �gf � +�� � < �
�!��������; ����� � � �  ���� � � �*� �"� � � � � � ��� �
� � � � � c���� � �#� � � � ��� � � ��� � f �  ' � ��� �
; � � � � � + � ��� � �  � � f � � � + �'(�#�3���=�&�!��� � /�� � ��� ��A��,���+��� �����D�����!�#� � ��'��&A  � �#�&�+/�� � �&�#� ; � � � � ���!� <c ��� � � "�� � ��� � � �!�,�D'(�#��� � � �*���0���  �&�!�&�!�1���!� � � �
� � � � ��� ��� < h � �0��� � �,�*���
��A � �!�
� ��� � � � � �  �!� " � � �!� � � � �"� � � � � � � ���,� � � ��� � ����� � � � "���� � � � ��� < � � � ��/����#��� � ; � � � ���� � ��� � �,A���� � � ; �!� � ��� � / � � � � � "@� � �B� � /���"@�!�!� ���
���!��� � /�� � � �*��A�� � �!� � �  � �&���������� � � � � � � � ��� < �
�����,'(�#� � ���*� � � � ���������  � �����!�0� � � �B �  ��� ��' � ������� � � � � ��� � ��� � � ���������� +�� ���@����� �
A���� � " � � ��; ; � �&�&�!� � � � �#� � ����; ��' � ����A����"���
�!A�� � � �
� � ; � �#� � ���c � �&�1" � � ��� � � � � ��� ������; �#���B��� � �!�1� �  � ��� � � ���!�+��' � � ;  "�� �)� � � � � �*� ��� � � � � � � ����
; � � � � h � � � c ��� � � ��� � � � � ��� � � � ����� � �#�����!��� 
 �&��� f � �"� � �!�*�&����� � ��� � �#�&����A�� � � � <c ���2�*��A�� � ��' ���  �&�
��A � � � � f ������� � � � � "@���&�3�  � � �!� � � � ����/�� � �  �!� " � � �������
�  �� � � � � � � �	����� h � 	 � < c ��� A��&� ��' f ������� � � � � � "��!��� � �,�&���,��A � �!� � � � � � ��� � � �� � � � � � � + h � � ��� �&��� � ����A��!�1� �"� � � �#� f ��' � �� ����; � �"� � � � /����&; � �"� � ��� � �  � ����
�0��� ��� � � � � � � � �&� f � �&�9/*� � � � /�����; � �"� � ����� A � ��� �gf � � � ���#�&��� � � �&� �  � � �1� � � � � � �� � � ��/����#� � �D���,� f � � ; ���*� ��� � �*� � � � � ���D"��!'(�#��� �����  �#�&�!�,� ��� � � � � �!� ��' f ������� � �"�� � A�� �&� "�� '(A �)� � A��������&�*���
�,� � � �&�	�����  �  ��� ��' � ���&���#� � A � ���"� � ��� � �  �� �gf � h � � < c ��� "��
� f �7��' � � ��� � f �  ' � ��� �
; � � � � � + � ��� � ��� � � � �*� ��� � � � � � ����
� � � � � c �#� � �#��� � � � � �&�>� � � ��� � � �)� �!�1� ; ����� � � �  ��� ��� � � � ��� � � � � � �&� f ������� � � <c ���  ���,��' ��' c ���!�#���!; ��� < + � �D� �Bf �!� ')����; � �'� ����� � � � + � < � ���&��� �  ��� � �  �&�������� ���&� � ����� � �����&�!� " � � ���!A���� � ����� � � �  � �&� � ��� � � < c ��� f ������� � �*� � ���������#������� �?������ �  �*����� � �+��A��D��� � �!� � � � �"� � � � � � � ��� � ��� � � � ��� � �!�,� � � ��� h � � <
��� �
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t=1 * {ŷt +=yt}

� I :�; 7 = 8�: X�VG8 � � R ;�8�A_O%:�8@WYX I-R OQ7 � 79?V = ? � 7 = 8 R ? � 8�A>^'?�X�:�;

U Rn U p � γ
n∑

t=1
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Xn,i ��� { ����� i=1,...,N Xn,i<−L} � ����I � � � ���� C I �
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∞∑
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k=1
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∞∑

k=1

D2−(k+1)
� R : Nρ(

�
, D2−k)

I 12
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	 ��� � ��
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I H38�A I T�8@V D � ^<VG8�A
H38 7 =<I 7JOQZ A O%VJV >YC C 8�7GA9OQLcOQ: 7 = 8�VG8@:�VG8 7 =4I 7 a � A O%C E R O%8�V
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