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1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben bevezetjiik a regresszidébecslési problémat és a legfontosabb tulajdon-
sagait, tovabba attekintjiik a kiilonb6z6 regresszidbecslési eljarasokat.

1.1. Miért becsiiljiink egy regressziés fliggvényt?

A regresszivanalizisben adott egy (X,Y") véletlen vektor, ahol az X megfigyelési vektor
R9-b6] veszi az értékeit, mig az Y valos. A regresszios probléméban az érdekel benniinket,
hogy mi a kapcsolat az Y (fiiggetlen) valtozo és az X megfigyelési vektor kozott. Ez azt
jelenti, hogy keressiik azt a (mérhets) f : R? — R fiiggvényt, amelyre f(X) egy ,,jo
kozelitése Y-nak,” azaz f(X) legyen kozel Y-hoz valamilyen értelemben, azaz |f(X) —Y|
legyen ,kicsi.” Mivel X és Y véletlen, ezért | f(X) — Y| is véletlen, tehat egyéaltalan nem
vilagos, hogy mit értiink az alatt, hogy ,kicsi |f(X) — Y|”. A probléméat ugy tessziik
precizzé, hogy bevezetjik az f Lo hibdjat vagy négyzetes dtlagos hibdjdt ,

E[f(X) =Y,

és azt kérjiik, hogy ez legyen a lehetd legkisebb.
Keressiik azt az m* : R? — R (mérhetd) fiiggvényt, amelyre

Ejm*(X) - Y? = min E|f(X) - Y]

fRISR
Megmutatjuk, hogy a keresett fiiggvény az
m(x) = E{Y|X = x}
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feltételes varhato érték, amit regresszids fiigguénynek hivunk. Tetszéleges f : R — R
fliggvényre
Ef(X) =Y = E[f(X)-m(X)+m(X) -V
= E|f(X) - m(X)] + E[m(X) - Y|*,

ahol kihasznaltuk, hogy

E{(f(X) = m(
=E{E{(f(X)
=E{(/(X) =m(X
=E{(f(X (X
= 0.

X)) (m(X) = Y)}
(X))(m(X) = Y)[X}}
JE{m(X) = Y|X}}
)(m(X) —m(X))}

—m

~— —

)
)

Tehat
BIFOX) - VP = [ 1760~ mGoPutix) + Bim(X) - YE, (LD

ahol p jeloli az X eloszlasat. Az els6 tagot az f Lo hibajanak hivjuk. Ez mindig
nemnegativ, és nulla akkor, ha f(x) = m(x). Kovetkezésképp m*(x) = m(x), azaz az
Y-nek Ly hibaban optimalis kozelitése valoban m(X).

Egy gyakorlati alkalmazasban (X,Y") egyiittes eloszlasa és igy maga a regresszios
fiiggvény ismeretlen, ezért nem tudjuk kozeliteni Y-t az m(X) segitségével. Ugyanakkor
gyakran vannak adataink, amelyekbdl becsiilhetjiik a regresszios fliggvényt.

Jelolje (X,Y), (X1,Y), (Xo,Y5),... fiiggetlen, azonos eloszlastu valoszintségi vek-
torvaltozok egy sorozatét, ahol EY? < co. Legyen D,, az adathalmaz, amelyet az

Dy ={(X1, Y1), (X5, Y0)}

definiél.

A regressziobecslési problémaban a D, adatok felhasznélasaval szeretnénk becsiilni
az m regresszios fliggvényt. Az m,(x) = m,(x, D,,) regresszidbecslés az x és a D,, adatok
fiiggvénye.

A regressziobecslés kiilonbozik a regresszios fliggvénytsl, tehat be kell vezetni egy
hibakritériumot, amely Osszehasonlitja a regresszios fliggvényt és a regresszidbecslést.
Az L, hiba lesz a természetes hibakritérium, mivel

E {}m,(X) — Y]?|D, } = / () — m(x)Pu(dx) + Em(X) ~ YP.  (12)



Tehat az m,,-nek az L, hibaja akkor és csak akkor lesz kicsi, ha

o =l = [ ma(o) = () i) (1.3

kozel nulla.

A regressziobecslés klasszikus eljarasa a paraméteres regressziobecslés, amikor a reg-
resszios fliggvény paramérteres szerkezete ismert, azaz csupan a regresszios fliggvény vé-
ges sok paramérterét kell becsiilni. Példaként emlithetjiik a lineéris regressziot, amikor
a regresszios fiiggvény a komponensek liearis fiiggvénye x = (), ..., 2(¥) -nek:

d
m(zW, . 2P = ag + Zaix(i) ((z,...,2 )T e RY)
=1

valamilyen ismeretlen ag,...,a; € R egylitthatokkal (paraméterekkel). Ekkor az ada-
tokbol becsiiljiik a paramétereket, példaul ugy, hogy alkalmazzuk a legkisebb négyzetek
elvét, ahol azt az ay,...,a, paramétervektort valasztjuk, amelyre az atlagos négyzetes
hiba a legkisebb:

d 2

Y- = 3
i=1

n

1
(ag,...,aq) = arg min —Z

(Zo,...,adGRd n <
J=1

Itt X J(-i) jeloli az X; i-edik komponensét, és z = argmin, ., f(x) és z € D egy roviditést
tgy, hogy f(z) = minyep f(x). Végiil definidljuk a paraméteres becslést:

d
M (x) = ao + Y az.
i=1

A paraméteres becslés csak néhany paramétertdl fiigg, ezért mar kis n mintanagysagnal
is jo6 minGségi feltéve, hogy a paraméreres modell megfelels. Azonban a paraméteres
becslésnek van egy nagy hatranya, ugyanis a paraméteres becslés nem tudja jobban
becsiilni az ismeretlen regresszios fiiggvényt, mint a legjobb fiiggvényt a paraméteres
fliggvényosztéalyban.

Egy-dimenzios X = X esetén most és a késGbbiekben egy szimulalt adathalmaznél
illusztraljuk a kiilonb6z6 becsléseket. Ez a szimulacio n = 200 pontot tartalmaz tgy,
hogy X standard normalis eloszlast [—1, 1] intervallumra megszoritva. A regresszios
fiiggvény szakaszonként polinomialis:

(x+2)%/2 ha —1<z<-0.5,

x/2 + 0.875 ha —05<uxz <0,
M) =3 5z —0.2)?+1.075 ha 0<az <05

x+0.125 ha 05<z<1.



-1 —0.5 0.5 1

1.1. 4bra. Szimulalt adatok.

-1 —05 0.5 1
1.2. abra. Adatpontok és a regresszios fligvény.

Adott X esetén az Y —m/(X) feltételes eloszlasa nulla varhato értékd normalis a kévetkezd
szorassal:

o(X)=0.2—0.1cos(2rX).

Az 1.1 dbra mutatja a mintapontokat. Ebben a példaban szemmel nem lathato, hogy az
adatpontok mogott mi a regresszios fiiggvény. Az 1.2 dbra mutatja egyiitt az adatokat
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1.3. abra. Lineéaris regresszios becslés.

és a regresszios fiiggvényt. Az 1.3 dbraban a linearis becslés és a regresszios fiiggvény
lathato a szimulalt adatok esetén.

Tobbvaltozos X esetén nehezen lehet vizualizalni az adatokat, és ekkor a j6 minGségi
paraméteres modellt is bonyolult felépiteni, és egy rossz modellbdl levezetett regresszios
becslés altaldban gyenge mindségti. A paraméteres modellezésnek ez a rugalmatlansaga
keriilhets el, ha nemparaméteres modszereket alkalmazunk, amikor nem tételeziink fel
semmit az ismeretlen regresszios fiiggvényrdl.

A késébbiekben két konvergenciatipust vizsgalunk. Az elsé és egyben gyengébb kon-
zisztencia esetén azt koveteljiik, hogy az L, hiba

[ 160) = () Pt
varhato értéke tartson nulldhoz.

1.1 definicié Az {m,} regresszids becslést gyengén konzisztensnek nevezzik, ha

i 24 [ a0 - m 0 =0

n—o0

az (X,Y) bizonyos eloszldsaira.



1.2 definicié Az {m,,} regresszids becslést er6sen konzisztensnek nevezzik, ha

lim [ (m,(x) —m(x))*u(dx) =0 1 valdsziniséggel
n—oo

az (X,Y) bizonyos eloszldsaira.

Lehetséges, hogy egy regresszios becslés konzisztens bizonyos eloszlasokra, és mésokra
nem. A kovetkezs fejezetekben olyan m,, regresszios becsléseket vizsgalunk, amelyek
univerzalisan konzisztensek, ami azt jelenti, hogy konzisztensek minden olyan esetben,
amikor a regresszios probléma értelmezett.

1.3 definicié Az {m,} regresszids becslést gyengén univerzalisan konzisztensnek
nevezziik, ha gyengén konzisztens az (X,Y) minden olyan eloszldsdra, amikor E{Y?} <
00.

1.4 definicié Az {m,} regresszids becslést er6sen univerzalisan konzisztensnek ne-
vezziik, ha erdsen konzisztens az (X,Y) minden olyan eloszldsdra, amikor E{Y?} < cc.

Ha egy becslés univerzalisan konzisztens, akkor az Lo hiba nulldhoz tart fiiggetleniil az
(X,Y) igazi eloszlasatol. Ugyanakkor ez semmit nem mond a konvergencia sebességérdl.
A késsbbiekben az Ly hiba varhato értékének

E / 170 (%) — () P1a(lx). (1.4)

a konvergancia-sebességét is vizsgaljuk.

Természetesen adodik az a kérdés, hogy hogyan konstrualhatunk olyan becslést,
amelyre (1.4) nulldhoz tart egy nemtrivilis sebességgel az (X,Y) minden eloszlasara.
Sajnos ilyen becslés nem létezik, mivel tetszGleges becslés esetén a konvergencia sebes-
sége akarmilyen lassi lehet. A nemtrivialis konvergencia-sebességhez korlatozni kell az
(X,Y) eloszlasat, példaul fel kell tenni a regresszios fiiggvény folytonossagét.

1.2. Hogyan becsiiljiink egy regresszios fliggvényt?

Ebben a szakaszban nemparaméteres regresszidbecslés két alapvets elvét mutatjuk meg:
lokalis atlagolas és empirikus hibaminimalizalas.
Emlékeztetiink arra, hogy a regresszios fiiggvényt a

m(x) =E{Y | X = x}

6



feltételes varhato értékkel definialtuk.
Ha x az X egy atomja, azaz P{X = x} > 0, akkor a feltételes varhato értéket
hagyomanyosan a kovetkez6 modon definialjuk:

B(Y | X =x) = gt

ahol 4 az A halmaz indikatorat jeloli. Ebben a definiciéban a szamlalot az

1 n
- E Yilix,=x}
=1

atlaggal becsiilhetjiik, mig a nevezét az

1 n
- Z Iixi=x}
=1
relativ gyakorisdggal, igy a természetesen adodo regressziobecslés az

_ i Vil
Z:‘L:l Lix=x}

Altalanos esetben eléfordulhat, hogy P{X = x} = 0. Ekkor egyrészt mértékelméleti
technikakkal bevezethet6 a feltételes varhato érték (lasd Appendix a Devroye, Gyorfi, and
Lugosi [1996] kényvben). Sajnos ez a definicié nehézkesen hasznélhato a statisztikaban.
Egy ekvivalens definiciéra juthatunk a

My, (X)

oo B{Y Tgxoxg<ny )
BV =) = 0 B — x| < A}

tulajdonsag alapjan, amelybdl a kévetkezd becslés vezethetd le:

() = 2o Yilgxi—xisny
> i Lxi—xli<ny

Ezt a becslést naiv magfiiggvényes becslésnek hivjuk, amelyik egy lokalis atlagolas elvén
miikods becslés.
A lokdlis dtlagoldsos becslések altalanos alakja az

m(x) = Z W.i(x) - Y,

7



N /\\/

1.4. abra. A jobboldali becslés ésszertibbnek tiinik, mint a baloldali, amely csupén inter-
polal.

ahol a W, ;(x) = W,,;(x,Xy,...,X,) € R sulyok az X;,...,X,, fiiggvényei. Altalaban
a W,.i(x) silyok nemnativak, és kicsik”, ha X; ,téavol” van x-t6l. Lokalis atlagolasos
becslésekre példa a particids becslés, a magfiigguényes becslés és a k legkdzelebbi szomszéd
becslés. FEzeknek a becsléseknek az alapvet§ tulajdonsagait a kovetkezs fejezetekben
mutatjuk be.

Az empirikus hibaminimalizdldson alapuld becslési modszereknél adott R%-n értelme-
zett fiiggvényeknek egy JF,, csaladja. Ekkor a becslést a kovetkez6 modon definialjuk:

M (+) :argmin{%ZU(Xi) —Yi|2} , (1.5)

f€Fn

Az empirikus hibaminimalizélason alapul6é becslés minimalizalja az
1< )
S IpX) Vi (16)
i=1

empirikus Ly hibat F,-en. Vegyiik észre, hogy nincs értelme annak, hogy (1.6)-t mi-
nimalizaljuk minden (mérhets) f fiiggvényre, mivel a kapott fliggvény csak interpolélja
az adatokat, és nem egy ésszeri becslés. Ezért meg kell szoritani az F,, csaladot. Az
Fn csalddra egy fontos példa az altaldnositott linearis becslés. Legyenek {¢;}32, valos
értékd, RY%én értelmezett fiiggvények, és legyen

Iy
Fn = {f; f:ZCj¢j}~
j=1

8



Akkor az altalanositott linearis becslést a kévetkezé moédon definialjuk:
)1 9
ma() = argmind 3 (F(X) - V)

n L 2
1 n
= argming — E (E cjo;(X;) — Y;)
n
=1

n =1

Legyen m,, egy tetszoleges becslés, akkor egy x € R? pontban az atlagos négyzetes
hibat felirhatjuk

E{[m,(x) — m(x)[*}
= E{|m,(x) — E{m,(x)}[*} + [E{m,(x)} — m(x)|*
= Var(m,(x)) + |bias(m,(x))?,

forméaban, ahol Var(m,,(x)) az m,(x) valoszintiségi valtozo szorasnégyzete, és bias(m,(x))

\ Error

1 y
. h2 //
nh * /

b“

1.5. dbra. A szorés és a torzitas kapcsolata.



a torzitasa. Ebbdl kovetkezik egy felbontas az Lo hiba varhato értékére:
B { [ o) — ) i) |
— [ {0~ mGo) bt
— [ Vartm(outax) + [ bias(ma(0) Putax).

Naiv magfiiggvényes becslés esetén az 1.5 dbra illusztralja a szordsnégyzet és a torzi-
tasnégyzet fliggését h-tol, ugyanis bizonyos regularitasi feltételek esetén

[ artmamtan) = o ()

|bias(my, (x))|*u(dx) = c2h® + o (h?) .

Rd

10



2. fejezet

Partici6s becslés

2.1. Bevezetés

A kovetkezs fejezetekben attekintjiik a legfontosabb lokalis atlagolasos becsléseket. To-
vabbi részletek megtalalhatok a Gyorfi et al. [2002] kényvben.

Legyen P, = {A, 1, Apna, ...} az R? egy particidja, és tetszéleges x € R? esetén A, (x)
jelolje a P,-nek azt az A, ; cellajat, amibe x esik. A particiés regressziébecslést a

_ i Yilixiean o)
> icr Iixiean ()}

M (X)

hanyadossal definidljuk tgy, hogy definicié szerint 0/0 = 0. Ez azt jelenti, hogy a
particiés becslés lokalis atlagolas tipusu, azaz adott x esetén atlagoljuk azokat az Y-
ket, amelyekre X; ugyanabba a cellaba esik, mint amibe x esik.

A becslés legegyszeriibb specialis esetében d = 1 és az A, ; celldk h = h,, hossztuségu
intervallumok. A 2.1 — 2.3 abrak a becslést illusztraljak kiillonboz6 h esetén az 1. fejezet-
ben leirt szimuléalt adatokon. Az els¢ abran h til kicsi, mert nagy a széras, a masodikban
a h valasztasa lényegében jo, mig a harmadikban til nagy, mivel a torzitas nagy.

d > 1 estén a particio allhat h,, oldalhosszisagi kockakbol, azaz az A, ; cellak he
térfogatt kockdk, vagy az A, ; cellak lehetnek téglak h,i, ..., h,q oldalhossztisdgokkal.
[lusztracioképpen két dimenzids, korrelalt normalis eloszlas esetén a 2.4 abran a particiod
kockas, mig 2.5 abra esetén téglas.

A partici6 lehet adatfiiggs. A 2.6 dbra mutat egy ilyen particiot, ahol minden cella
ugyanannyi pontot tartalmaz. Az ilyen particiot statisztikailag ekvivalens blokkoknak
hivjuk.

11
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0.5

0.5 1

2.1. dbra. Nagy a szoras: h = 0.03, L, hiba = 0.062433.

2.2. Stone tétele

Ebben a szakaszban a particids becslés gyenge univerzalis konzisztencidjat mutatjuk meg.
A bizonyitas Stone tételére hivatkozik (2.2.1. tétel), ami egy igen hatékony és altalanos
eszkoz lokalis atlagolas tipusi becslések analizisében.

N

1 v

10.5

—1

0.5

0.5 1

2.2. dbra. Jo valasztas: h = 0.1, Lo hiba = 0.003642.

12



—~

10.5

_;1 —6.5 Oi5 1
2.3. 4bra. Nagy a torzitas: h = 0.5, Ly hiba = 0.013208.
A lokéalis atlagolas tipusu regressziobecslések
mp(X) = Zn:Wm(X) -Y;,
i=1
alakuak, ahol a Wh.i(x) = W,i(x, X4, ..., X,) € R salyok fiiggnek X, ..., X,-t6l
Altalaban a W, ;(x) stlyok nemnegativak és  kicsik”, ha X, ,messze” van x-t6l. A

kovetkezd tétel megadja azokat az altalanos feltételeket, amelyek garantaljak a gyenge a
lokalis atlagolas tipusu regressziobecslések univerzalis konzisztencidjat.

2.4. dbra. Kockas particio.

13



2.5. dbra. Téglas particio.

2.2.1. tétel (STONE TETEL). Tegyiik fel, hogy az X tetszdleges eloszldsdra teljesiilnek
az aldbbi feltételek:

(1) Létezik egy c konstans gy, hogy minden f nemnegativ értékid, mérhetd figgvényre,
amelyre Ef(X) < oo, arra minden n-re,

E {Z \Wn,xX)rf(Xi)} < Ef(X).

2.6. abra. Statisztikailag ekvivalens blokkok.

14



(1i) Létezik eqy D > 1 konstans, amelyre

P {i W, (X)| < D} ~1,

minden n-re.
(i11) Minden a > 0-ra,

lim E {Z |Wn,i(X)IH{||xix>a}} =0
=1
(iv)
> WaiX) — 1
i=1

sztochasztikusan.

(v)
lim E {Zn: Wm(X)2} =0.

Akkor a szébanforgo m,, regresszicbecslés gyengén univerzalisan konzisztens, azaz

i 24 [ a0~ m o)) } =0

n—oo
az (X,Y) minden olyan eloszldsdra, ahol EY? < cc.

A bizonyitas megtalalhaté a Gyorfi et al. [2002| konyvben.

2.3. Konzisztencia

Ebben a szakaszban megmutatjuk a particios becslés gyenge univerzalis konzisztenciajat.
2.3.2. tétel Tegyiik fel, hogy tetszdleges origo kozepd S gombre

li diam(A,, ;) =0 2.1
am | a, diam(An) (2.1)
e A, NS A
DAL N
A NS A0
n—o0 n

Akkor a particios becslés gyengén univerzalisan konzisztens.

0. (2.2)
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Kockas particio esetén

lim h, =0 és lim nhe = oo
n— oo n—o0
ekvivalensek (2.1)-gyel és (2.2)-vel.
A 2.3.2. tételt uigy bizonyitjuk, hogy ellendrizziik Stone tétel feltételeit. Ehhez sziikség
van egy technikai lemmara. Legyen B(n,p) egy binomiélis eloszlasi valoszintiségi valtozo
n és 0 < p < 1 paraméterekkel, azaz

P{B(n,p) = k} = <Z)pk(1 —p)" k. k=0,1,...,n.

2.1 lemma Legyen B(n,p) egy binomidlis eloszldsi valdsziniségi viltozé n és 0 < p <1
paraméterekkel. Akkor

(i)

E{l + 131(?%729)} : (nil)p’
(i)

1 2
Ed—— Tz <=
{B(n,p) 7 ’p)>0}} ~ (n+1)p

B1zONYITAS. (i) kovetkezik az alabbi egyszert szamolasbol:

{rmmm) - S

1 &= +1 k n—k+1
: (n+1)pk_0( k )p<1_ )

1 n+1
B 1
 (n+1)p



(ii) esetén

1 2 &
el 1 1, <E =
{B(n,p) {B( ,p)>0}} — {1+B(n,p)} ~ (n+1)p
az (1) miatt. )

A 2.3.2. TETEL BIZONYITASA. A bizonyitas abbol all, hogy ellendrizziik a Stone tétel
feltételeit (2.2.1. tétel). Mivel definici6 szerint 0/0 = 0, ezért

Wn,i (X) = H{XieAn(x)}/ Z I[{XZGA”(X)}.

=1

(i) ellendrzéséhez elég megmutatni, hogy létezik egy ¢ > 0 konstans tgy, hogy minden f
nemnegativ fiiggvényre, amelyre Ef(X) < oo, teljesiil

Zl 1 I[{XlEAn(X)}

{Zf Iix,ea,(x)} } < cEf(X).

Vegyiik észre, hogy

n Lixeaa(x)}
E fXi) =5
{ i=1 > xea, x)y

n H{X €A (X)}
_ ]E f(X ) n
Z { 1+ Zl# Iix,e4,x)}
f(

1
(X)I
1 {X1€4,(X) }1 + Zl;ﬁl ]I{XleAn(X)} }

1
. o1 X, X
n { { ix,eanx)} L+ s Ixieanxyy| 1 }}

1
1) {X1€4,(X)} 1+>0, Lix,ea,(x)} 1

1
f X1 Ix,eca, E{ n X}} 7
Mix,ea,x)} T4+ Ixyea, x)

17




ahol kihasznaltuk, hogy X, Xy, ..., X, fiiggetlenek. A 2.1 lemma miatt a fenti varhato
érték feliilrsl korlatozhato:

nE{f(Xl)H{xleAn(X)}m} = ZP{XEAM}/A _f(u)u(du)

1
11(Anj)

= [, fudn) = Ef(X),

tehat az (i) feltétel teljesiil ¢ = 1 konstanssal. Konnyen lathato, hogy az (ii) feltétel
teljestil D = 1 konstanssal. Az (iii) feltétel ellendrzéséhez valasszunk egy origo kozepi S
gombot. Akkor a (2.1) feltétel miatt elegenden nagy n-re és A,, ;NS # 0-re diam(A, ;) <
a. Ekkor X € § és ||X; — X|| > a esetén X; ¢ A,(X), ezért

D1 X, e, (X)X X, |[>a)
nfin (An(X))

e i LXieAn (0 X 40 (X0, X=X >a}
e npin(An (X))
= 0.

Iixesy » Wai(X)x,—x>a) = Lixes

=1

Ebbél kovetkezik, hogy
limsup £ Z Wi (X)L x,—x|>ap < p(5€).
" i=1

A (iv) feltételher vegzilk észre, hogy
P {Z W,(X) # 1} = P {un(Ad(X)) = 0)
- = ZP{X € Anj, tin(A,;) = 0}
= YA nA )
< Y A S A )

j:An’jﬁSZQ j:An,jﬁS;«é(ZJ

Az elemi
(I1—2)"<ze™< ! (0<z<1)
x(1— —
- ~en - -

18



egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

P{X)%AXHH}Su@ﬂ+§ﬂﬁr&mﬂ5%mk

A jobboldal els6 tagja tetszélegesen kicsi lehet az S gomb valasztaséval, mig a méasodik
tag nullahoz tart a (2.2) feltétel miatt. A (v) feltétel igazolasahoz megjegyezziik, hogy

Z W () = 1 et if p,(An(x)) >0,
el 0 if pn(An(x)) =0,

amibdl kovetkezik, hogy
E {Z ani(xf}
i=1
1

< P{X e S} + E E {H{XGAn,j}—H{un<An,j)>0}}
Al n:un(A )
J:Ap, jNSH#D

n,J
< pS)+ D u(An,j)—Q
) ni(A, )
JiAn,j 750

(2.1 lemma miatt)
2 ..
= WS+ 21 A0S £0)].

Az el6z6hoz hasonlo gondolatmenettel a bizonyitas teljes. ([l

2.4. Konvergenciasebesség

Ebben a szakaszban a E|m,, —m||? konvergencia-sebességét szamoljuk ki kockds particio
és Lipschitz folytonos regressziofiiggvény esetén.

2.4.3. tétel h, oldalhosszusdgu kockds particio esetén teqyiik fel, hogy
Var(Y|X =x) < 0%, x € R?,
m(x) — m(z)| < Clix — 2], x,2 € R, (2.3)

19



és X tartoja a kompakt S halmaz. Akkor

2 2
Ellm, —m||? < eZ S“pzeffdm(z)' +d-C? 12,
n-n,

ahol ¢ csak d-tdl és az S dtmérdjétdl figg, tehdt

1/(d+2
h —cf(az+supzes|m<z>|2> S

vdalasztds esetén

2/(d+2)
E|jm, —m|* <" (02 + sup |m(z)\2> C24/(d+2) =2/(d+2),

zeS

B1ZONYITAS. Legyen

Doy X x, e a, (0}
Nty (An (X))

M (x) = E{m,(x)|Xy,...,X,} =

Akkor

E{(mn(x) — m(x))?|Xy,..., X, }
= E{(mn(x) — m,(x))?|1X1, ..., X} + (1, (x) — m(x))2

Egyrészt a szoras tipusu tagra azt kapjuk, hogy

E{(m,(x) — 1m,(x))} X4, ..., X, }
- E { (ZL(Yi - m<Xi))]I{Xi€An(x)}>2 ‘Xh . ,Xn}

Ny (An (X))
>y Var (Vi Xo)[ix,ea, (0}
(npn(An(x)))?

0.2

IA

—1 npn (An(x .
n,un(An(X)) {nun(An(x))>0}

20
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Masrészt a torzitas tipusu tagra a Jensen egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy

_ (i mXe) = m))xiean 0y |
- n,Un(An(X)) {npn(An(x))>0}
+110(%) L (An ()0}
Z?:l(m(Xl) - m(X))ZH{Xz’GAn(x)} I
nﬂn(An<X)) {npn(An(x))>0}

+ (%) Ty, (A (x))=0}
< d- CPh L g (A ()0} + M(X) L (4, ()0}

(a (2.3) ésa max |x—z||* <d-h2 miatt )

z€EAn(X) "

(120 () — m(x))*

IN

< d-C?h% + m(x)*Linu, (A, () =0}

Az altalanossag rovasa nélkiil feltehetjiik, hogy a kompakt tarté S maga is egy kocka,
mégpedig az A, 1, ..., A,;, cellik unidja. Akkor

B

I, <

S

»n =

valamilyen ¢ konstansra, amelyik ardnyos az S térfogataval, tehat a 2.1 lemma és a (2.4)

miatt
{30~ ) (e

= B a0~ 2utax) | + 2 [ G100 - )t

l

- 9 ,U(Anj) 272
E{ ——1 dC=h;,

2 {wnmn 2ot g

+ZE {/ m (dX)H{Mn ) 0}} s

21
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tehat

B { / () — m<x>>2u<d><>}

l

~ 202 (A )
7=1
2 n
< 1, i +dCh; +sup {m(2)} 3 p(Ans)(1 = plAng))"
252 - SuPzeSm(z)2 —np(An,j)
<+ dCHE SUp nju(Anj)e "
J
% 9 2,.—1
< =+ dC Ubses Miz)e
n
(mivel sup, ze™* = e 1)
< (207 tsupegm(z)e ) dC?h2.

d
nhd

22



3. fejezet

A magfuggvényes becslés

3.1. Bevezetés

A magfiiggvényes regressziobecslés a kovetkezs alaki:

YL vk ()
YLK (52)

My, (X)

amennyiben a nevezd pozitiv, és 0 egyébként. Itt a h, > 0 savszélesség csak az n
mintanagysagtol fiigg, mig a K : R? — [0, 00) fiiggvényt magfiiggvénynek hiviuk. A 3.1
4bra mutat néhany példat. Altaldban K (x),nagy”, ha ||x|| ,kicsi,” ezért a magfiiggvényes
becslés is lokalis atlagolas tipust.

A 3.2-3.5 abrak a magfiiggvényes becslés szemléltetik naiv magfiiggvény (K (x) =
I{ixj<13) és Epanechnikov magfiiggvény (K (x) = (1 — ||x||?)+) és kiilonboz6 h, valasztés
esetén az 1. fejezetben leirt szimulélt adatokon.

A 3.6 abra mutatja az Lo hibat h fliggvényeként.

K (2) = Iai<yy - 4K () = (1-2%)1 tK(z)=e"

3.1. dbra. Példak magfiiggvényre.
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-1 -05 0.5 1
3.2. 4bra. Magfiiggvényes becslés naiv magfiiggvénnyel: h = 0.1, Ly hiba = 0.004066.

3.2. Konzisztencia
Ebben a szakaszban ismét a Stone tétel segitségével bizonyitjuk a konzisztenciat.

3.2.1. tétel Tegyiik fel, hogy létezik két origo kozepd gomb Sy, r sugdrral és Sor R

-1 —0.5 0.5 1

3.3. dbra. Magfiiggvényes becslés Epanechnikov magfiiggvénnyel: h = 0.03, Ly hiba =
0.031560.

24
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1 —05 0.5 1

3.4. dbra. Magfiiggvényes becslés Epanechnikov magfiiggvénnyel: h = 0.1, L, hiba =
0.003608.

sugdrral (0 <r < R) és eqy b > 0 konstans gy, hogy

[ixesory = K(x) > blixes,,

(dobozos magfiigguény). Legyen m, a magfiiggvényes becslés. Ha h, — 0 és nhd — oo,
akkor a magfiigguényes becslés gyengén univerzdlisan konzisztens.

A 3.7 abra is mutatja, hogy a dobozos magfiiggvény kompakt tart6ja, és az origd egy
kornyezetében pozitiv alsé korlatja van.

B1ZONYITAS. Legyen

Ky (x) = K(x/h).
Ellenérizziik a 2.2.1. tétel feltételeit, amikor a stlyok
Kh (X — X1>

A TS V)

Az (i) feltétel azt jelenti, hogy

E{zﬂkux—&vm»

S (X = X)) } < E{f(X)}

25



egy ¢ > 0 konstanssal. A

5 { S KX Xz»)f(Xi)}

2 Kn(X = X;)

- { Kn(X = X1)f(X1) }
S Kn(X = X))

E { (X~ X)) f (X)) }
Ki(

X = Xyp) 4 2 Kn(X = Xj)
- n/f(u) E {/ Khp(x — u)[ihggguf)fh(x - Xj)u(dX)}] e

miatt elegendd megmutatni, hogy minden u-ra és n-re teljesiil, hogy

Kh(X—ll>
E{/Kh(x—u)—kzyQKh(X—Xj)M(dX)} <

A K kompakt tartojat lefedhetjiik véges sok gombbel, amelyek az Sy, /2 gdmb eltoltjai,

31

-1 —0.5 0.5 1

3.5. dbra. Magfiiggvényes becslés Epanechnikov magfiiggvénnyel: h = 0.5, Ly hiba =
0.012551.

26



 Brror

3.6. abra. Az L, hiba Epanechnikov magfiiggvény esetén mint a h fiiggvénye.

x;, 1 =1,2,..., M az eltolt gombok kozepeit! Ekkor minden x-re és u-ra

M
Kp(x—u) < Z H{x€u+th-&-So,rh/2}'
k=1

Tovdbba x € u + hxy, + Sorn/2-b6l kivetkezik, hogy

u+ hxk‘ + SO,rh/Q Cx+ SO,’I‘h

+ K(x)
1

3.7. abra. Dobozos magfiiggvény.
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3.8. abra. Ha x € S, /2, akkor S, /2 C Sy .

(lasd a 3.8 abrat). Ebbdl a két egyenl6tlenséghdl azt kapjuk, hogy

IA VAN
NE
=

IA

IN

IA

S| =
Ms

IA

=

Kp(x —u)
{ Kp(x —u) +Z?:2 Kh(X—Xj)’u(dx)}

R —w pi(dx)
u+t+hxr+So,rh/2 Kh(x - 11) + Z?:Q Kh<x - Xj)

T

1 {
: (dx)
n plax
E

NE
=
—

B
Il
—

S| =
M=

1
0 pi(dx)
/u+hxk+SO,rh/2 1 + Z]:Q H{X] EX+SO,T‘}1} }

T

1

1
A p(dx)
/11+th+50,m/2 1+ Zj:z H{Xj cuthxp+So rh/2} }

p(u+ hxy + Sorn/2)
1+ Z?:Q H{Xj €ut+hxp+So rhy2}

>
Il
—

S| =
M=
=

S| =
()=
&=
— —

e
Il
—

w(a+ hxg + 5 Th/g)
(11 + hxy + SO,rh/Q)

a\v

o "
2.1 lemma miatt)

=S
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Az (ii) feltétel teljesiil D = 1 konstanssal.
Az (iii) feltétel teljesiil, mivel h, R < a esetén

2 i1 Koy (X = X)X, X |50y _
it K, (X = XG)

Z [ Wi (X) Lg%, —x | >0} = 0.
=1

Az (iv) feltétellel kapcsolatban megjegyezziik, hogy

1— Z Wmi (X) = H{ZLI Kp,, (X—Xi)zo}’
=1

ezért

P{l#iWnﬂ(X)} = P{Zn:Khn(X—Xi)ZO}
< P{ZH{Xz‘¢Sx,rhn} :O}

= P{un(Sx,rn,) = 0}
- / (1~ 1(Snepny))" ().

Vélasszunk egy origd kozepti S gombot, akkor

P {1 £ in(X)}

< [ e + (s

1

TS )u(dX) +p(59)

— / nu(Sx’rhn)efn/"(Sx,rhn)
S

1
= maxue * | ————u(dx) + u(S°).
: / ) + ()

Az S gomb vélasztasaval a masodik tag tetszGlegesen kicsi lehet. Az elsG tag esetén

talalhatok zi, ...z, pontok gy, hogy az Sy, rn,/2; - - -5 Sayy, rhi /2 EOMbOk unidja lefedi
S-et, és 3
¢

M, < h—g.
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Ekkor

H{xes o /2}
~——p(dx)

[
>

/ ]I{XGS rhn/2}

< p(dx)
z] rhn/2
< _”
n
< £ (3.1)
~ nhd ' ‘

A (v) feltétel igazolasa is egyszert, mivel K (x) < 1, és igy minden § > O-ra

IN

IN

IN

IN

Z?:l Khn(X — Xi)2
(e Kn, (X = X;))?
Z?:l Khn(X — Xz)
(= Kn, (X = X;))?

1
min < 0, =
{ Zi:l Khn (X - XZ) }

{0 st
min < 0, —
Zizl b]I{XiESX,'rhn}
1

I
n n )
Zi:l bH{XiGSX’Thn} {Zi:lﬂ{xiesx,rhn}>0}

o+

ezért elegendd megmutatni, hogy

25

1
I, — 0.
?:1 H{XiGSX,rhn} {Zi:l H{Xiesx,rhn}>0}
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Az el6bbi S gombre

1
EJ <= T,
{ ZZ‘:1 H{X’iESX,rhn} {Zi:l H{Xiesx,rhn}>0} }
1 (&
. { 2?21 H{Xiesxmhn} ]I{Z?:1 H{xiesxmhn}>0}ﬂ{x€5}} + u(S°)

1 C
2 { (n+ 1)M<Sx,hn)H{XES}} ulE)

(a 2.1 lemma miatt)

= (S,

IA

IN

és igy az S gomb valasztasaval a bizonyitas teljes. O

3.3. A konvergencia sebessége

Ebben a szakaszban kiszamoljuk a E||m,, — m||*> konvergencia-sebességét naiv magfiigg-
vény és Lipschitz folytonos regresszidfiiggvény esetén.

3.3.2. tétel Naiwv magfiigguény és magfiigguényes becslés esetén tegyiik fel, hogy
Var(Y|X =x) < 0% x € R?,

m(x) — m(2)| < Cllx — |, x,2 € R,
tovdbbd X tartdja a kompakt S* halmaz. Akkor

02 + sup,c g |m(z)|

2
hd +02h72w
n-hd

E||m, — m||2 <¢

ahol ¢ csak az S* datmérdjétdl és d-tdl figg, ezért

1
n d+2

2
[ 07 +Sup,eg«
h, =c ( 2

vdalasztds esetén

2/(d+2)
E||m, —m]|?* < <02 + sup |m(z)|2> 23/ (d+2) , =2/(d+2)
zeS*
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B1zONYITAS. A 2.4.3. tétel bizonyitasdhoz hasonldéan jarunk el. Legyen

m (X) — Z?Zl m(Xi)]I{XiESx,hn}
" nun(sx,hn)

Y

akkor megkapjuk a (2.4) felbontéast. Ha B,,(x) = {n,(Sxx,) > 0}, akkor

E{(mn,(x) — m,(x))*1X1, ..., X5}
. { (zz;lm - m<Xi>>H{xiesx,hn}) X, ’Xn}

nﬂn(Sx,hn)
Z:’L:l Var<Y;|Xi)]I{X'L€Sx,hn}
(nftn (SX,hn ))?
0.2

nlu”n (Sx:hn )

IN

]IBn(x) .

A Jensen egyenlGtlenség és Lipschitz feltétel miatt

(1 (x) — m(x))?
<Z?:1(m(Xz~) — m(x))Lx,e8n,
n:un(SX,hn)
Doy (m(Xy) = m(x))?Iix es, .,
nlun<Sx7hn)
C2hi]13n(x) + m(X)Z]IBn(x)c
CZhi + m(X)Q]IBn(x)c.

2
}> ]IBn(x) —+ m(X)QI[Bn(X)c

) ]IBn(x) + m(x)2]IBn(x)c

IAINA
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Ezt és a 2.1 lemmét felhasznalva kapjuk, hogy
{ [ a0~ m) ()
= B a0~ s 2tax) | + 2 { [ a0 - ()

0_2
= o Vi (San) dx) + C?h?
> /* {n“n(Sxﬁn) {Hn(Sx,hn)>O}} ,u( X) + s
+/* K {m<x)2l{ﬂn(5x,hn):0}} M(dX)
202 - ) )
S* nl’[’(’sx,hn) g
202 272 9 (S )
< ————p(dx) + C*hZ + sup m(z) e~ (Sxnn) 1y (dx)
S* nM(Sx,hn) z€S* "

1
< 202/ ————u(dx) + C*h?
s S

1
+ sup m(z 2maxu6_“/ —pu(dx).
( ) S* n/‘L(Sx7hn) ( )

zES* u

A (3.1)-re hivatkozva tgy, hogy az ottani S gomb tartalmazza S*-ot, ezekbdl az egyen-
16tlenségekbs]l mar kovetkezik a tétel allitasa. 0
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4. fejezet

k legkozelebbi szomszéd becslés

4.1. Bevezetés

Rogzitett x € R? esetén rendezziik az (X1,Y)),...,(X,,Y,) adatainkat az | X; — x||-ek
névekvs sorrendjében. Az atrendezett adatainkat jelolje

(Xm (x); Yam) (%), - (X (%), Yinny (%))

vagy egyszertien
(X(l,n)a Y(l,n))7 ey (X(n,n)a YV(n,n))»

ha nem szérmazik beléle keveredés. X ,y(x)-et az x k-adik legkozelebbi szomszédjanak
(k-NN) nevezziik.
A k,-NN regressziobecslést a kévetkez6 modon definialjuk:

k
1 n
=1

Ha X; és X; ugyanakkora tavolsagra vannak x-t6l, azaz || X; —x|| = [|X; —x||, akkor
fel kell oldani ezt a dontetlent. Ezt tobbféleképpen tehetjiikk meg. Példaul mondhatjuk,
hogy X; ,kozelebb” van, ha ¢ < j, azaz a dontetlent az indexek alapjan oldjuk fel. Az
egyszeriiség kedvéért a késGbbiekben feltessziik, hogy a dontetlen valdszintisége 0. Elv-
ben ez a u eloszlasra egy feltétel, példaul p-nek nem lehet atomja, és igy a szobanforgd
allitasok nem univerzalisak, viszont az X megfigyelési vektorhoz egy randomizalé kom-
ponenst hozzdadva automatikusan teljesiil ez a feltétel. Formaélisan, legyen (X, Z) egy
véletlen vektor ugy, hogy Z és (X,Y) fiiggetlenek, tovabbéa Z egyenletes eloszlasu a [0, 1]
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X(5,6)(x)

X(4,6)(x)
X(1,6)(x)
X
X(2,6)(x)
X(3,6)(x)
X(6,6)(x)

4.1. abra. A legkozelebbi szomszédok illusztracioja.

intervallumon. Ennek megfelelGen kiegészitjiik az adatainkat 7, Z,, ..., Z, randomiza-
lassal ugy, hogy (X, Z;) és (X, Z) azonos eloszlastiak. Ebben az esetben a dontetlen
valoszintisége 0. A késébbiekben feltessziik, hogy az X megfigyelésvektornak mar van
egy ilyen randomizalé komponense, és ily moédon minden x-re az ||X — x||? valoszintiségi
valtozo eloszlasa abszolit folytonos.

A 4.2 — 4.4 abrak a k,-NN becslést illusztraljak a k,, kiilonb6zd valasztasainadl, illetve
a 4.5 dbra mutatja az Ly hibat a k,, fiiggvényeként.

1 05 05 1
4.2, abra. Kicsi k, = 3, Ly hiba —0.011703,
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4.3. abra. Jo k, = 12, Ly hiba —0.004247.
4.2. Konzisztencia

Ebben a szakaszban bizonyitjuk a k-NN becslés gyenge univerzalis konzisztencidjat.

4.2.1. tétel Ha k, — oo, k,/n — 0, akkor a k,-NN becslés gyengén konzisztens az
(X,Y) minden olyan eloszldsdra, ahol a diontetlen valdszintsége 0 és EY? < oo.

"1 05 0.5 1
4.4. dbra. Nagy k,, = 50, Ly error =0.009931.
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+ BError

0.2+

T

4.5. dbra. A k-NN becslés Ly hibaja a k fliggvényeként.

A Stone tétel feltételeinek az ellenérzéséhez sziikségilink van néhany lemméra.

4.1 lemma Azon x pontok halmazdt, amelyekre u(Sx.) > 0 minden ¢ > 0-ra, a p
tartojanak hivjuk. Ha x € support() és lim, oo kn/n =0, akkor

1 X (k) (X) = x[| =0

1 valosziniséggel.

BIZONYITAS. Legyen € > 0. Definici6 szerint x € support(u) azt jelenti, hogy 11(Sx.) >
0. Vegyiik észre, hogy

l & k.,
{IX () (x) — x| > €} = {ﬁ > Iixies, < g} :
i=1

A nagy szamok er@s torvénye miatt

1 n
E Z]I{Xiesx,e} - /’L(Sxae) > 0

i=1
1 valoszintiséggel, tovabba a lemma feltétele miatt

k.,
— — 0.
n

Kovetkezésképp || Xk, »)(x) — x| = 0 1 valoszintiséggel. O
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4.2 lemma Legyen
Bu(x') = {x: p( S ) < a}
Akkor minden x' € R%-ra
p#(Ba(x')) < 7aa,

ahol vq csak d-tdl fiigg.

B1ZONYITAS. Legyen C; C R egy m/3 szdgi origd csicsi kiup. Egy ilyen kipnal ha

u,u’ € C; és ||u|l < ||u, akkor ||lu —u'|| < ||u’|| (lasd 4.6 abra). Legyen Ci,...,C,,
ilyen kupoknak egy csaladja kiilonboz6 iranyokkal tgy, hogy az uniéjuk lefedi R?-t:

Vd

e =nr"

j=1
Ekkor

Yd
p(BLx)) < S0 (X + O} 1 BL()).
i=1
Legyen x* € {x' + C;} N B,(x’). Akkor a kup tulajdonsag miatt azt kapjuk, hogy
p({x" + Ci} N Sy x| N Ba(X')) < 1S o)) < @,
ahol kihasznaltuk, hogy x* € B,(x’). Mivel x* tetszéleges, ezért

n({x' + Ci} N B,(x')) < a,

@)

4.6. abra. A kup tulajdonség.
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és ezzel lemmét bebizonyitottuk. 0

A lemmanak egy kozvetkezménye, hogy azon Xi,..., X, pontok szdma, amelyekre
X egyike az 6 k legkozelebbi szomszédja, nem nagyobb, mint egy konstansszor k:

4.1 kovetkezmény Tegyiik fel, hogy a dontetlen valdszinisége 0. Akkor

n

E I4x egyike az Xi k NN-jének {X1,oXi1,X,Xis1,Xnd-bol } < KVd
=1

1 valdsziniséggel.

BizONYITAS. Alkalmazzuk a 4.2 lemmat a = k/n és olyan p esetén, amikor az az
empirikus eloszlas j, a Xi,...,X,, mintadra, azaz minden A C R? halmazra pu,(A) =

(1/n) >0 Ix,eay. Akkor
Bion(X) = {X f i (Sx x-x) < k/”}
és
X; € Bi/n(X)
& in(Sx; xi-x)) < k/n
& X egyike az Xz k NN-jének {Xl, e 7Xi—17 X, Xi+1, R ,Xn}—bc’il
1 valoszintiséggel, ahol a mésodik <-nal alkalmaztuk azt a feltételt, hogy a dontetlen

valoszintisége 0. Ez a 4.2 lemmaéval egylitt azt eredményezi, hogy

n

i=1
= 2 LixieBin 0}
= n fin(Br/m(X))
< kva
1 valoészintiséggel. 0
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4.3 lemma Teqgyiik fel, hogy a dontetlen valdszinisége 0. Akkor minden f integralhato
fiigguényre és minden n-re és k < n-ra

ZE{U(X(M)(X)H} < kvaE{[f(X)[},

ahol vq csak a dimenziotol fiigg.

B1zoNYITAS. Ha f egy nemnegativ fiiggvény, akkor a 4.1 kovetkezmény miatt

Z E{f(Xun(X))}

= K {Z H{Xl egyike az X k NN-jének {Xji,...,Xy}-b6l }f(Xz)}

i=1

n
- E {f(X) E ]I{X egyike az Xl k NN—jének {Xl ..... Xi—11X7Xi+l ..... Xn}—bfﬂ }}

i=1
(feleserélve X-et és X;-t)

< E{f(X)kya},

és ezzel a lemma bizonyitasa kész. U

A 4.2.1. TETEL BIZONYITASA. Ismét a Stone tétel (2.2.1. tétel) feltételeit ellendrizziik.
A W, (X) stulyok értéke 1/k,, ha X, egyike az X k, legkézelebbi szomszédjanak, és
0 egyébként, tehat (ii) és (iv) automatikusan teljesiil. A (v) feltétel is teljesiil, mert
k, — oco. A (iii) feltételhez vegyiik észre, hogy minden € > 0-ra

E {Z Wn7i(X)]I{xi—X||>e}}
i=1
= / E {Z Wn,i(X)]I{nxixnx}} p(dx)
i=1
1 kn
= /IE {k_ Z ]I{||X(i7n)(x)x||>6}} pu(dx) — 0
" =1

teljesiil, hacsak

/]P’{HX(kn,n)(x) — x| > €} p(dx) — 0, (4.1)
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ahol X1, »)(x) a x jeloli k,-edik legkézelebbi somszédjat X, ..., X,,-bol. x € support(u)
esetén k,/n — 0 és 4.1 lemma miatt

]P’{HX(kmn)(x) - x| > e} —0 (n— o0).

Ebbdl és a dominalt konvergeciatételbsl kovetkezik (4.1). Végil az (i) feltételhez elég
megmutatni, hogy minden nemnegativ f fliiggvényre, amelyre E{ f(X)} < oo, és minden
n-re

"1
E {Z k_n]I{XZ egyike az X k NN-jének {Xi,...,Xn}-b6l }f(Xz)} S c-E {f(X)}

i=1
valamilyen ¢ konstansra. A 4.3 lemma miatt ez az egyenlStlenség teljesiil ¢ = 4 kons-
tanssal, és igy a (i) feltételt is ellendriztiik. O

4.3. A konvergencia-sebesség.

Ebben a szakaszban kiszdmoljuk a E||m,, — m||* konvergencia-sebességét a k,NN becslés
esetén.

4.3.2. tétel Teqgyiik fel, hogy X korldtos,
oi(x) = Var(Y|X =x) <o*> (xeRY)
€s
m(x) —m(z)] < Cllx —z| (x,z €RY),
tovdbbd d > 3. Legyen m,, a k,-NN becslés. Akkor
2 k 2/d
E||m, —m|?* < Z— +e - C? (—n) ,

n

ezért ky = ¢ (02/C2)Y*) naia esetén

E|m, — m|? < o2 Cotan a2,

A 4.3.2. tétel bizonyitasahoz sziikségiink van a legkdzelebbi szomszédok tavolsagainak
a konvergenciasebességére.
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4.4 lemma Teqgyiik fel, hogy X korldtos. Ha d > 3, akkor

C
n2/d’

E{1X 1.n(X) = X[} <

B1zoNYITAS. Rogzitett € > 0 esetén
P{[ X1 (X) = X[ > e} = E{(1 — p(5x.c))"}-
Legyen Ay, ..., Ay a korlatos tartoju p egy kockas particioja gy, hogy az A; cellak
atmérgje e, és
N(e) < <.
€

Ha x € A;, akkor A; C Sk, ezért

N(e)
B((1=n(Sx )"} = 3 [ (1= ulSo))n(ax

VAN

N(9)
> [ (= Ay utax)

N(e)
= DAY — A"

Természetesen
N(e) N(e)
ST (A A < S maa(1 - o)
j=1 j=1
Ne)
< Zmaxze nz
=
e 'N(e)
N n
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Ha L jeloli a p tartojanak az atmérgjét, akkor

E{[X0(X) - X[} = / T P{X (1 (X) — X[ > €} de

= /0L2 P{[[ X 1.0)(X) = X[| > e} de
< /Lzmin{l,e_lN—(\/a}de

n

L? c
< / min {1, —e_d/Q} de
0 en

(c/(en))?/4 P
= / lde + — e 2 de
0 EN J(c/(en))2/d

C
n2/d

d > 3 esetén.
A 4.3.2. TETEL BIZONYITASA. Alkalmazzuk a kovetkezs felbontést:

E{(ma(x) —m(x))*} = E{(ma(x) = E{m,(x)|X1, ..., X,})*}
+E{(E{m,(x)|X4,..., X, } —m(x))*}
= L(x)+ L(x).

Az els6 tag egyszertibb:

L(x) = E (k—ln ‘n (m,m(x)—m(X(i,n)(X))))

A
|
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A mésodik tag esetén

L(x) = E —Z(m(X(i,n)(X))—m(X))>

2

IN
&=

> (X () — ()

k 2
1 n

< 2] (30000 )
noi=1

Legyen N =k, L%J Szegmentaljuk a X;,...,X,, adatainkat k, + 1 részre gy, hogy az
els6 k,, rész hossza [k”—nj, és legyen X;‘ az X els6 szomszédja a j-edik részbdl. Akkor X’f,
e 5(7;” a {Xy,...,X,}-nek k, darab kiillonb6zs eleme tugy, hogy

kn ko,
> Xy () = x| < > X5 x|
i=1 P

tehat a Jensen egyenlStlenség miatt

k 2
1 K-
2 X
L(x) < C°E <_kn jEZl 1X5 —x||>

IN

o B (1% —xJ?)
"
= CE{|X5 - x*}

= CE{IXq 00 -]}

A 4.4 lemmabol kovetkezik, hogy

IN

{%J " {”Xmﬁn(X) - X||2}

< const.
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5. fejezet

Id6sorok predikcidja

5.1. A predikcios probléma négyzetes hibaval

Ebben a fejezetben valos értéki sorozatok predikcidjat vizsgaljuk. Minden t = 1,2, ...

idépontban a prediktor ad egy becslést a valos értékd yq, yo, ... sorozat t-edik elemére,
azaz y,-re, ha adott a sorozat y! ™' = (yy,...,y_1) multja (itt 39 jeldli az iires szegmenst)

és xi = (x1,...,%;) megfigyelési vektorok, ahol x; € R? . A prediktor becslése tehat a t
idspontban az x! és a 3! szegmenseket hasznalhatja fel. Maga a predikcios stratégia

g (R xR 5 R

fiiggvényeknek egy g = {g;}5°, sorozata tgy, hogy a predikci6 a t id6pontban g,(xt, i ™).
A késébbiekben feltessziik, hogy (x1,41), (X2,92), ... egy (X1,Y7), (X2, Y2),... valo-
szintiségi valtozosorozat realizécioi ugy, hogy a {(X,,Y,)}>, sztochasztikus folyamat
stacionarius és ergodikus.
Az n-edik id6pontban a prediktort az dtlagos négyzetes hibdval mingsitjiik:

L) = 30X, Vi)~ Vi)

t=1

Az a cél, hogy nagy n-re legyen L,(g) kicsi.
Ebben a vonatkozésban ismert az elvi optimum, ugyanis Algoet [1994] megmutatta,
hogy minden g predicios stratégiara és stacionarius, ergodikus {(X,, Y,,)}>, folyamatra

liminf L, (¢g) > L* 1 valoszintséggel, (5.1)
n—oo

ahol

—00

L =E(Yo - BYy[X° _,v)?
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a legkisebb atlagos négyzetes hiba, amennyiben Yy-ra adunk becslést a teljes X° __, Y.L
végtelen milt ismeretében.

Ennek az elvi hatarnak az eléréséhez viszont sziikség van a {(X,,,Y;,)}>, folyamat
egyiittes eloszlasainak az ismeretére, tehat egy igen fontos probléma, hogy csak a folya-
mat multjat megfigyelve vajon elérheté-e ez az elvi optimum.

5.1 definicié A g predikcios stratégidat a {(X,, Y,)}>2,, staciondrius, ergodikus folyama-
tok eqy C osztdlydra nézve univerzalisan konzeisztensnek hivunk, ha az osztdly minden
folyamatdra

lim L,(g9) = L* 1 valdsziniséggel.
n—oo

5.2. Univerzalisan konzisztens particiés stratégia

A kovetkezd szakaszokban korlatos ergodikus idGsorok esetén vezetiink be univerzalisan
konzisztens prediktorokat. Feltessziik, hogy |Yy| < B, és ismert egy B korlat.

A predikcids stratégiat ugy definialjuk, hogy tgynevezett elemi prediktork konvex
linearis kombinaciojat vessziik, ahol a siilyozé egyiitthatok fiiggnek az elemi prediktorok
miultbeli hibaitol.

Bevezetiink elemi prediktorok R k ¢ = 1,2, ... kétindexes halmazat a kovetkezd
modon. Legyen P, = {A;,j = 1,2,...,my} az R particiéinak egy sorozata, és Q; =
{Bij,j = 1,2,...,mj} az R? particiéinak egy sorozata. Ezek a particick generalnak
kvantalokat:

Fy(y) =j, hay € Ay

és
Ge(X) = j, ha x € B&j .
Gyorsirasos jeloléssel minden n-re és minden y € R"-re legyen Fy(y7) a Fo(y1), .- ., Fi(yn)
szegmens, és hasonléan minden x} € (R¥)"-re legyen Gy(x7}) a Gy(x1),. .., Ge(x,) szeg-
mens.

Rogzitett k, ¢ természetes szamok és minden £+ 1 hossziisdgi, természetes szamokbol
allo z szegmens és minden k£ hosszusigi, természetes szamokbol allo s szegmens esetén
definialjuk a particiés regresszidbecslést:

Z{k<t<n:Gg(x§7k):z, Fg(yfi}c):s} Yt

ET(Lk,Z) (Xn’ynfl’ z, S) —
e |{k <t<n:Gxt_,) =z, Fg(yi:,i) = s}

)

ha n > k + 1, ahol definici6 szerint 0/0 = 0.
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Ekkor a A% elemi prediktor definiciéja:

hgu)(xl yr 1) = E\(H)(Xpyl ! , Go(x, ),Fe(yl}ii)),
azaz h(k’e) a Qy és P, particiokkal kvantélja az x7,y! ! szegmenst, és megkeresi a kozel-
mult Go(x"_,) és Fy(y'~,) kvantalt szegmenseihez hasonlékat a multban, és a predikcio
ezen hasonlo6 ¢ id6pontokhoz tartozo y,-k atlaga.

A nemparaméteres regresszidobecslések elméletével ellentétben, ahol az adatok fiigget-
len, azonos eloszlastuak, ergodikus megfigyelések esetén lehetetlen megvalasztani k = k-
et és { = {,-et ngy, hogy a kapott prediktor univerzalisan konzisztens legyen a korlatos,
ergodikus folyamatok osztélyara. A gépi tanulas tjabb eredményei alapjan viszont le-
hetséges ilyen elemi prediktorok aggregacidja (részleteket lasd a Cesa-Bianchi and Lu-
gosi [2006] konyvben). A javasolt predikcios stratégia a kovetkezd modon miikodik: va-
lasszunk egy tetszéleges {qx ¢} valoszintségeloszlast a (k, £) parok felett ugy, hogy g > 0
minden k, /-re. Legyen ¢ = 8 B2, és vezessiik be a

Wy = Qe GO (BED) e (5.2)

siulyokat és azok normalizéaltjait:

Wy k.0

Ly (5.3)

Ptke =

ahol
= Z Wt,ij - (54)
ij=1

A ¢ kombinalt predikcios stratégia az elemi prektorok konvex linearis kombinacidja:

gi(xi 91! Zptkeh(“ Xy, =12, (5.5)
k=1

azaz egy elemi prediktornak akkor van nem elhanyagolhato stlya az aggregalasban, ha
a t — 1 id6pontig jo a teljesitménye.

5.2.1. tétel (GYORFI AND LucGost [2002]) Tegyiik fel, hogy

(a) a Py particiok sorozata finomodd, azaz Pyy1 minden celldja a Py egy celldjinak a
részhalmaza, { =1,2,...;

(b) a Qy particiok sorozata finomodd;

49



(c) a Py particick sorozata aszimptotikusan finom, azaz minden origé kézepd S gombre

lim max diam(A) = 0;
(=00 A€Py, ANSHD

(d) a Qy particick sorozata aszimptotikusan finom;
Akkor az elébb definidlt g particids predikcios stratégia univerzdlisan konzisztens a staci-
ondrius, ergodikus {(X,, Y,)}> . folyamatok azon osztdlydra, amelyre |Yy| < B.

A tétel bizonyitasanak legfontosabb komponense a kévetkezé lemma, amelyet 1énye-
gében Kivinen és Warmuth [1999] bizonyitott individuélis sorozatokra.

5.1 lemma Legyen hy, ho, ... predikcicknak egy sorozata, és legyen {qk} eqy eloszlds
4gy, hogy qr > 0 minden k természetes szamra. Tegyiik fel, hogy h; (xt,y7 ) € [-B, B]
és yp € [—B, B|". Definidljuk a

Wy = qke—(t—l)Lt_l(iLk)/c

stlyokat, ahol ¢ > 8B?, és azok
Wy k

Utk = 0
' D it Wi
normalizaltjat. Ha a g predikcios stratégidat a

Je(xt, 91 thkhk (xLy™h =12,

egyenldséggel definidaljuk, akkor minde n > 1-re

L.(9) < nf (L) - 2.

n

B1ZONYITAS. Legyen
Wy=1

és
00
Wt: E Wy &
k=1

t > 1 esetén. Ekkor

o0
hx,tlzc - —ﬁxt,t12c
Wiy = Zwtke ye—hi(xtyi ™))"/ =W v (ve=hulct 1) /e
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tehat

Vezessik be az
Ft(z) — 6_(yt_z)2/c

fliggvényt. Mivel ¢ > 8B?, ezért az F; fiiggvény konkav a [—B, B] intervallumon, tehét
a Jensen egyenlGtlenség miatt

2
> ~ W,
[Z Ut,k (yt - hk(xtla y§_1)>] S _Cln t+17 (56)
Wi
k=1
kovetkezésképp
- - - 1\ 2
nLn(Q) - (yt - g(xiu yi 1))
t=1
n o0 2
= [Z Utk <yt - fzk(x"i,yi 1))]
t=1 Lk=1
- |
< - 1
< —e) W
t=1
= —cln Wn+17
és igy

nly(g) < —clhn (anJrl,k)

k=1

k=1

< —cln (sup qke_”L"(E"’)/C)
k

= i%f (—cln qr + nLn(ﬁk)> )
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A 5.2.1. tétel bizonyitdsanak mésik fontos komponense a Breiman féle altalanositott
ergodtétel, amelynek a bizonyitasa megtalalhato az Algoet [1994] cikkben vagy a Gyorfi
et al. [2002] kényvben.

5.2 lemma (BREIMAN [1957]). Legyen Z = {Z;}*>. egy staciondrius, ergodikus folya-
mat. Jelolje T az eltoldsoperdtort. Legyen f; valds értékid fiigguények egqy sorozata gy,
hogy egy [ figguényre fi(Z) — f(Z) 1 valdsziniséggel. Ha E{sup, |f;(Z)|} < oo, akkor

lim — Zfl (T'Z) =E{f(2)} 1 waldsziniséggel.

t—oo N

A 5.2.1. TETEL BIZONYITASA. (5.1) miatt elég azt megmutatni, hogy

limsup L,(g) < L*

n—oo

1 valoszintiséggel. Az ergodtétel kétszeri alkalmazéasaval kapjuk, hogy

1
n Z{k<i<n:G4(X§7k):z,Fe(Ytt:kl)=S} Y;
% ‘{k <i<n:GXL,) =z, Fg()/;’fkl) = 3}‘

E\’f(Lk’e) (X?a Yln_17 Z, 3) =

E{YbH{Ge X0 )=z, Fp(Y )= s}}
P{G(X2,) = z, Fi(YZ)) = s}
= E{X|G(X%,) = 2, F(YT)) = s},

1 valoészintiséggel, ezért

lim sup sup |E DX, Yt 2,8) — B{Y)|Gy(X°,) = 2, F,(Y ) =5} =0

n—oo z s

1 valészintiséggel. A 5.2 lemma miatt azt kapjuk, hogy

1 — S
La(h®9) = =% (B0(X3, Y7 = y)?
=1
= —Z B YT GX i), F(Y5D) = Y)?
= E{(¥o — B{%|Gu(XL,), F(Y5)N

= €k
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1 valoszintséggel. A Py és a Qq particiok finomodok, ezért E {Yo|Go(X°,), Fu(Y )} a
(k,?) parral indexelt martingal. A martingal-konvergenciatételre (lasd Stout [1974])
a (c), (d) feltételre hivatkozva azt kapjuk, hogy

inf e, = klz}gloo SWES E{(Yo —E{v,|X°, Y__Olo})Q} =L

Az 5.1 lemma miatt

1
Lulg) < inf (Ln(hw) _ %) | 5
k,l n
tehat
1
lim sup Ln(g) < lim sup inf (Ln(h(k’@) _ C HQk,Z)
n—00 n—oo k.t n
1
< inflimsup <Ln(h(k:5)) _ M)
k, n—o00 n
< inflim sup Ln(h(k’g))
kd  nooo
= f
= hm €kt
k,{—00
= X
1 valoszintséggel. 0

5.3. Univerzalisan konzisztens magfiiggvényes stratégia

Ebben a szakaszban bevezetjiik a magfiggvényes predikciot. Az egyszertiség kedvéért
csak a naiv magfiiggvény esetét targyaljuk. Megint elemi prediktorok egy kétindexes
h(:9) halmazat vezetjilk be. Minden (k, ) szamparhoz tartozik két sugar r, > 0 és
7.0 > 0 gy, hogy minden régzitett k-ra

lim 74, = 0, (5.8)
{—00

és
lim 7y, , = 0. (5.9)
{—00

Vezessiik be az illeszkedések id6pontjainak a halmazat:

J{F {k<t<n x5 = Xn 1l < 7es N0iZs — vnill <rk€}

n
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Akkor az n id6pontban a h%k’f) elemi prediktort a kovetkezé lokélis atlagolassal definiél-
juk:

z (k:0)y Yt
(k) (n ,n—1\ __ {teJn™"}
hn (Xl » Y1 ) - |J7(Lk’e)‘

ahol 0/0-t 0-val definialjuk. Ezeket az elemi prediktorokat ugyanigy kombinaljuk, mint
a particios prediktornal (lasd (5.2), (5.3), (5.4) és (5.5)).

. o> k41, (5.10)

5.3.2. tétel Tegyiik fel (5.8)-t és (5.9)-t. Akkor az elébb definidlt magfiigguényes pre-
dikcids stratégia univerzalisan konzisztens a staciondrius, ergodikus {(X,, )} folya-
matok azon osztdlydra, amelyre |Yy| < B.

5.4. Univerzalisan konzisztens legkozelebbi szomszéd stra-
tégia

Ismét A9 elemi predikciok egy kétindexes halmazat vezetjitk be, ahol k jeloli a kozel-

miltnak azt a hosszat, amelyre illeszkedéseket keresiink, és minden /f-re véalasztunk egy

pe-t (0,1)-bdl gy, hogy
lim p, =0, (5.11)
{—o00

és legyen
t= [pem].

Az n id6pontban rogzitett k-ra és f-re (n > k + { + 1) az elemi prediktor megkeresi az
X0 Yﬁjkl szegmens ¢ darab legkozelebbi szomszédjat, ezek lesznek az illeszkedések, és
az elemi predikci6 az illeszkedéseket kovets Yi-k atlag. Formaélisan, legyen

JHEO= { k<t<n: (X, V' egyike a (X2_,, Y™ !) ¢ NN-jének az
(XL YE), (XL, Y2 ) halmazbol }

és legyen az elemi prediktor a

D e 0, Y
n n— {tedpn""}
WX, Yt = 170D

lokalis atlag, ha az Gsszeg nem {ires, és 0 egyébként. Végiil kombinéljuk az elemi predik-
torokat tigy, mint korabban: (5.2), (5.3), (5.4) és (5.5).
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5.4.3. tétel Tegyiik fel (5.11)-t és azt, hogy minden s vektor esetén az
I(XTH, V) — s

valdszintségi vdltozo eloszlasfligguénye folytonos. Akkor az eldbb definidlt legkdzelebbi
szomszéd predikcids stratégia univerzalisan konzisztens a staciondrius, ergodikus { (X, Yn) }>
folyamatok azon osztdlydra, amelyre |Yy| < B.

5.5. Univerzalisan konzisztens altalanositott linearis stra-
tégia
Az el6z6 szakaszokban az elemi prediktorok lokalis atlagolas elvén alapultak. Ebben

a szakaszban az empirikus hibaminimalizalas tipusu elvet hasznaljuk, amely elGszor a

Gyorfi and Lugosi [2002] cikkben jelent meg. Ismét A9 k ¢ = 1,2, ... kétindexes elemi

prediktorokat vezetiink be. Legyenek {qﬁgk)};:l valos értéki fiiggvények (Rd)(kﬂ) x RF-n

A hﬁf’z) elemi prediktor becslései a kovetkezd alakuak

h(u (x1, 91~ chuﬁb Xy ks Y k)

ahol a ¢, ; egylitthatokat gy szamitjuk ki, hogy minimalizaljuk a
n—1 V4 2
k _
5 (St i) 512
t=k+1 \j=1

kritériumot, ha n > k + 1, egyébként az egyiitthatok nullak.
Az elemi prediktorokat ugyanigy kombinaljuk, mint kordbban: (5.2), (5.3), (5.4) és
(5.5).

5.5.4. tétel (GYORFI AND LUGoOSI [2002]) Tegyiik fel, hogy ]¢§-k)| <1 és minden 1og-

zitett k-ra a ,
{chqsgk), (Cl,...,Cg), 621,2,}
j=1

halmaz sird a d(k + 1) + k vdltozds folytonos figguények terében. Akkor az eldbb defi-
nidlt dltaldnositott linedris predikcios stratégia univerzalisan konzisztens a staciondrius,
ergodikus {(X,, Y,) >, folyamatok azon osztdlydra, amelyre |Yy| < B.
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6. fejezet

Alakfelismerés

6.1. Bayes dontés

Egy statisztikai kovetkeztetési problémaban adott egy X d dimenzids megfigyelési vek-
tor, és X alapjan a statisztikus kovetkeztetést von le egy nem megfigyelhets, véges sok
értéket felvevs Y valoszintiségi valtozorol. Tegyiik fel, hogy Y az értékeit a {1,2,..., M}
halmazbol veszi. Ha ez a statisztikai kovetkeztetés egy dontés, akkor a dontés egy

g:R* = {1,2,..., M}

dontésfiiggvénnyel adhaté meg. Ha g(X) # Y, akkor a dontés hibazik.

A Bayes dontési probléméaban bevezetiink egy C(y,y’) > 0 koltséget, amelyik a koltség
akkor, ha a cimke Y = y és a dontés g(X) = /. Egy g dontésfiiggvény esetén a kockéazat
a koltség varhato értéke:

R(g) = E{C(Y, g(X))}.
A Bayes dontési probléméban a cél a kockdzat minimalizélasa, azaz keressiik azt a g* :
R? — {1,2,..., M} dontésfiiggvényt, amelyre
R(g") = S 0 R(g). (6.1)
A g*-ot Bayes dontésnek hivjuk, és R* = R(g*) jeloli a Bayes kockazatot.
Az aposzteriori valészintiségekre vezessiik be az alabbi jeldléseket:

Py(X) =P{Y =y [ X}.
Definialjuk ¢* dontésfiiggvényt
M
g"(X) = argmin ) | C(y,y') P,(X).

Yy y=1
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Ha arg min nem egyértelmii, akkor valasszuk azt a legkisebb y/-6t, amelyik minimalizalja
> o1 Cy,y) Py(X)-et. Ebbdl a definiciohol kovetkezik, hogy tetszéleges g dontesfiigg-
vényre

> Cly, g (X)P(X) <> Cly, 9(X)) By (X). (6.2)

6.1.1. tétel Tetszdleges g dontésfiigguényre
R(g") < R(g).

B1zONYITAS. Egy tetsz6leges g dontésfiiggvényre szamoljuk ki a kockazatot!

R(g) = E{C(Y,9(X))}
= E{E{C(Y,9(X)) | X}}

= E {Z > Cly,y)P{Y =y, 9(X) =y | X}}

y=1 y'=1

= B {Z > C ) go-nPY =y | X}}

y=1y'=1

= E {Z C(y,g(X))Py(X)} :

y=1

(6.2) miatt

R(g) = E

A legfontosabb koltségfiiggvény az tgynevezett 0 — 1 koltség:

1 ha !
C(y,y’)z{o ha ‘zi‘z/
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0 — 1 esetén a megfelel§ kockazat a hibavalosziniiség:
R(g) = E{C(Y, 9(X))} = B{ljysg0xp } = P{Y # 9(X)},
és a Bayes dontés a kovetkezd alaku:

M
9" (X) = arg minz C(y,y")P,(X) = arg min Z P,(X) = argmax P, (X),
/ y/ y/

voooy=1 Y7y’

amelyet maximum aposzteriori dontésnek is hivunk.

Ha az X megfigyelési vektornak van stirtiségfiiggvénye, akkor a Bayes dontésnek van
egy ekvivalens forméaja. Legyen f az X strtiségfiiggvénye, azaz

P{X € B} — /Bf(x)dx

és legyen f, az X feltételes stirtiségfliggvénye adott y mellett, azaz

PXEBY =y} = [ fx)ix

és az a priori valoszintiségek
gy =P{Y =y},
akkor egyszertien belathato, hogy

ezért

- ayfy(X)
— : O 7 N 1YJy
argy{mn; W) 55

M
= arg {nin Z C(y’ y/)nyy(X>.

Yy y=1
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A 6.1.1. tétel bizonyitasabol kovetkezik az optimélis kockazatra egy formula:

R(g") =E {H@l}n > Cy, y’)Py(X)} :

Ha X-nek van strtiségfiiggvénye, akkor
M
. . n dy.fy(X)
— E dyJy )
R(g") {%}Hzc(y,y) F(X)

nyy X)

= min Cy x)dx

oo Z i T

= /Rdrr;mZCy Yy fy(x)dx

0 — 1 koltség esetén

Rlg) = B {min(1 - 2,00},

y/

amely striiségfiiggvény esetén a kovetkezd formaju:

R(g") = [ min(f(x) — gy fy(x))dx=1-— /]R max Gy fy (X)dx

R Y

p1fi()

6.1. abra. Bayes dontés.
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M = 2 esetén
R(g") = E{min(P(X), (X))},

és strtiségfiiggvények esetén
R(g") = . min(q; f1(x), g2 fa(x))dx.
R

A 6.1 abra illusztralja a Bayes dontést, és a 6.2 dbran a piros teriilet egyenl a Bayes
hibaval6szintiséggel.

plfl(x)

p2f2(z)

6.2. Abra. Bayes hibavaloszintiség.

6.2. A Bayes dontés kozelitése

Gyakorlatban a {P,(X)} aposzteriori valoszintiségek ismeretlenek. Ha adott az aposz-
teriori valoszintségek {P,(X)} kozelitései, akkor azok alapjan bevezethetjiik a Bayes
dontés egy kozelitését:

M
§(X) = argmin » _ C(y,y)P,(X).
Y y=1
Az a kérdés, hogy milyen jol kozeliti R(g) az R*-ot.

6.1 lemma Legyen Cpop = max,, C(y,y'), akkor

~

0 < R(§) ~ R(9") < 20 3 E{IP(X) = B,(X)}
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B1zoNYITAS. Mivel

R(g) - R(g") = E

Y Cy.9(X)P(X) =Y Cly. g"(X)P,(X) <0,

tehat

A kozelit6leg maximum aposzteriori dontés esetén az 6.1 lemma egyenlétlensége kicsit
javithato:

0 < R(G) - Rlg") < SE{IRX) - BX)|}.
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Az 6.1 lemma alapjan hatékony alakfelismerési eljarasokat lehet konstruédlni. Az
aposzteriori valoszintségek egyben feltételes varhato értékek is, tehat regresszios fiiggveé-
nyek

P{Y =y|X =x} = E{l{y_,|X = x} = m¥ (x).

Adott D, = {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} adatok esetén az m®-nak az m{? becslését meg-
konstrualhatjuk a

DY = {(X1, Lyi=yp)s - (X Lymy)}

adatokbol, amibdl levezethets egy alakfelismerési eljaras:

— ()
gn(x) = arg max m,"(x), (6.3)

ami a g* egy kozelitése. Ha az m'¥ becslések kozel vannak m%y)—hoz, akkor a szobanforgd
alakfelismerési eljaras hibavaloszintsége is kozel van az optimalishoz. (A részleteket lasd
Devroye, Gyorfi, and Lugosi [1996] kényvben.)

6.3. Alakfelismerés idGsorokra

Ebben a szakaszban is idérorok predikcidjaval foglalkozunk, de a négyzetes koltség helyett
0—1 koltséget alkalmazzuk, tehat a predikcié nem egy becslés, hanem egy dontés. Legyen
az {(X,,Y,)}>, idésor paroknak egy stacionarius, ergodikus sorozata, ahol a parok
R? x {0,1}-b6l veszik az értékeiket, tehat az Y-ok binéris értéktiek. A probléma az,
hogy déntsiink Y,-rél az idésor (X7, Y, ') multja alapjan.

A dontési, osztalyozési feladatot egy alakfelismerési stratégiaval formalizaljuk, ame-
lyik f = {f;}°, dontésfiiggvények egy sorozata:

fo: (R % {0,131 = {0, 1},

tehat a ¢ idépontban Yj-re a dontésiink f,(X!,Y/™1). A X7, YJ* szegmens esetén az
datlagos 0 — 1 hibdt

1 n
R.(f) = " Z H{ft(xg,yf—l)#m}
t=1

definialja.
Az elvi optimum ebben az esetben is ismert. Algoet [1994] bizonyitotta, hogy minden
f alakfelismerési stratégiara és {(X,,, Y, )} stacionérius, ergodikus idGsorra

n=—oo’

liminf R, (f) > R* 1 valoszintiséggel, (6.4)
n—oo
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ahol
R = E{min (P{Yo = X, Y L}, P{Y, = 0|X0_OO,Y_—;})}.
Mivel az optimalis alakfelismerési stratégia felhasznalja az idésor tobbdimenzios el-

oszlasait, ezért gyakorlati szempontbdl is fontos kérdés, hogy vajon csak az idGsor multjat
megfigyelve vajon kozelithetG-e az optimaélis stratégia.

6.1 definicié Egy [ alakfelismerési stratégidat univerzalisan konzisztensnek nevezziik, ha
minden {X,,,Y,}> staciondrius, ergodikus iddsorra

lim R,(f) = R" 1 valdsziniséggel.

n—oo

Most mutatunk univerzalisan konzisztens alakfelismerési stratégiakat. Legyen g,(X%, Y{ ™)
egyike azon predikcios eljarasoknak, amelyeket a 5.2 vagy a 5.3 vagy a 5.4 szakaszokban
vezettiink be, és legyen scheme:

_ 1 ha g(Xt Y/ >1/2
t t—1\ __ t 1»+1
X = { 0 egyébként.

Ennek a szakasznak a f6 eredménye, hogy ez az alakfelismerési stratégia univerzalisan
konzisztens:

6.3.2. tétel (GYORFI ES OTTUCSAK [2007|) Tegyiik fel, hogy a 5.2.1. vagy a 5.5.2.
vagy a 5.4.3. tétel feltételei teljesiilnek. Akkor az elébb definidlt f alakfelismerési stratégia
univerzalisan konzisztens, azaz

lim R,(f) = R" 1 valdsziniséggel

n—oo

minden {(X,,Y,)}>2 . staciondrius, ergodikus iddsorra.
A 6.3.2. tétel bizonyitasdhoz felhasznaljuk a kovetkezot:

6.1 kdovetkezmény A 5.2.1. vagy a 5.3.2. vagy a 5.4.3. tétel feltételei esetén

n

1 . . R
lim — E{Y;|X! Vi1 — (X YY) =0 1 valdsziniiségqel..
lim n;u X Vi) = (X3, YY) valdszimiiségge
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BizoNYITAS. A 5.2.1. vagy a 5.3.2. vagy a 5.4.3. tétel miatt

n

1 i 2
1i —§ Y, — q; (X8, YY) =L 1 valoszintiséggel.
Jim ~ 2 ( g:(X5,Y7) valoszintiségge

Tekintsiik a kovetkezé felbontast:
i i—1y\)2
(5/Z _gi(leyi 1))
= (V- E{wi[X' Y’}
£2 (¥ = BOX V) (BIX L Y - (X0 Y1)
i i— i i—1v\)2
FEYIX Y - (X))

—0o0) —00

Az ergodtétel miatt

1 i i—11\2 _ 7x 4 Tl
711520 - Z (Y —E{y;|X" ., Y'!}) =L 1 valoszintiséggel.

i=1
Elég azt megmutatni, hogy

1 — . , . o
lim — > (Y - B{Vi[X' ., Y'}) (B{VilY' )} —0:(XLY ) =0 (6.5)
1 valoszintiséggel, ami viszont kévetkezik Chow [1965]-nak a martingaldifferencidkra vo-

natkozo nagy szamok erds torvényébdl (lasd Stout [1974, Theorem 3.3.1]). Ez azt allitja,
hogy ha {Z;} egy martingaldifferencia ugy, hogy

L EZ?
n2

< 00, (6.6)

n=1
akkor
1 n
lim — Z Z; =0 1 valoszintiséggel.
=1

n—oo N, 4

Ekkor (6.5) kovetkezik a Chow torvénybdl, mivel a
Zi = (Yi - B{YIXL, YA} (B{YIXL o, YISO} = 0:(X0, YTT)

—0Q) —00 —0o0) —0o0

martingaldifferenciak korlastosak 452 korlattal. U
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A 6.3.2. TETEL BIZONYITASA. A (6.4) miatt elég azt megmutatni, hogy

limsup R,(f) < R* 1 valoszintiséggel.

n—o0

A 6.1 kdvetkezménybdl adodik, hogy

t t—1 t t—1 PP
nh_)lgonz E{Y; | X ., Y .} — (X3, Y] )) =0 1 valoszintiséggel.

Vezessiik be a teljes végtelen multat felhasznalé Bayes osztalyozot:

_ t t—1
FXE Lyt = {1 ha P{Y, =1 |X!_ Y11 >1/2

0 egyébként,

és az 6 atlagos 0 — 1 hibajat :

Zﬂ{ft LY}

Legyen
Ru(f) ZP{ft XLy £y | XYL
t=1

és

1 n

=D P{AXL YD) AV [ X V]

[

Akkor
R.(f) — R.(f) =0 1 valoszintiséggel

és

R.(f*) — R,(f*) =0 1 valoszintiséggel,

(6.7)

mivel azok korlatos martingaldifferencidk atlagai. Tovabbé az ergodtételbdl kovetkezik,

hogy
R.(f*) — R 1 valoszintiséggel,

ezért csak azt kell megmutatni, hogy

limsup(R,(f) — R.(f*)) <0 1 valoszintiséggel.

n—00
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A 6.1 lemma miatt

n

Rl = Ralf) = 37 (PLAKLYE) £ 7 X v

t=1

B XY £ | XY

—o0) —0o0

1 n
< 23 IEY | X YD) - XL YY)
n
t=1
RS t—1 t—1y |2
<2\ 2 B X VIR - (X, )
— 0 1 valoszintséggel,

ahol az utols6 lépésben (6.7)-t hasznaltuk.
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7. fejezet

Strtiségfiiggvénybecslés

7.1. Miért becsiiljiink strtiségfiiggvényt: az L, hiba
A klasszikus nemparaméteres példa az
F(x)=P{X < x}

eloszlasfiiggvény becslése fiiggetlen, azonos eloszlasu X, Xo, ..., X,, adatokbol, amelyek
R-bs] veszik értékeiket. Itt egyrészt az

1
Fn(x) = E Z ]I{Xz‘<x}
=1

empirikus eloszlasfiiggvénynek a konstrukcioja eloszlasfiiggetlen (univerzalis), masrészt
az alapvetd konzisztencia, a Glivenko-Cantelli tétel és minden eloszlasfiiggvényre érveé-
nyes. A Glivenko-Cantelli tétel szerint minden F-re

lim sup |F,(x) — F(x)| =0

n—o0 x€Rd

1 valoszintiséggel.

A Glivenko-Cantelli tétel valoban eloszléasfiiggetlen, és a Kolmogorov-Szmirnov tévol-
sdggal értelmezett konvergencia egyenletes konvergenciat jelent, ezért tugy tiinik, hogy
nem is kell tovabb vizsgal6dni. Ugyanakkor, ha példaul az empirikus eloszlasfiiggvény
alapjan akarunk megoldani egy dontési problémat, akkor az hasznalhatatlan, amennyi-
ben a szobanforgd eloszlasfiiggvény folytonos. Kideriil, hogy a Kolmogorov-Szmirnov
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tavolsagnal szigortibb hibakritérium kell, amelyik nemcsak d dimenziés szogletekre ha-
sonlitja Ossze az empirikus és az igazi eloszlast. Természetszertileg adodik a variacios
tavolsag bevezetése: ha p és v az R%n két eloszlas, akkor a u és v vardcids tdvolsdgdt a

Vip,v) = sup [1(A) = v(A)]|

szupremummal definialjuk, ahol a szupremumot minden A Borel halmazra vessziik. A
Scheffé tétel alabb azt mondja, hogy a variacios tavolsag a megfeled strtiségfiiggvények
L, tavolsaganak a fele.

7.1.1. tétel (SCHEFFE [1947]) Ha p és v abszolut folytonos f és g striségfigguényekkel,
akkor

[ 1760 = glix =27 ().
(A
Li(f.9) = [ |1£60 = g(xlax (7.)

mennyiséget Ly tavolsagnak hivjuk.)

B1zONYITAS. Vegyiik észre, hogy

Vipv) = Sgplu(A)—V(A)l

[-1s

= swp
= sup /A(f—g)'

= /f>g(f—g)
= /g>f(g—f)
= %/If—gl-

A 7.1 abran a piros teriilet egyenls az f és g strtségfiiggvények L; tavolsagaval.

O
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7.1. dbra. L, tavolsag.

Megjegyezziik, hogy a Scheffé tételbsl kivetkezik a varacios tavolsag egy ekvivalens
definicidja:
1
Vip,v) = zoup > 11(Ay) = v(A)), (7:2)
Iy

ahol szupremumot az sszes véges, Borel mérhets {A;} particiora vessziik.
A X eloszlasara vezessiik be a

u(A) = P{X € A}

jelolést. A kovetkezSkben tegyiik fel, hogy a u eloszlasnak van siirtiségfiiggvénye, amelyet
f-fel jeloliink:

() = [ 70x

A X1, X, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlast adatokbdl becsiilhetjiik az f strtség-
fiiggvényt, és a becslést f,(x) = fu(x, X1, ..., X,)-nel jeloljiik. Egy ilyen strtiségfiigg-
vénybecslésbdl természetes modon vezethetiink le egy ) eloszlasbecslést:

i) = [ 5o
Akkor a Scheffé tétel miatt

Vi) =5 [ 1) = £ulix
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tehat ha az f,, strtségfiiggvénybecslés L, konzisztens, azaz

i [ 1760) = £,0)] dx =0
n—oo
1 valosziniiséggel, akkor a megfelels pu eloszlasbecslés konzisztens variacios tavolsdgban:

Hm V' (p, pi7,) =0

n—oo

1 valosziniiséggel.

7.2. A hisztogram

Jelolje p, a
1 n
fin(A) = - > Tixiea
i=1

az empirikus eloszlast. Legyen P, = {An1, Ana, ... } az R? egy olyan particidja, amelyre
a Ap; cellaknak pozitiv és véges a A térfogata (Lebesgue mértéke). Akkor a hisztogram
definicioja

_ Hn(An(x))

09 =500

ahol
An<X) = Anj; ha x € Anj-

A P, particiora a leggyakoribb példa a kockas particio, amikor a cellédk h,, oldalhossziisédgu
d dimenziés kockak. Ebben a specialis esetben

— pa(An(x))
fa(x) = T h

A kovetkezd tétel a hisztogram L, konzisztencidjat mondja ki tetszéleges stirtiség-
fliggvényre.
7.2.2. tétel Tegyiik fel, hogy minden origo kdzepi S gombre teljesiil, hogy

lim sup diam(A4,;)=0
n—00 J:Ap;NS#D

e A NS A0
i AGNS A0

n—oo n

0,
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akkor

nlggoE{/V |dx}:0

1 wvaldsziniséggel.

B1zONYITAS. A haromszogegyenlGtlenség miatt

/Ifn(x) Idx</|fn —Efa(x IdX+/|Efn f(x)| dx.

-~

varlamos tag torzitas

A hisztogram cellankét konstans, ezért

[ 15260 By ax = / a3) = B0 dx = 3 a(Auy) = (Aug)|.

Legyen M, = |{j : An; NS # 0}, és valasszuk meg a cellak szamozéasat gy, hogy
ANS#0,j=1,...,M,. A tétel feltételei miatt

— =0
n
Legyen
My
S = Anj-
j=1
Akkor

[ 1560~ B, (x |dx<2|un ) = 1(Aug) |+ pn(SE) + (S5,
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ezért a Cauchy-Schwarz és a Jensen egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

B{ 15,600 - BRGolax} < 3 Bllin(n) - a4} + 20(55)

IN

i \/E{Wn(Anj) - M(Anj)|2} + 214(5°)
ij 2p(5°) (7.3)

— 2u(S°).

IN

IN

Az S gémb tetszbleges, tehat

B{ [ 16,60 - Enlax} >0
A torzitas esetén

Ef.(x) = 1(An(x)) = ! / f(z)dz = /f(z)K X, z) dz
An(x)

ahol
[zean 0}

}
AAn(x))’

JLRN !dX—/‘/f A7) dz — f(x)

Ha f folytonos és egy kompakt halmazon kiviil nulla, akkor egyenletesen is folytonos, és
igy az

K,(x,z) =

Ekkor
dx.

[ a6 - selax< [ [ 1f@) - f60l(x.2) dadx (7.4)

egyenlGtlenséghdl kovetkezik, hogy

/[]Efn x)|dx — 0.
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A folytonos fiiggvények halmaza stird Li-ben, ezért tetszoleges f siriségfiiggvényhez ¢s
e > 0-hoz létezik egy f stirtségfiiggvény gy, hogy az folytonos és egy kompakt halmazon

kiviil nulla, és
/ |f(x x)|dx < e.

[ 1560~ B, 001

-/ ‘f(X)— [(@) Ko (x,2) dz
< 1569 - i IdX+/‘f Ko(x,2) d
/’/f xzdz—/f (x,7) dz

Ekkor

dx

dx

dx

< 5+/¢f K (x,2) dz| dx

/(/‘f 2)| I, (xz)dx)d
_ e+/‘f K, (x,7) dz dx+/|f f(2)|dz
.

A kovetkezs tétel a hisztogram L; hibadjanak a konvergenciasebességét mutatja be,
amennyiben a stirtségfiiggvényre teljesiilnek bizonyos feltételek.

7.2.3. tétel Tegyiik fel, hogy f Lipschitz folytonos, azaz
1f(x) = f(2)] < Cl}x — 2],

és eqy S gombon kivil nulla. Ha a P, particio kockds, €s a celldk h, oldalhosszusdga,

akkor a f, hisztogramra
(&1
E —Jn S +c hna

__1
h,, = c3n” a2

tehdt a

I6)



vdlasztdsra

E/If—fn! < cun T,

BIZONYITAS. A variacios tagra (7.3)-bol kovetkezik, hogy

M
B{ 15,60 - B tolaxf < /22 < 208
A torzitas esetén (7.4) miatt azt kapjuk, hogy
/]Efn )| dx < //|f %)| K, (x, 7) dzdx
< //CHz—xHKn(x,z)dzdx

/ / ChoVdK,(x,z) dzdx
< ChyVdA(S).

IN

7.3. Magfiiggvényes stirtiségfiiggvénybecslés

Valasszunk egy K (x) strtségfiiggvényt, amit magfiiggvénynek hivunk. Egy positiv h,
savszélesség esetén a magfiiggvényes stirtiségfiiggvénybecslést a

R - X;
fn(X):WZK(Xh )
noi=1 "

képlettel definialjuk.
7.3.4. tétel Ha

lim A, =0 and lim nh? = oco.
n—o0 n—oo

akkor az f,, magfigguényes siriségfigguénybecslésre

hm]E/\f x)| dx = 0.

76



Példak magfiiggvényre:
e naiv vagy ablak magfiiggvény

K(x) = cljjxj<1y,

Gauss magfiiggvény
2
K(x) = ce I,

Cauchy magfiiggvény
c

T x|

K(x)

Epanechnikov magfiiggvény

K(x) = (1 — ||Ix[|*)T{xj<13-

7.3.5. tétel Tegyiik fel, hogy f differencidlhato Lipschitz folytonos gradienssel, és nulla
eqy S gombon kivil. Akkor az f, magfiigguényes siriségfigguénybecslésre

E/V—LJS AL en?,

d
nh?

tehdt a
1
h, = c3n da+a

vdlasztdsra

E/|f_fn| < g,

Az L, striségfiiggvénybecslésrol olvasnivalénak ajanljuk a Devroye, Gyorfi [1985],
Devroye [1987] és Devroye, Lugosi [2001] konyveket.

7



78



8. fejezet

Egyszerd hipotézisek vizsgalata

8.1. « szintd tesztek

Ebben a fejezetben olyan dontési problémékat tekintiink, amikor a kiilonb6z6 hibazasok-
nak nagyon eltéréek a kovetkezményei. Ha példaul egy diagnosztikai feladatban Y =1
azt jelenti, hogy a paciens beteg, mig Y = 0 azt, hogy egészséges, akkor Y = 0 esetén a
hib4s dontés az, hog a paciens beteg, és akkor a hibas dontésnek csak a felesleges orvosi
kezelés a kovetkezménye. Y = 1 esetén viszont a hibazas azt jelenti, hogy a péciens
egészséges, és ekkor az elmaradt orvosi kezelés miattt rosszabbodhat a paciens allapota.

Az Y = 0 eseményt nullhipotézisnek hivjuk, és Ho-lal jeloljiik, mig az Y = 1 eseményt
alternativ hipotézisnek nevezziik, és Hi-gyel jeloljik. A dontést, mas szoéval tesztet
egy tugynevezett A C R? elfogadasi tartoméannyal adjuk meg, ugyanis elfogadjuk a H,
nullhipotézist, ha X € A, egyébként elutasitjuk Ho-t, azaz elfogadjuk a H; alternativ
hipotézist. A A¢ halmazt kritikus tartomanynak hivjuk.

Legyen P, illetve P; az X megfigyelési vektor eloszlasa H, illetve H; esetén. Két
hibaval6szintiség lehetséges:

e Els6faju hiba, amikor Hy nullhipotézis esetén elutasitjuk Ho-t. Ennek a hibédnak
az értéke Py(A°).

e Masodfaju hiba, amikor a #; alternativ hipotézis esetén elutasitjuk H-et. Ennek
a hibanak az értéke Py(A).

Természetesen, csokkenthetjiik Py(A°) elssfaju hibat a Pj(A) masodfaju hiba rovasa-
ra. Ebben az esetben az optimalizalési feladatot tgy tiizziik ki, hogy minimalizaljuk a
masodfaji hibat azzal a megszoritéssal, hogy az els6fajua hiba legfeljebb 0 < o < 1:

N P{)r(lgcl)ga Pi(A). (8.1)
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Ennek az optimalizalasi feladatnak a megoldasdban fontos szerepet jatszik a Neyman-
Pearson lemma.

8.1.1. tétel (NEYMAN, PEARSON [1933]) Tegyiik fel, hogy a Py illetve a Py eloszldsok-
nak van siriségfigguényiik, amelyeket fo-lal illetve fi-gyel jeloliink:

Py(B) = /B fo(x)dx és P(B) = / fi(x)dx.

Egy v > 0 esetén legyen
Ay =A{x: fo(x) 2 vA(x)}
eqy elfogaddsi tartomdny. Ha eqy A elfogaddsi tartomdnyra
Po(A%) < By(45),
akkor
Pi(A) = Pi(A,).

B1zONYITAS. A tétel feltételeibdl egyenlétlenségeknek a kévetkezd lancolata vezethetd
le:

Py(A°)
Py(A“NA,) + Py(A°N AY)

/ fo(z)dzr < / fo(z)dz.
A°NAy ANAS

Po(A7)

<
< R(ANASY) + Py(A°N AS)

Az A, definici6ja miatt

/y/ACmAW fi(x)dx < /ACHAW fo(x)dx < /AHA% fo(x)dx < V/AM% fi(x)dx,

ezért az el6z6 lancolat megforditasabol azt kapjuk, hogy
Pi(A°) < Py(AS).

O
A 8.1 abran a kék tertilet illusztralja az els6faju hibat, mig a piros a masodfajut.
Ha egy 0 < o < 1-re létezik v = () 1gy, hogy az megoldja a

Po(A,CY) =
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A . A

Y

8.1. abra. Els6faju és masodfaji hiba.

egyenletet, akkor a Neyman-Pearson lemmabol kovetkezik, hogy a (8.1) megoldasahoz
elég a A, alaki elfogadési tartoméanyokat tekinteni, azaz

min P (A)= min P(4,).
A: Py(A°)<a Ay Po(AS)<a

Ekkor A,-t legerdsebb o szinti tesztnek hivjuk.
A Neyman-Pearson lemma miatt bevezetjiik a

 A(X)
A(X)

likelihood-héanyadost, és igy elfogadjuk a Hy nullhipotézist, ha T'(X) > ~.

T(X)

1. PELDA. A Neyman-Pearson lemma illusztraciojaként tekintsiik azt a kisérleti példat,
amikor a nullhipotézis esetén az X komponensei fliggetlen, normalis eloszlast valoszini-
ségi valtozok m = mg > 0 varhato értékkel és o2 varianciaval, mig az alternativ hipotézis
estén az X komponensei fiiggetlen, normélis eloszlési valoszintségi valtozok m; = 0
varhato értékkel és ugyanazzal a o? varianciaval. Akkor

d )2
fO(X) = fo(.??l, .. ,xd) = H ( 1 6_(%202))

- 2mo
=1
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és

f1(X):f1(l’1,...,I‘d):H< 217-( @_2?2)'

=1 o
Az X
[i(X)
elfogadés azt jelenti, hogy
d d
(X; —m)? X2
_ L>1]
; 202 * ; 252 =
vagy ezzel ekvivalensen
d

Z(ZXim —m?) > 20%In~.
i=1
Ez teszt tehat akkor fogadja el a nullhipotézist, ha

= + = =7.

d 202Invy/d+m? o?’lny m ,
2 Xiz
— 2m dm 2

A kapott teszt a Zle X;/d lineéris statisztika alapjan dont, ezért problémaként csak
azon v kritikus érték meghatarozasa marad, amelyre a teszt « szintd, azaz az alséfaji

hiba éppen a:
1

S . d . . PR . -
A nullhipotézis esetén %377 | X; eloszlasa normélis m vérhato értékkel és o2 /d szorés-

Ilégyzet teL ezel”t
/\/—

ahol @ jeldli a standard normalis eloszlasfuggvenyt, és igy az « szintd teszt +' kritikus

értéke megoldja a
m—r
o
(o) -

v =m—dY1—a)s/Vd.

egyenletet, azaz
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1. MEGJEGYZES. Szamos gyakorlati feladatban ugyan az X nem normalis eloszlési, de
a d olyan nagy, hogy hivatkozhatunk a centralis hatareloszlastételre, és igy a

fo(X)
fi(X)
log-likelihood hanyados eloszlasa kozelitGleg normélis. Ezek utan az 1. példa gondolat-
menetét kiterjesztjiik ugy, hogy Hy esetén a log-likelihood hanyados eloszlasa kozelitSleg

normalis mg varhato értekkel és o2 szordsnégyzettel. Ha a tesztet ugy definialjuk, hogy
elfogadjuk H,-t, amennyiben

f1(X) =

In

In

ahol
v =my— & (1 —a)oy,

akkor ez a teszt kozelitSleg o szinti teszt.

8.2. ¢ divergenciak

Az els6- és masodfaju hibak egyiittes csokkentése gy lehetséges, ha egyetlen megfigye-
lési vektor helyett adott megfigyelési vektorok egy sorozata. Ezt a lehet&séget hivjuk
ismételt megfigyelésnek. Az ismételt megfigyelések analizisében fontos szerepet jatsza-
nak az informacios divergenciak. Csiszar Imre [1967| vezette be a ¢ divergenciat. Legyen
¢ :(0,00) = R egy konvex fliggvény, amelyet a folytonossag megtartasaval kiterjesztiink
[0,00)-re, és ¢(1) = 0. A p és v valoszintségeloszlasra legyen A egy o-véges dominalo
mérték, példaul A = p + v. Vezessiik be az

du
T=ux
és a
_dv
97 dx
jeloléseket. Akkor a u és a v ¢ divergencidjdt a
f (X))
Dy(p,v :/ ( X)\(dx 8.2
o(1,v) Rdcb (%) 9(x)A(dx) (8.2)

képlettel definialjuk.
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A Jensen egyenlStlenséghdl kovetkezik a ¢ divergencia legfontosabb tulajdonsaga:
f(x) f(x)
Dy(p, v :/gb(— g(x)A(dx) > ¢ ——g(x)A\(dx) | = ¢(1) = 0.
)= [ o( L5 ) sbra0 =6 ( [ ZXgra ) = o)

Ez azt jelenti, hogy Dy(p,v) > 0, és ha p = v, akkor Dy(p,v) = 0. Ha még raadéasul ¢
szigortian konvex 1-ben, akkor Dy(u,v) = 0 akkor és csak akkor, ha = v.
Mutatunk néhény példat:

e A
¢i(t) = [t =1

esetén kapjuk az Ly tdvolsdgot:
Do) = [ 1760) = gx) A (ax),
e A
Po(t) = (Vt — 1)

valasztasnal a divergenciat négyzetes Hellinger tdvolsdgnak hivjuk:

Do) = [ (VB = Va9 M)
_ 2<1_ ) \/me)).

o A
¢3(t) = —1nt,

esetén jutunk az I divergencidhoz, més néven relativ entrépidhoz vagy Kullback-
Leibler divergencidhoz:

1) = Do) = [ 0 (2253 gtn (@)

$alt) = (t—1)%,

esetén kapjuk a x? divergencidt:

) = Do) = [ LIy .
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Belathato, hogy ¢ divergencia egy ekvivalens definiciojahoz jutunk gy, hogy

D) - syp S ()

) v(A;), (8.3)

c sz

Ennek az ekvivalencianak az egyik {6 oka az, hogy a Jensen egyenl6tlenség miatt
minden P = {A;} particiora

Duur) = [ o(L2) atnax
2

/! (X>g<x>A<dx>) /(4) (8.4)

IV

(]

<
TR

Ha a Py, Ps, ... particiok sorozata finomodo, azaz minden A € P, cella részhalmaza
egy A’ € P,-nak, akkor megmutatjuk,hogy




Ez a tulajdonsag ismét a Jensen egyenlGtlenség kovetkezménye:

ORI CE YLD ol (D IR O RS

A'€Pp41 AePn, A'ePp41,A'CA

_ pA)
oD PO e

A€Pn \A'€Pn41,A'CA

v

p(A) v(A")
PR U vyl K
WA
A;ﬁ(ym)) A

Ebbél kévetkezik, hogy finimodé Py, Ps, ... particiok esetén

>0 (%) v(4) T sup d o (%) v(A).

AePy, " AePy,
A Py, Ps, ... particiok egy sorozatat aszimptotikusan finomnak nevezziik, ha minden
origd kozepd S gémbre
lim max diam(A) = 0. (8.5)
n—o00 APy, ANSH#0
Megmutathato, hogy ha a Py, Ps, ... particiok sorozata aszimptotikusan finom, akkor
(A f(x
S (_( ) ) vt [ o (—( )) g(x)A(dx).
2@ e * \glx)

Ezt az utolso lépést ellendrizziik az Ly tavolsag specialis esetében. (Léasd (9.7)-et.) Az
altalanos esetben bevezethetjiik % cellanként konstans kozelitését:

F.(x) := 5E§§ ha x € A.

Akkor

p(A) _ O gl \ (dxc
> o (B ) ) = [ o) g (ex)

Rd
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és
Fo(x) —» 18
9(x)
majdnem minde x mod A-ra, ahol g(x) > 0 ugy, hogy
f(x)

[ o axn - [ o 15 sran.

8.3. Ismételt megfigyelések

Mint méar az el6z6ekben emlitettiik, az els6- és masodfaju hibak egyiittes csokkentése
ugy lehetséges, ha egyetlen X megfigyelési vektor helyett adott megfigyelési vektorok
egy n hosszu X;,...,X,, egy sorozata ugy, hogy Hy esetén X;,...,X,, figgetlen és Py
eloszlasu vektorok, mig H; esetén Xy, ..., X, fliggetlen és P; eloszlasu vektorok. Ekkor
a likelihood hanyados a kovetkezd alak:

AKX (X
D) (X))

Az alabb ismertetett Stein lemma szerint létezik olyan teszt, hogy mind az elséfaju
hiba «,,, mind a mésodfaju hiba [, nullahoz tart.

T(X)

“, e,

fo(x)
fi(x)

8.3.2. tétel (LASD CHERNOFF [1952]) Minden 0 < 0 < D(fo, f1)-re létezik egy teszt
ugy, hogy az elséfaju hiba

I(Py, P) = D(fo, f1) = y fo(x)In dx. (8.6)

o, — 0,
€s a masodfaji hibdra
B, < e—UD(fo.f1)=8) _y .

B1zONYITAS. Legyen a teszt olyan, hogy elfogadja a Hy nullhipotézist, ha

foXa) - - oK) o a(pfos)-o)
A X)) T |

vagy ekvivalensen

S ?EQ > D(fo. fi) — 6
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Ho esetén a nagy szamok erds torvénye miatt

1o~ fo(Xs)
22X, 7 P )

1 valészintséggel, ezért az o, elséfaju hibara

a, =Py {% zn:h'l fO(XZ; < D(fo,fl) — 6} — 0.
=1

[1(X

A 3, masodfaju hibaval kapcsolatban a kdovetkezd egyszerii korlatot kapjuk:

Bn

_ fo(Xy) - - fo(Xp) n(D(fo,fn—a)}
i {mxn- o hX)

— /fo(xl)""'f0<xn>>e fl(xl) LI -fl(Xn>dX17...,an

Jo(x1) - -Jo(xn) < on(D(fo, f1)—6
) G 2P0 )}

fo(x1)- - -fo(Xn) <, n(D(fg,f1)—95)
PSR 2en U0 =0}

(D (fo f1)~6)

IN

< ¢~ (D(fo,f1)=0) fo(x1) - ... - fo(xp)dxy, ...

) an

0

A Stein lemma bizonyitdsaban a kritikus érték felhasznalta a D( fy, f1) divergencia is-
meretét. A D(fy, f1) ismerete nélkiil az alabbi Chernoff lemma garantalja, hogy mindkét

hiba nullahoz tart exponencidlisan gyorsan.

8.3.3. tétel (CHERNOFF [1952]). Tekintsiik azt a tesztet, amelyik elfogadja a Ho null-

hipotézist, ha
fo(Xy) - oo - fo(Xy)
H(X) - Al(XG)

. (X
Zln §12X3 > 0.

i=1

> 1,

vagy ekvivalensen

(Ezt a tesztet mazimum likelihood teszinek nevezzik.) Akkor

o, < (inf fi (X)Sfo(x)l_sdx) '
Rd

s>0
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€s

s>0 Rd

By < (inf fo(x)* fl(x)l—de) .

B1zoNyITAS. Alkalmazzuk a Chernoff technikat, amelyik szerint egy s > 0 a Markov
egyenlGtlenséget hasznaljuk:

Ho esetén Xy, .

B ~ fo(X))

a, = ]P’O{;lnfl(xi) <0}
=~ fiX)

P {s;m (X)) >O}

_ po{eszwnﬁsiizi >1}

n fl(x)
< E, {es iz MRy }

= {11(352) )

.., X, fiiggetlenek, ezért

Qp S Eﬂ{ﬁ

(L (F5) o)

s > 0 tetsz6leges, tehat a tétel elss felét belattuk, és a mésodik fele hasonléan torténhet.

O

2. MEGJEGYZES. A Chernoff lemmabol akkor kovetkezik exponenciélis konvergenciase-

besség, ha

inf [ fi(x)%fo(x)'"0dx < 1

s>0 Rd
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és
inf [ fo(x)*fi(x)"fdx < 1.
s>0 Rd
A Cauchy-Schwartz egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy
inf [ fi(x)"fo(x)"dx < FL(x)Y2 fo(x)2dx
R4

s>0 Rd

< \/ fi(x)dx fo(x)dx
Rd Rd
= 1,

és egyenlGség akkor és cak akkor, ha fy = fi. Megmutathato tovabbéa, hogy
g(s) :== F1(x)* fo(x)' %dx
R4
fiiggvény konvex, és g(0) =1 és g(1) = 1, ezért

inf [ fi(x)*fo(x)'dx = inf Fr(x)* fo(x)' ~*dx.
s>0 Jpd 1>5>0 Jpd
He(fo, fi) = | fi(x)"?fo(x)"*dx (8.7)
]Rd

mennyiséget Hellinger integrdlnak hivjuk. Az el6z6 levezetés szerint

(679 S He(f())fl)n

és
ﬁn S He(fOJ fl)n
A Dy, (p,v) négyzetes Hellinger tavolsagra megmutathato. hogy

Dy, (p,v) =2 (1 = He(fo, /1)) -

3. MEGJEGYZES. Az «a szinti teszt fogalmén til ily moédon egy 1j konzisztencidhoz
jutunk, amit erds konzisztecianak hivunk. Ez azt jelenti, hogy mind Hy, mind H; esetén
a teszt nem hibazik egy véletlen mintanagysag utan 1 valoszintiséggel. Mas szoval Py-lal
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illetve P;-gyel jeldlve az eloszlast a null- illetve alternativ hipotézis esetén, a Stein lemma
tesztjére azt kapjuk, hogy

Py{elutasitva Ho-t csak véges sokszor n} = 1 (8.8)

és
P, {elfogadva Ho-t csak véges sokszor n} = 1. (8.9)

Ezek az er6s allitasok az exponenciéalis Chernoff korlathol és a Borel-Cantelli lemmébol

kovetkeznek.
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9. fejezet

Hipotézisvizsgalat egyszerd null- és
osszetett alternativ hipotézis esetén

9.1. A variaciés tavolsag és az I-divergencia

Emlékeztetnénk arra, hogy az R?-n értelmezett p és v eloszlasok varidcids tavolsdgdt a
Vi, v) = sup |u(A) — v(4)]

szupremummal definialtuk, ahol a szupremumot az 6sszes A Borel halmazra vesszik. A
Scheffé tétel (7.1.1. tétel) miatt a variacios tavolsag a megfeleld siirtségfiiggvények L
tavolsdgénak a fele.

A kovetkezs egyenl6tlenség, amit Pinsker egyenlGtlenségnek hivnak, a variacios ta-
volsagra ad fels6 becslést az I-divergencia segiségével:

9.1.1. tétel ( CsiszAR [1967], KULLBACK [1967] ES KEMPERMAN [1969])

2V (,v)}* < I(p,v). (9.1)
B1zonYITAS. Hasznaljuk a Schefté tétel bizonyitasanak a jelolését, miszerint legyen

A" ={f>g},

akkor a Scheflé tétel miatt
V() = p(A") — (A%,
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Tovabba (8.4)-bol kévetkezik, hogy

u(A") 1= p(A)
I > (A1 1—p(A*)In ———=
(10) 2 (A I B 4 (L= ()
Vezessiik be a
q=v(A") and p = pu(A*) > g,
és a )
- D
hp(Q)zplnng(l—p)lnl_ -
jeloléseket, akkor azt kell belatni, hogy
2(p — )* < y(a),
amely kovetkezik a derivaltbol:
d p 1—p
—(hp(@) =2(p—q)*) = —=+—+4lp—q
@ =2 =0) = L+ =L +alp—0
p—4q
= ————+4p—q
q(1—q) #=q)
< 0

9.2. Az L, tavolsag nagy eltérése.

Legyenek adottak R? értékd X, ..., X, véletlen vektorok, amelyek fiiggetlen, azonos
eloszlasuak, és a kozos eloszlast jelolje v. Egy rogzitett (hipotetikus) p eloszlas esetén
tekintsiik a kovetkez6 hipotézisvizsgalati problémat:

Ho : v = p szemben a Hy : v # p.

Itt Ho egy egyszerd hipotézis, mig H, egy Osszetett hipotézis.
Erre a probléméra Gyorfi és van der Meulen [1990] vezetett be egy teszt statisztikat:

L= lta(Aug) = u(Any)]
j=1
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ahol pu, jeloli az Xy, ..., X, minta esetén az empirikus eloszlast:

#{ZXlEA,’L:L,n}
n

:un(A) =

6s Pp={An1,. ., Apm, } az RY egy véges particidja.
A kovetkezd tétel megadja az L, pontos nagy eltérés tipusu jellemzését:

9.2.2. tétel (BEIRLANT, DEVROYE, GYORFI ES VAJDA [2001]). Tegyiik fel, hogy

lim max p(A, ;) =0 (9.2)
n—oo  j
€s 1
lim 7, (9.3)
n—00 n
Akkor minden 0 < € < 2-ra
1
lim —InP{L, > e} = —gr(e), (9.4)
n—oo N
ahol .
. p -p
= f 1 l—-p)ln ———— ). .
9:(€) 0<pl<nl—e/2 (p np—l—e/2+( 2 nl—p—e/Z) (9:5)

Biau és Gyorfi [2005] mutatott egy alternativ levezetést gy (e)-ra és egy nem aszimp-
totikus felsé korlatot.

9.2.3. tétel (B1au Es GYORFI [2005]). Minden ¢ > 0-ra

P{L, > ¢} < 2Mne /2,

BizoNYITAS. A Scheffé tétel miatt

Ly = AZP n(A4) = (A)] = 2 max (1n(A) = u(4)).

ahol a o(P,,) halmazosztaly a P, partici6 cellainak sszes uniojabol all. Minden s > 0-ra
a Markov egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy

E{ensLn/Q}

P{L, > ¢} =P{L,/2 > ¢/2} = P{e"*Ln/? > ens/2} < 7
e’fLSE
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Tovabba

E snLyp/2 — E sn(pn(A)—p(A))
{e } { Jnax }

Z E{esn(un(A)—u(A))}
A€o (Pr)

2 max E{emm(A)-u()y
AGO’(Pn)

IN

IN

= 2777," max ]E{esnun(A)}e—snp,(A)'
A€o (Pn)

Minden rogzitett A Borel halmazra

E{em W} — B{eShboe) — [TE{e™:et) = (e'u(4) + 1 - pu(4))"

i=1

Ekkor minden s > O-ra

n

P{L, >¢} < 2™ Lmz(ix : e SR (o3 1(A) 4+ 1 — p(A))
€o(Pn

Rogzitett A esetén valasszuk s-et ugy, hogy

oo A2 1-pu(4)
1= (u(A) +e/2) p(A) ~

akkor erre az s-re
e—s(1(A)+€/2) (e u(A) +1 — p(A)) = e~ T((u(A)+€/2,1=p(A)=€/2),(1(A),1—-p(A)))

< 6762/2

ahol az utols6 lépésben a Pinsker egyenlStlenséget alkalmaztuk. Ekkor
P{L, > €} < 2Mne /2,
O

1. MEGJEGYZES Az el6z6 levezetés egy specialis eseteként kapjuk a Chernoff egyenlét-

lenséget:
P{jin(A) — u(A) > €} < e ((1(A)Fe/2,1—p(A)=€/2),(1(A),1-p(A)))
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és a Hoeffding [1963] egyenldtlenséget:

P{in(A) = p(A) = e} < e (9.6)

A Hoeffding egyenl&tlenség teljesiil nem feltétlentil binaris értéki valtozokra. Legyenek
Xq,..., X, fiiggetlen, valos értékid valoszintiségi valtozok, tegyiik fel, hogy a,b € R, a < b
szamokkal X; € [a,b]. Akkor minden € > 0O-ra

n

LS (x - B{x})

]P{
n <
=1

_ 2ne2
>ep < 2e Ib-al?,

Ennek tovabbi finomitasa a Berstein [1946] egyenlStlenség, amelyik figyelembe veszi a
szorast is. Legyenek X7, ..., X, fiiggetlen, valos értéki valoszintiségi valtozok, tegyiik
fel, hogy a,b € R, a < b szamokkal X; € [a, ], és legyen

1 n
2
= — Y X; > 0.
o n; ar{X;}

Akkor minden € > 0-ra

n

LS - B

P{
n i=1

'ILE2
> 6} S ¢ 202+2e(b—a)/3

9.3. L, tavolsag alaptu er6sen konzisztens teszt

A 9.2.3. tétel alapjan bevezetiink egy erdsen konzisztens tesztet, amelyik elutasitja H

nullhipotézist, amennyiben
/m
L, >c¢ _n’
n

¢ >V2In2 ~ 1.177.

Akkor a Ho = {v = p} nullhipotézis esetén 9.2.3. tételbsl kovetkezik egy nem aszimpto-
tikus korlat az elséfajia hibara:

P {Ln > %} < 9mn p—ncimn/(2n) _ g=mn(c}/2-In2) _
V. n
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Ha m,/Ilnn — oo, akkor

Z]P’{Ln > cu/%} < 00,
n=1 n

tehat a Borel-Cantelli miatt a Ho = {v = p} nullhipotézis esetén ez a teszt erésen
konzisztens fiiggetleniil attol, hogy mi a p.

Tegyiik még fel, hogy a P;,Pa,... particiok sorozata aszimptotikusan finom (lasd
(8.5)). Akkor a H; = {v # u} alternativ hipotézis esetén a haromszogegyenlStlenség
miatt

Ly = Y lun(An) — p(An)]
j=1

v

D i) = oAag)] = 3 ln(Aug) — (A

A fentiek alapjan

D i (Ang) = v(Anj)| = 0,
j=1

1 valoszintséggel, mig a (8.5) feltétel és {v # p} miatt

D 1(Ass) = ¥(Aus)| = 25up [1(B) = v(B)| = 2V (1,1) > 0, (9.7)
j=1
ezért
liminf L,, > 2V (u,v) > 0 (9.8)
n—oo

1 valoszintséggel, tehat L, > c1/m,/n 1 valoszintiséggel elég nagy n-re, és igy meg-
mutattuk, hogy az L, alapu teszt erésen konzisztens a H; alternativ hipotézis esetén
is.

Be kell még latni (9.7)-t. A Barron, Gyorfi és van der Meulen [1992] cikk alapjan
valasszunk A\ mértéket, amelyik domindlja p-t és v-t, példaul legyen A = pu + v. Jelolje
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f a pu — v-nek A szerinti Radon-Nikodym derivaltjat. Akkor egyrészt

Do (A —v(A) = Y

AePy, AePy,

(VAN
g
=
E

Maésrészt egyenletesen folytonos f-re (8.5) miatt azt kapjuk, hogy

> /Afd)\‘—>/\f\d)\.

AEPy
Ha f tetszéleges, akkor minden § > O-ra valaszthatunk egy egyenletesen folytonos f
fiiggvényt, amelyre

/|f—f|d)\<5.
Ekkor
)y /AfdA‘ ) /AfdA 3 /A<f—f>dA‘
> fax = [ 1f = fldx
Z|fnf-f
> > | fdr[=4
Aep, 1A

— /|f|d/\—5
/\f]dA—Zé

= 2sup |W(B) = v(B)| — 26.

v

Mivel 0 tetszSleges, ezért (9.7)-t belattuk.
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9.4. L, tavolsag alapi a szinti teszt

Beirlant, Gyorfi és Lugosi [1994] bizonyitottak, hogy a

. .My
lim m,, = oo, lim — =0,
n—o0 n—oo N

és a
lim max p(A4,;) =0,

n—oo j=1,...,m

feltételek esetén

Vi (L, —E{L,}) Jo B N(0,1),

ahol 2 jeloli a konvergenciat eloszlasban és 0% = 1 — 2/7.
Legyen o € (0,1). Hg esetén

P{vn(L, — E{Ly})/0 < 2} = (),
ezért x kiiszobérték esetén a hibavaloszintiség
a=1-d(x).
Tekintsiik azt a tesztet, amelyik elutasitja Hg, ha

Lo >E{L,} + % 11— a).

Beirlant, Gyorfi and Lugosi [1994] bizonyitotték, hogy

E{L.} < V2/m [~

Ebbdl kovetkezik a teszt végleges, imméron explicit forméaja, amikor elutasitjuk Ho-t, ha

mp o _ my,
L, > 62“74‘%@ 1(1—0&)%62“?,

¢y = \/2/7 ~ 0.798.

ahol

Akkor ez a teszt aszimptotikusan egy « szintd teszt.
Osszehasonlitva a két tesztet, mindegyiknél a kritikus éréték aranyos /m, /n-nel ugy,
hogy a ¢y és a c; egyiitthatok koziil a ¢y a kisebb.
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10. fejezet

Homogenitas tesztelése

10.1. A tesztprobléma.

Tekintsiink két R? értekd, fiiggetlen Xy, ..., X, és X/,..., X/ mintat agy, hogy mind-
egyik minta elemei fliggetlen, azonos eloszlastak, és az ismeretlen kozos eloszlasokat p
illetve ' jeloli. Az a nullhipotézis, hogy a két minta homogén, azaz a két eloszlas azonos:

Ho:p=p'.

Jelolje py, illetve ), az empirikus eloszlasfiiggvényeket az X, ..., X, illetve X/, ..., X/,
mintak esetén ugy, hogy

#{ZXlGA,Z:L,n}

n A) =
fin(A) p
illetve 40X e Ai—1 |
1 X, eAr=1,...,n
pn(A) = :
n
AzR%egy P, = {An1, ..., Anm, } véges particioja esetén a T), tesztstatisztika a particion

osszehasonlitja a két empirikus eloszlast:

To = lin(Ang) = 11, (Anj)l.
j=1

10.2. L, tavolsag alapi, er6sen konzisztens teszt

A kovetkez§ tétel a T, statisztika nagy eltérésének a jellemzését adja.

101



10.2.1. tétel (Biau, GYORFI [2005].) Tegyiik fel, hogy

My

lim m,, = oo, lim — =0, (10.1)
n—00 n—o00 N
€s
lim max p(A,;) =0. (10.2)
n—o0 j=1,....,mp

Akkor Hy és minden 0 < € < 2 esetén

1
lim — InP{T,, > e} = —gr(e),

n—oo N

ahol
gr(e)=(1+¢/2)In(14+¢/2)+ (1 —&/2)In(1 — £/2).

B1zoNYITAS. Csak a
]P{Tn > 6} < 2m"6_”9T(€) < 2mn€—n52/4

nem aszimptotikus felsé korlatot bizonyitjuk. Tetszéleges s > 0 esetén a Markov egyen-
16tlenségbdl kovetkezik, hogy

E snTn
P{T, > ¢} = P{e >} < {e—}.

687’16

A Scheffé miatt

To= D ma(A) = ()] =2 max (un(A) = 4, (4))
AEP, "

ahol a o(P,) halmazosztaly a P,, partici6 celldinak 6sszes unioibol all. Ekkor

EfesnTnl  — RS max e25#n(A)—un(A)
{ } {AEU(;{TL) }

3 Efe2nn -4}
AEU(Pn)

< 2™ max E{eXmm(A)-m ()
A€o (Pr)

— 9mn ax E 2snpn (A) E —2snul, (A) )
Jnax {e HE{e }

IN
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Nyilvan

]E{ezsnltn(A)} _ Ze%k (Z) M(A)k (1 . N(A))n_k

és ehhez hasonléan H esetén

3

E{e—%nuiL(A)} _ Ze—2sk < > A)F(1— M(A))n_k

k=0
= (e ®u(A)+1—p(A)".
A fentiek miatt

E{es"Tn}
<2 max ((4) + 1= p(4))" (e p(A) +1 - pu(4)"
=2 max [((A) + 1= p(A)) (7 p(A) + 1~ p(A)]"

=27 max [1+p(4) (1= p(4) (€ + e = 2)]"

< 2™ 1+ (¥ +e> —2)/4]"
= 2" [1/2+ (e + e %) /4]"
Ebbdl kovetkezik, hogy

snTy 1/2 2 _9s 4 n
]P){T >€} < 1nf@§2mn inf / +(€ + e )/

5>0 esne s>0 ese

Belathato, hogy az infimumot az

o2 1+¢/2
1—¢/2

valasztasnal kapjuk, és ekkor
P{T,, > ¢} < 2mme97(9),
A Pinsker egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy

gr(e) > €2/4
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tehat ,
P{T,, > ¢} < 2mme /4, (10.3)

O
A (10.3) korlatbol levezethetd egy erdsen konzisztens homogenitasteszt:

10.1 kévetkezmény (BIAU, GYORFI [2005].) Tekintsik azt a tesztet, amelyik eluta-

sitja Ho-t, amennyiben
my
Tn > C1y | —,
V. n

¢ >2vVIn2 ~ 1.6651.
Tegytik fel, hogy (10.1) teljesiil, és

ahol

Akkor Hy esetén egy véletlen mintanagysdg utdn 1 valdszinidséggel a teszt nem hibdzik. A
fentieken til, ha még a Py, P, ... particick sorozata aszimptotikusan finom (lasd (8.5)),
akkor Hq esetén eqy véletlen mintanagysdg utan 1 valosziniséggel a teszt nem hibdzik.

BIZONYITAS. H esetén (10.3)-bdl kivetkezik, hogy

P{Tn>01‘/%} S 2mn6*nQT(01\/mn/n)
n

— 9Mmn efnc% (mn/n)/44+n0(myn /n)

e—(c§/4—1n 2+O(1))mn’

ZP{Tn > CH/%} < 00,
n=1 n

és a Borel-Cantelli lemmabol kovetkezik az allitas elss fele. A masodik felével kapcsolat-
ban ugyanugy belathato, mint (9.7) esetében, hogy (8.5)-bol kévetkezik, hogy

ezért a m,/Inn — oo miatt

liminf 7,, > 2sup |u(B) — ¢/(B)| > 0 (10.4)

n—oo B

1 valdsziniiséggel. 0
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10.3. L, tavolsag alapi a szinti teszt

A Hq esetén a T, statisztika aszimptotikusan normalis:
10.3.2. tétel (Biau, GYORFI [2005].) Tegyiik fel, hogy a a (10.1) és a (10.2) feltételek
teljesiilnek. Akkor Ho esetén
Vi (T, ~E{T,}) /o = N(0,1),
ahol 0* = 2(1 —2/7).
A 10.3.2. tételbdl levezethets egy aszimptotikusan « szinti teszt:

10.2 kévetkezmény (BIAU, GYORFI [2005].) Legyen a € (0,1), és C* =~ 0.7655 jelil-
jon eqy univerzdlis konstanst. Tekintsiik azt a tesztet, amelyik elutasitja Hy, amennyiben

m m o m
T, > coy|— +C "+ —= 3 11 —a) = cyy | —
ey~ + - +\/ﬁ (1—a)~c p

2
02 =2(1-2/1) és cy= NG ~ 1.1284.
Akkor a 10.5.2. tétel feltételei esetén a teszt aszimptotikusan o szintd. A fentieken til, ha
még a Py, Pa, ... particiok sorozata aszimptotikusan finom (lasd (8.5)), akkor Hy esetén
a teszt konzisztens.

ahol

B1zONYITAS. A 10.3.2. tétel szerint H, esetén
P{v/n(T,, — E{T},}) /o < 2} =~ ®(x),
ezért x kiiszObszint esetén a hibavaloszintiség
a=1—-o(x).
Ezért az a szint teszt elutasitja a nullhipotézist, amennyiben

T, > E{T,} + — & (1 —a).
n

NG

Sajnos E{T,} fiigg az ismeretlen eloszlastol, ezért arra egy felsg korlatot hasznalunk,
és ezzel csokkentjilk az elséfaju hibat. Biau, Gyorfi [2005] igazolta a kovetkezs felss

korlatot:
E{T,} < oo/l
n n
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tehat

a ~ P{Tn > E{T,} + %@1(1 - a)}

m m o
> -n Iy e — )
> P{Tn>c2,/ - +C - +\/ﬁ ( a)}

Az allitds masodik fele kovetkezik a 10.3.2. tételbdl.
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11. fejezet

Fuggetlenség tesztelése

11.1. A tesztprobléma

Tekintsitk R x R? értékd (Xq,Yq),...,(X,,Y,) figgetlen, azonos eloszlast véletlen
vektorparoknak egy sorozatat. Az (X,Y) eloslasat jeloljer, mig p; illetve po legyen a X
illetve a Y eloszlasa. Azt a hipotézisvizsgalati probléméat nézziik, amikor a nullhipotézis
szerint X és Y fliggetlenek:

Ho: v =1 X pa. (11.1)

Jelolje vy, tn1 €8 o a (X1, Y1), ..., (Xn, Yy), X4, ..., X, 68 Yy, ..., Y, mintdkhoz
tartozé empirikus eloszlasokat:

V(Ax B) =n""#{i: (X;,Y;) € Ax Byi=1,...,n},
pni(A) =n"19#{i: X; € Ayi=1,...,n}, and
/ing(B) = nil#{i Y, €eBi1=1,... ,n}.

Ha adott az R? egy P, = {An1, - - -, Apm, } particidja és az R? egy Q,, = {Bni,-- Bu }
véges particivja, akkor egy L; tesztstatisztika segitségével Gsszehasonlitjuk a v, és a
fn1 X fino eloszlasokat:

Ln(”mﬂn,l X :un,2) = Z Z |Vn(A X B) - Mn,l(A) ':un,Q(B>|'

AeP, BEQ,
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11.2. L, tavolsag alapu erGsen konzisztens teszt

Gyorfi és van der Meulen [1990] bevezetett egy

,unlalul Z |,un1 ( )|

A€ePn,

statisztikat, amelyre Biau és Gyorfi [2005] bizonyitotta, hogy minden 0 < ¢,
P{L,(pttn1,p11) > e} < 9mn o< /2, (11.2)

(lasd 9.2.3. tételt). Most megmutatjuk ennek egy kiterjesztését:

11.2.1. tétel (GRETTON ES GYORFI [2010].) Ho és 0 < &1, 0 < 9, 0 < £3 esetén

P{L,,(Vn, ftng X fn2) > €1+ 2+ €3} < Qn M o =NEY/2 4 omhn p=ne3/2 | gmy, o —ne5/2

BIZONYITAS. Az L, (Vp, tin1 X fin2)-t feliilrél becsiiljiik:

Ln(”m/v‘n,l X Nn,2) = Z Z [Vn(A X B) — :un,l(A) ':un,Q(B>|

AeP, BEQ,

< > ) |w(Ax B)—v(Ax B)|

AeP, BEQ,

+ Z Z V(A X B) — p1(A) - ua(B)|

A€eP, BEQ,

+ D0 D Im(A) - p2(B) = pina(A) - pinz(B)]-

AcPn BEQy

Ho esetén

S S WA X B) — ju(A) - pa(B)| = 0.

AeP, BEQ,
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Tovabba

Z Z ’Nl ) an(A) ':U’n,2(B)|

A€ePy, BEQ,
< 30N n(A)  wa(B) — ii(A) - pna(B))
A€Py, BEQy
+ 3> [m(A) - pn2(B) = pna(A) - pin2(B)]
A€eP, BEQ,

= Z |p2(B) — pn2(B)| + Z 11 (A) — p1n 1 (A)]

BeQ, AePy,
= Ln(un,l, Ml) + Ln(ﬂn,2,ﬂ2)-

(11.2) miatt

P{L,(Vn, ftng X fn2) > €1 + €2+ €3}

PA{Ln(vn,v) > €1} + P{Ln(ptng; 1) > €2} + P{Ln(pn2, p2) > €3}
< 2mn-m;167n5%/2 + 2mnefn€§/2 + 2milefna§/2'

IN

O

A 11.2.1. tételbdl levezethetiink egy erdsen konzisztens tesztet, amelyik elutasitja a
nullhipotézist, ha L, (Vp, tin1 X fin2) Dagy.

11.1 kévetkezmény (GRETTON, GYORFI [2010].) Tekintsik azt a tesztet, amelyik
elutasitja a Ho-t, amennyiben

mym., s m), mym,,
Ln(Vn; Hn,1 X ,un,2) > + — + — ~ (1 )
n n n n

ahol
c1 >V2In2 ~ 1.177. (11.3)
Teqgyiik fel, hogy a
/
lim 2 — (11.4)
n—oo n
€s a )
im 2% — 00, lim 20 = oo, (11.5)
n—o00 lnn n—o0 lnn
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feltételek teljestilnek. Akkor Ho esetén 1 wvaldsziniséggel eqy véletlen mintanagysdg utdn
a teszt mem hibdzik. Ha

v # 1 X g
esetén a P, és Q, particiok még aszimptotikusan finomak, akkor 1 wvaldszinidséggel egy
véletlen mintanagysdg utdn a teszt nem hibdzik.

BI1ZONYITAS. H, esetén a 11.2.1. tételbdl kovetkezik, hogy

[mym, [, Im!,
]P) {LTL(VTL?Mn,l X /Jln,2> > C1 ( —+ — + _) }
n n n

!

anmne—c%mnmﬁl/Q + ane—c%mn/Q + 2"”;16_0%"”%/2

IN

< 6—(0%/2—1n2)mnm;L _’_e—(c%/2—1n2)mn +6—(c%/2—1n2)m'n‘

A (11.5) feltétel miatt

. mnm’ My, m/
ZP{L”(V%“”JXW,2)>01 (\/7”+1/—+\/—">}<oo,
n=1 n n n

és az allitas els6 fele kovetkezik a Borel-Cantelli lemmabol. Az allitas masodik felénél
alkalmazzuk a haromszogegyenlGtlenséget:

Ln(Vns fng X fin2) 2> Z Z V(A x B) — pu1(A) - p2(B)
A€P, BEQ,

= > ) [v(Ax B)—v(Ax B)|

AeP, BEQ,

— Y |pa(B) = paa(B)]

BeQ,

= D I(A) = paa(A)].

APy,

A (11.4) feltétel miatt az utolso harom tag tart O-hoz 1 valoszintiséggel, tovabba ugyanugy
belathato, mint (9.7) esetében, hogy (8.5)-bol kovetkezik, hogy

DD WAXB) = m(A) - pa(B)| = 2Slép!V(C) — i % p2(C)| >0,

AEP, BEQ,
4 ! . . 4
ahol az utolsé szupremumot az R? x R? 6sszes C' Borel halmazéara vessziik, tehat

liminf L, (Vn, fin1 X fin2) > 2sup [v(C) — py X pe(C)| > 0 (11.6)
n—00 C

1 valosziniiséggel. 0

110



11.3. L, tavolsag alapi a szinti teszt

Ebben az esetben is van aszimptotikus normalités:
11.3.2. tétel (GRETTON, GYORFI [2010].) Tegyiik fel, hogy a (11.4) és a
lim max pi(A) =0, nh_}rgo ax wua(B) =0, (11.7)

n—oo AEP,

feltétel teljesiil. Akkor Hy esetén

VI (L (Uny fing X tin2) = B{Ln(Vn, a1 X fin2)}) Jo 2 N(0,1),
ahol 0> =1 —2/7.

A 11.3.2. tételbdl levezethets egy fiiggetlenségi teszt.

11.2 kovetkezmény (GRETTON, GYORFI [2010].) Legyen o € (0,1). Tekintsiik azt a
tesztet, amlyik elutasitja Ho-t, ha

/
Donlltn | 9 M1 - a)

noVn

/
My M,

~ G 9

n

Ln(yna,un,l X,un,Q) > Ca

ahol
ol =1-2/7 és cy=+/2/7 ~0.798.

Akkor a 11.3.2. tétel feltételei esetén a teszt aszimptotikusan o szintd. Ha a P, és Q,
particiok még aszimptotikusan finomak, akkor a teszt konzisztens.

BizONYITAS. A 11.3.2. tétel szerint H, esetén
]P){\/E(Ln(ynyﬂn,l X ,UJn,Q) - E{Ln(ym 1 X Nn,2)})/0 S [E} ~ CI)(ZL’),

ezért x kiiszobszint esetén
a=1—>o(z).

Ekkor egy « szinti teszt elutasitja a nullhipotézist, ha
LV it X fin2) > B{ Ly (U, finy X fino)} + % d(1 - a).
A E{L,(Vn, ftn1 X pin2) } konstans fiigg az ismeretlen eloszlastol, de van ra egy felss korlat:

mym),
E{Ln(ynyljln,l X ,un,2)} S V 2/7T T

(lasd Gretton, Gyorfi [2010]). O
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