Statisztika Jegyzet
az Uzelt1 informatika szakirany szamara

(kézirat gyanant)

Telcs Andras

December 16, 2005






CONTENTS

0.1 EIBSZO . . . . . .
0.2 Bevezetés . . . . . . .

A leiro statisztika elemei

Valosziniiségszamitasi alapfogalmak
2.1 Avwvalészinlis€égimezd . . . . . . . . . ...

Statisztikai alapfogalmak

3.1 Bevezetd, sokasdg, minta . . . . . . . ... ...
3.2 Alapstatisztikdk . . . . . ...
3.3 Hatéreloszlastételek avagy a valésag megismerhetdsége . . . . . . . . . ..

Becsléselmélet

A legnagyobb valésziniiség elve
5.1 Tovabbi példak, feladatok . . . .. ... .. ... .. ... ........

Hipotézis vizsgalat
6.1 Intervallumbecslés . . . .. ... ... ...
6.1.1 t— eloszlasra épitett konfidencia intervallum . . . ... ... ...

6.1.2 Konfidencia intervallum az ismeretlen szérasra . . . . .. ... ..
6.1.3 A mintaméret megvalasztasa . . . . . . .. ... ... ... ....
6.2 Hipotézis vizsgalat . . . . . . . . . ... ... ...
6.2.1 A hipotézis vizsgalatmenete . . . . . . .. .. .. ... ... ...
6.2.2 Paraméteresprobdk . . . . . . ... ...
6.2.3 Az egymintas probak tovabbiesetei . . .. .. .. ... ... ...
6.2.4 Kétmintdsprobak . . . . . ... ... oL L
6.3 Probak a szorasra vonatkozéan . . . . .. ..o

6.3.1 Egymintaspréba . . . . . . . ... ...
6.3.2 Kétmintdspréba . . . . . . ... ...

6.3.3 Amasodfajdhiba . . . . ... L oo

13
13

17
17
18
20

27

33
35



4 CONTENTS

7 Nem paraméteres probak 55
7.0.4 Khinégyzetprobak . . . . .. ... 55

7.0.5 Illeszkedés, normalitas vizsgalat . . . . . . .. ... ... ..... 58

7.0.6  Probak helyzeti paraméterek vizsgalatara . . . . . . .. ... ... 58

7.0.7 Man-Whitney proba . . . . ... ... 60

8 Szoérasanalizis 63
8.0.8 Kétrészesosztalyozds. . . . . . . . .. ... . 66

9 Linearis regresszio 67
10 Féokomponens analizis 73
10.1 A linedris algebra néhany eleme . . . . .. ... ... ... . ....... 73
10.2 Véletlen vektorok elforgatasa . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 75
10.3 A vektrovaltozo elemi statisztikai viselkedése . . . . . . .. .. ... ... 76
10.4 A tapszatalati fokomponens . . . . . . . ... ... 78

11 Osztalyozas, klaszterezés 81
11.1 Osztalyozads . . . . . . . . . . e 81
11.1.1 A legkdzelebbi tars modszer . . . . . . .. .. ... ... ... &3

11.2 Klaszteranalizis . . . . . . . . . . . . .. 83
11.2.1 K-kdzépmddszer . . . . . . . . .. .. .. ... 84

11.2.2 Hierarchikus eljarasok . . . . . .. ... ... ... ... ... . 84

12 Idésorok 87
12.1 Alapfogalmak, definiciok . . . . . . .. ... ... ... ... ... 87
12.1.1 Osszefliggdségi struktirak . . . . . . . ... ... ... ...... 87

12.1.2 Az autokovariancia fiiggvény tulajdonsagai . . . . . ... ... .. 88

12.2 Iddsorok transzformacidja . . . . . . . . . .. ... ... 89
12.2.1 Nincs periodikus komponens . . . . . .. ... ... ... ... &9

12.2.2 Trend ésszezonalitds . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 90

12.3 Tapasztalati autokovariancia és autokorreladcio . . . . . . . ... ... ... 90
12.4 Parcialis autokovariancia fliggvény . . . . . . ... ... ... ... ... 91
125 Fehérzaj. . . . . . . . . e 91
12.6 Mozgoatlag (MA) folyamatok . . . . . ... .. ... ... ... ..... 91
12.7 Autoregressziv (AR) folyamatok . . . . ... ... ... ... .. ..... 92
12.7.1 Példa, AR(1) folyamat . . . . . ... ... ... ... ....... 93

12.7.2 Yule-Walker egyenletek . . . . ... ... ... ... .. ..... 94

12.8 Autoregressziv - mozgoatlag (ARMA) folyamatok . . . . . . ... .. .. 94
12.8.1 A kauzalitas sziikséges és elégséges feltétele . . . . . ... .. .. 94

12.9 Az atlag és az autokovarianciabecslései . . . . . .. ... ... ... ... 95
12.9.1 A spektralfiiggvény és az autokovariancia kapcsolata . . . . . . . . 95

12.9.2 Aszimptotikus normalitds . . . . . . . ... ... L 96

1293 7(n)becslése . . . . . . ... 96

12.9.4 Az autokorrelaciok mikor kiillonboznek szignifikansan 0-t61? . . . . 97

12.100ARM A modellek becslései . . . . . . . . . . . . . . ... 97



El6szo 5

12101 Ismertpésq . . . . . . . . . e 98
12.10.2Ismeretlenp . . . . . . . . . ... 98
12.10.3 A Durbin-Levinson algoritmus . . . . . . . . .. ... ... ... .. 98
12.10.4 Az innovacidos algoritmus . . . . . . . . . . ... ... 99
12.10.5 Mozgoatlag folyamatok becsléser . . . . . . ... ... ... ... 101
12.10.6 Aszimptotikus viselkedés ARMA folyamatok esetén . . . . . . . . 101
12.10.7 Maximum likelihood becslések . . . . . . . . .. ... .. ... ... 102

0.1 Eloszo

E jegyzet informatikus hallgatok szamara irddott. Ezen beliil az Uzleti informatika sza-
kirany keretében kertil felhasznalasra. Szerkesztésekor e két szempont alapjan arra torekedtiink,
hogy az informatikus képzés sordn szerzett ismeretekre, informatikus és mérnoki szem-
I¢letre alapozzunk. Ez egyben azt is jelenti, hogy lehetdség szerint a gyakorlati igén-
nyel fellépd olvasod szdmara irddott. Ezt erdsiti a szakirdny szabta feladat. A keretek sz-
abta korlatok kozott az iizleti életben felmeriild problémékon keresztiil keriilnek eld egyes
statisztikai kérdések. Bizonyos mértékig az iizleti életben szokésos zsargont is becsem-
pésztiik a szovegbe, hogy a szerzett ismeretek késobi alkalmazasat ezzel is konnyitsiik.

A kurzus tobb szinten sajatithat6é el. Mindenki maga donti el mit céloz meg.

A jegyzet anyaga lehetdvé teszis, hogy minimalis iizleti, statisztikai szokincsre
tegyen szert az olvasd. Képes legyen egy lizleti, gazdasagi poblémaban felismerni a
statisztikai feladatot és azonositani a feladat megoldasahoz sziikséges modszert. Végiil

Az aki ennél tobbre torekszik, az alaposabb elsajatitas révén képessé valhat a sta-
tisztikusokkal egyiittmikodni a feladat korrekt specifikalasaban, medidlni a véllalat és a
statisztikusok kozott biztositva, hogy a valasz valoban arra a kérdésre adatik amit az iizleti
¢let felvetett.

A kittizhetd maximalis cé€l, hogy a targyhoz kapcsolddo laborra is tdmaszkodva
képessé valik a feladat meghatarozasatol a teljes megval6sitasig minden 1épést megoldani.
Azaz végighaladnia kovetkezd 1épéseken:

1. probléma specifikalas

2. munkafeltevések megfogalmazasa

3. mddszer kivalasztas

4. adatigény felmérése

5. adatgy(jtés megtervezése, kivitelezése, adatfeldolgozas
6. adatjavitas, szlrés, tesztelés

7. elozetes statisztikai feldolgozas

8. a statisztikai modszer alkalmazasa

9. egybevetés a munkafeltevésekkkel, egyéb szempontokkal
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10. esetleg a 2-8 ciklus részleges vagy teljes ismétlése

11. kovetkeztetések levondsa, interpretalas, az eredmények visszaforditisa az lizleti prob-
1éma nyelvére

Aki sikerrel megbirkdzott a kurzus ismereteinek ilyen magas szintl elsajatitasaval
hasznos ¢€s erds fegyvertar birtokaba jutott. Természetesen nem rendelkezik a profi sta-
tisztikus teljes arzenaljaval, de egye-egy irdnyban mar képes lehet 6nalldan is fejleszteni
ezirdnyu ismereteit illetve, ha kedvet érez halado statisztikai stidiumokra is vallalkozhat
mint példaul a napjainkban oly fontos nemparaméteres eljarasok vagy adatbanyéaszati mod-
szerek.

Annak érdekében, hogy a kitlizott feladatoknak megfeleljen, jegyzet felépitése a
kovetkezd. Az elso fejezetben a valdszinliségszamitas alapogalmai keriilnek roviden Ossze-
foglalasra majd a masodikban statisztika alapfogalmai keriilnek ismertetésre. A kdvetkezd
fejezetek egyre Oszetettebb modszereket ismertetnek. Minden fejezet végén kiilon papiron
illetve szamitogép segitségével megoldhato feladatok talalhatéak. Ezek megoldéasa biz-
tositja az anyag elsajatitdsanak masodik illetve harmadik szintjét.

Koszonetnyilvanitas

A szerz6 koszonetét szeretné kifejezni Maricza Istvannak, azért, hogy jegyzetének
1dosor fejezete atemeléséhez hozzajarult. Ugyandt illeti még a kdzdnet a barati €s szakmai
beszélgetésekért, amellyel a szerzot messzemenden segitette.

0.2 Bevezetés

A statisztika a rendszerezett szambavétel igényébdl fejlodott ki az évszazadok sordn. Az
elso szambavételi feladatok az 1doszamitasunk eldtti 4000 évre nyulnak vissza. Kinaban
mar ekkor Osszeirtdk a lakossagot, hazakat, birtokokat. Ezen adatok a hatalom két nagyon
fontos céljat szolgaltdk az adokivetést és a katonai szolgalatot. Hasonld szambavételi
igénye volt az egyiptomi uralkodoknak is a termény és a munkaerd felmérése kapcsan.
Mozes is szambaveszi nemzettségét (Lasd Mozes I'V. kdnyve) és nem kevesebb mint 603.550
felnott férfit tud magaénak. A gyermekek a magas halanddsag miatt, illetve mert még
sem munkdra sem hadra nem foghatoak, nem szamitottak, ahogy a ndok sem. Masutt
tobb nemzettségfo részletes vagyonfelsorolasat talalhatjuk a Bibliaban mennyi nény illetve
kétlabu joszagga rendelkeztek.

Az elsd hivatalos 0sszeirasrol is a Biblia szamol be (Lukécs 2.) ”Augusztus csaszar
rendeletet adott ki, hogy az egész foldkerekséget Osszeirjak Ossze. Ezt az elsd Osszeirast
Cirinus, Sziria helytartoja, bonyoltitotta le. Mindenki elment a maga varosaba, hogy
Osszeirjak.” Adat Romardl maradt fennt, fénykoraban mintegy 1 millié lakosa volt. Ezt
megeldzo 1dobdl szarmazo adatok szerint Athénban és Khorinthoszban 400 illetve 460 ezer
rabszolga volt, amely feltehetden nagyobb a valosagnal.

A kovetkezd nagyszabasu vallalkozéasra ezer évet kell varni. A XI. szazadba
sziiletik az un. Doomsday Book, ami az akkori anglia folbirtok és hiibéri viszonyainka
felmérését szolgalta, megint csak ado €s katonai szolgalat céljabol . E hatalmas mi egy-
ben szamos hely és kortorténeti leirassal volt kiegészitve.
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Az elsd modernnek tekinthetd statisztika John Graunt és William Petty nevéhez
fizodik 1650-bdl. Ok készitették az elsd sziiletési és halalozasi statisztikat.

S leird statisztika, ezen beliil a grafikus abrazlas uttoérdje volt Florence Nightin-
gale (1820-1910) aki adatsorokra tamaszkod¢ abrakkal gyozte meg Nagybritannia katonai
vezetését, hogy a Krimi haborua sebesiiltjei koziil tobben pusztultak el a hadikorhzak rossz
rokiilményeinek kovetkeztében mint a sériilésekben a csatatéren. O az elsd statisztikus nd,
egyben az dpolasi szakma megteremtdje is.

E régi idokre visszanyul6 példak is mutatjak a statisztika gyakorlati jelentdségét.
Napjaink tizleti dontései pedig végképp elképzelhetetlenek azok nélkiil. Hogy csak egy
példat emlitsiink, az egyes termékek szenozalis fogyasztasi szokasai ismeretében gyartanak
a termelok, rendelnek €s készleteznek a kereskedok, példal sort. A késdbbiekben szdmos
ilyen jellegli példat founk még ismertetni, konkrét modszerek kapcsan.
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Chapter 1
A LEiRO STATISZTIKA ELEMEI

Ebben a fejezetben a statszitika legrégibb agaval a leir6 statisztikaval ismerkediink meg.

A leir¢ statisztika a vizsgalando kérdés kapcsan szoba johetd 0sszes objektum meg-
figyelésén alapul. Vegylink egy példat. Csoportkirandulast szervezziink. Az étkezések
megrendeléséhez néhany kérdést kell tisztazni. Van-e a résztvevok kozott vegetarianus,
cukorbeteg, tej- vagy lisztérzékeny. Ki milyen italt fogyaszt reggelire, kavét, teat, tejet,
kakadt. Természesen ezeket az informdcidkat egyszerlien 0sszegyijthetjiik a (tegyiik fel)
36 résztvevotdl. Ennek eredményeképpen 36 valaszlap lesz a kezlinkben. Természetesen
az étkezést nem személyenként fogjuk megrendelni. A megrendelésen az kell, hogy sz-
erepeljen, hogy a fenti kérdésekre hany igen valasz érkezett. Elkezdiink tehat strigulazni.
Az eredmény mar a leird statisztika egyik alapeleme.

Definicio 1 Alapsokasdag a vizsgalt objektumok, egyedek dsszesége.
Esetilinkben a kirandul6 csoport tagjai.
Definicio 2 Oszaly vagy kategoria a megfigyelt objektumok valamely ismérv szerinti felosztasa.

Esetlinkben példaul a reggeli ital mint az objektumok egy attributuma négy lehet-
séges dolog lehet: kavé, tea, tej, kakad. Ennek kovetkeztében a megfigyelt egyedek

crer

valasztast €s a nem valaszt).
Definicio 3 A particio osztalyainak elemszamat abszolut gyakorisagnak nevezziik.

Fenti kérdéseink kissé egyoldaluak voltak, a kapott valaszok mind kategorialis
ismérveket tartalaztak. Természetesen numerikus adatokra is sziikségiink lehet, mint
példaul, egy vagy két kavét iszik reggel. Altalaban a megfigyelt objektumok attribitu-
mai, hasonloan egy adatbazi egy rekordjddnak mezdihez kiilonb6zo jellegliek lehetnek.
Az attribitumok két nagy osztalyat kiilonbdztetjiik meg.

Definicié 4 Beszélhetiink kvantitativ és kvalitativ ismérvekrol. Ezen beliil kiilonb6zo skalakrol
szokas beszélni. Kvalitativ skala lehet nominals, ha az attribitum csak egy név, cimke az
objektumok valamely osztalyba sorolasat jeloli. Ilyen példaul a hajszin vagy a személyi
azonosito szam. Lehet a skala ordinalis, avagy rendezett amikor az osztalyok kézétt valam-
ilyen értelem szerii sorrend van, de tovabbra is csak osztdalycimkék, nevek az adataink.
Ilyen példaul a fizetési kategoriak, A7, B4, J11 vagy a labdarugo csapatok liga besoroldsa.
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Vigyazat a nomindlis cimke is lehet szam, mint a személyi azonositd szam, mégsem
érdemes példaul atlagot szamitani beldle. Ennél is 6vatosabban kezelendd, hogy gyakran a
szamitogépes feldolgozas céljara az osztalyok neve helyett szamokat hasznéalnak, pédaul a
hajszin kodok fekete=1, barna=2 ¢s igy tovabb, de e szamok szintén csak cimkék, miveleteket
végezni nincs értelme veliikk. Ezugyanakkor nem jelenti azt, hogy az eldforduldsok szama-
val ne lehetne miiveletekret végezni €s a sagitségiikkel statisztikai kovetkeztetésekre jutni.

Definicio 5 A kvantitativ adatok a kévetkezo csoportokba sorolhatoak. Intervallum skaldarol
lehet beszélni, ha az ismérv szamszeri és elemei egy intervallumbol keriilnek ki.  Ilyen
peéldaul az oszi félév oktatasi napjainka datuma.

Hanyados skaldval van dolgunk, ha a megfigyelt objektumok kérdéses numerikus ismérveinek
hanyadosa ismert. Példdaul nem tudjuk, ki mennyi cukrot tesz az italaba, de azt igen, hogy
X masfélszer annyit mint Y. Y pedig 0.9-szer annyit mint Z.

A leir¢ statisztika célja, hogy a rendelkezésre allo adatok alapjan altalanos képet
kapjunk a vizsgalt objektumok 6sszeségérdl €s egyben az adatok mindségérdl. Ezt gyakran
grafikus dbrazoléssal lehet elérni. Kiinduldsul a megfigyelt gyakorisagok szolgalnak.

Egy ideig figyelmiinket olyan vizsgalatokra korlatozzuk, amelyekbne az objek-
tumok egyetlen paraméterével foglalkozunk. Természeseten késdbb tobb paraméter vizs-
galatara sor kertil, hiszen gyakran igazén azok az izgalmas kérdések, hogy az egyik jol
megfigyelhetd paraméter viselkedésébdl kovetkeztessiink a masik esetleg kevésbé megfi-
gyelhetore.

Definicié 6 Gyakorisagi tabla. Legyen a megfigyelt dsszes objektum egy adott isméry
szerint osztalyokba van sorolva. Az egyes osztdlyokba eso elemek szama a gyakorisag, az
osztalycimkék és e gyakorisdagok alkotjdk a gyakorisagi tablat. Példaul egy csoportban a
hajszin gyakorisagi tablaja

fekete 4
barna 12
VOros 1
szoke 3

osszesen 20

Jelolje f; az i-edik osztaly gyakorisagat, frekvenciajat.

Definicio 7 A relativ gyakorisag

_

N

ahol N az dsszes megfigyelt elemek szama, © = 1, 2... K pedig az osztalyok sorszama, r; az
osztalyok résziranyadt fejezi ki 0 és 1 kozott.

T

Definicio 8 A gyakorisagi diagramm avagy hisztogramm a gyakorisagi tablat abrazolja
grafikusan.

1 k% ek
2k ok ok ok ok ok ok ok ok ok kok
3 x
4

x>k
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Abban az esetben is lehet gyakorisagrol, relativ gyakorisagrol beszélni, illetve abrat
késziteni. Ilyenkor jol megvalasztott (altalaban egyenld) szélességl intervallumok alkotjak
az osztalyokat és a gyakorisdg az abba esd elemek szdma. Az intervallum szélességének
megvalasztasakor ugy célszeri eljarni, hogy a kapott gyakorisagok jol tiikrozzék a vizsgalt
kérdést, egy-egy intervallumba az 6sszes elemek kozil se til sok se til kevés ne essen.

Szokés mag a relativ gyakorisagokat kordiagrammon is abrazolni. [ide abra]

A gyakorisagok elemzését néhany egyszeri statisztika segiti.

Definicio 9 Médusz az az osztaly vagy osztalyok, amelyek a maximalis elemszamot tartal-
mazzak.

Fenti példankban a barna a modalis osztaly.
A tovabbiakban numerikus adatok, kvalitativ ismérvekre szoritkozunk.

Definicio 10 Medidan a vizsgalt mennyiség skaldjan egy olyan érték, amely két egyenlo
szamu részre vagja a megfigyelt elemeket halmazat. Paratlan elemszam esetén ez a sorba
rendezett ertékek kozul a kézépso, paros szamu elem esetén a kézépso ketto atlaga.

Vegylink egy példat. Az alabbi adatok

7.57, 9.55, 8.82, 8.72, 6.96, 6.83, 11.42, 16.08, 6.83, 13.05, 11.36, 2.72, 8.55,
10.79, 9.97, 9.85, 7.86, 7.72, 12.90, 18.17, 7.72, 14.75, 12.84, 3.08, 9.67, 12.19, 11.26,
11.13, 8.89, 2.41

30 haztartas papirhulladék “termelésének” értékei. A sorbarendezés utan a kdzépso
két elem, azaz a 15 és 16. atlaga 9.61. Azaz ez a median.

Definicié 11 Hasonloan definialjuk a percentilist. a p-percentilis az a skalaértéek, amely
alatt a p szdazaléka talalhato az elemeknek.

Definicié 12 Nevezetes percentilis az also és felso kvartilis, Qqillteve ()3, amelyek a 25
illetve 75 szazalékos percentilisnek felelnek meg.

Példankban a 30% percentilis 8.21, ()1 = 7.72, Q3 = 11.81.

Definicié 13 A fenti statisztikdakat szokas helyzeti paramétereknek is nevezni, mert az ada-
tok elhelyezkedésérol adnak felvilagositast. Talan a legfontosabb helyzeti paraméter az
datlag. azaz a mért v;,1 = 1,2...N értékek szamtani kozepe.

Az adatok szorddasanak jellemzésére is tobb statisztikat lehet hasznalni.

Definicio 14 A terjedelem nem mas mint a maximalis és minimalis mért érték kiilonbsége.

range = max r; — min x;.
1<i<N 1<i<N
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Definicio 15 Az interkvartilis terjedelem
IQR = Q3 — Q1.

Definicio 16 A4 leghasznosabb szoroddasi méroszam a variancia

Z (ﬂﬁz - M)2

=1

VAR = o% =

=]~

illetve az eredeti skalara visszatérve a szords

i=1
Gyakorlat 1 Szamoljuk ki példankban az atlagot és a szorast.

Definicio 17 A korrigalt tapasztalati szords kis elemszamok esetén jatszik szerepet, jelen-
toségérol meg késobb lesz szo.

=1

Szokéas még az adatok lapultsgéra illetve jobb vagy baloldalra hizasara vonatkoz6
mérdszamokta is bevezetni. Ezekre itt nem tériink ki.



Chapter 2
VALOSZINUSEGSZAMITASI ALAPFOGALMAK

2.1 A valésziniiségi mezo

Korabbi tanulményaink sordn megismerkedtiink a Kolmogorov féle valosziniiségi mezo és
azon értelmezett valoszinliségi valtozo fogalmaval. Az alabbiakban roviden attekintjiik az
ide vonatkoz6 és a statisztikaban nélkiilozhetetlen fogalmakat és 6sszefiiggéseket. Bovebb
bevezetdért, példakért, gyakorlatokért lasd [?].

Definicié 18 Legyen () tetszoleges halmaz. Ez az Osszes események halmaza.  Szok-
tuk ezt eseménytérnek is nevezni. Abban az esetben, ha () véges vagy megszamlahatoan
végtelen, akkor atomos eseménytérrol beszéliink. Az w € () eseményeket szokds elemi
eseményeknek nevezni. Ezek mdr nem bonthatoak tovabbi eseményekre.

Véges eseménytér esetén konnyl elképzelni az eseményeket. Ilyen példaul, hogy
a tanuldcsoportbol véletleniil kivalasztott didk hajszine fekete.

Definicié 19 Osszetett esemény minden nem egyelemii A C ) részhalmaza Q1—nak.

Definicio 20 Bevezetiink miiveleteket az események illetve az azokkal azonositott halmazok
kozott.
A+B={w:we€ Avagyw € B}.

AB={w:we Aésw € B}. (2.1

E definiciok az eseményalgebraban szokasos jeloléseket hasznaljak, természetesen ugyanakkor
egybeesnek a halmazok kozotti miveletekkel. A+ B = AU B, AB = AN B. Ha adott
Ay, .. A,.. megszamlalhaoan végtelen esemény ezek dsszegét jelolje

A=A+ At At (2.2)
i=1
Definicio 21 Az A C 2 esemény komplementere
A={weQ:w¢A}. (2.3)

Definicio 22 A lehetetlen esemény az iires halmaz, jele ().

Definicié 23 F az Q) részhalmazainak egy csalddja szigmaalgebra, ha nem vezet ki belole
a (2.2)osszeadds, (2.1) szorzds és (2.3) komplementer képzés.
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Definicié 24 Az (2, F,P) hdarmast valésziniiségi mezo, ha Q) valamely alaphalmaz, F e
folott egy szigmaalgebra, P pedig valosziniiségi mérték, ami azt jelenti, hogy az alabbi ax-
iomdakat teljesiti. Legyen A, B C (.

1. P(A) > 0.
2P(Q)=1

3. ha AB = ) akkor
P(A+B)=P(A)+ P(B)
Definicié 25 Feltételes valosziniiséget definidalhatunk tetszoleges B C Q, P (B) # 0 es-
eményre
P(A|B)

P(A|B) = B

segitsegével.
Gyakorlat 2 Ldssuk be, hogy a feltételes valosziniiség is kielégiti az 1.-3. axiomdkat.

Definicio 26 4 B valos halmazok csaladja Borel szigmaalgebrat alkot, ha tartalmazza az
osszes |x,y) intervallumot és szigmaalgebra. A B € B halmazokat Borel hamlazoknak
nevezziik.

Definicié 27 Az (2, F,P)-n egy X leképezés, X : Q — R, valésziniiségi valtozo, ha
minden B Borel hamlamzra annak osképe, azaz

X 'B={w:XweB}eF
azaz F beli. Az ilyen halmazokat szoktuk még F-mérhetonek is nevezni.
Ha ) véges vagy megszamlalhatoan végtelen, azaz
Q={wi,..wn...}

akkor diszkrét valdsziniiségi mezordl beszéliink, egyébként folytonosrdl. A varhatd érték
¢s szoras fogalmat eldszor diszkrét valosziniiségi mezon definialjuk.
A diszkrét valosziniliségi valtozo valoszinliség eloszlasat meghatarozzak a

pi =P (w;)
valosziniiségek.

Definicié 28 Legyen a diszkrét (2, F,P)-n egy X valdsziniiségi valtozé akkor ennek varhato
értéke, amennyiben az alabbi 6sszeg létezik

E(X)= Z X (i) P (w;) = Z Tip;.

Jelolje mint altalaban ezt réviden 1 = E (X) .
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Definicié 29 Legyen a diszkrét (), F,P)-n egy X valdsziniiségi vdltozo akkor ennek szords-
négyzete, avagy variancidaja

o)

V(X)= Z(mz —,U)sz'

=1

amennyiben az osszeg létezik. Szordsa ez esetben

=1

Folytonos valoszinliségi mez0 esetén az altalanossag enyhe szlkitésével definialjuk
a varhato értéket és szorast.

Definicié 30 Legyen az X valosziniiségi valtozé az (Q, F,P)-n. X eloszlasfiiggvénye
F(z),hamindenz € ImX ={y € R:y =X (w)}-ra

0<F(z)=P(X <) <1

valosziniiség suriségfiiggvénye pedig f (xr) > 0, ha F (x) abszolit folytonos és minden
x — re, ahol F értelmezett.

Fm—[f@@

Definicié 31 Adott (2, F,P)-naz A, B C (), eseményekre a feltétele valosziniiséget a

P (AB)

P(AIB) = 5

osszefiiggés definidlja, ahol feltessziik, hogy P (B) > 0.
Definicio 32 Adott (2, F,P)-naz A, B C Q, események fiiggetlenek, ha
P(AIB)=P(A).

Ez ekvivalens azzal, hogy
P(AB)=P(A)P(B).

Definicié 33 Adott (0, F,P)-n, az X;,i = 1, 2... valésziniiségi valtozok paronként fiiggetlenek,
ha

teljesen fiiggetlenek, ha minden k — raés minden i,..1y index k-asra

P({ Xy <o b {Xi, <@} X, <3, })
= ]P(X“ < $21>P(X12 < LUQ) P (sz < LUZk) .
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Definicio 34 Adott (0, F,P)-n, A C Q,P(A) > 0 eseményre értelmeztiik a feltételes
valosziniiség fogalmdt. Ez egy tijabb valdsziniiségi mezot is definial (Q, F, P (.|A))-t, amin
az A-ra vonatkozo feltételes varhato érték valamely X -re a fenti definiciobol adodik, jele
E (X|A), diszkrét esetben

E(X|A) = sz X = z;]A)1(A)

folytonos esetben, tegyiik fel, hogy létezik a (0, F,P (.|A))-n az X feltételes suriiség fiig-
gvénye f (x|A) ekkor

E(X|A) = /a:f (x| A) dz

A feltételes varhato érték fogalmat kissé szlkitett értelmezéssel definidljuk, elk-
eriilendd bizonyos fogalmi nehézségeket. Diszkrét esetben a definicid viszonylag egysz-
er(Ql.

Definicié 35 Legyen, (Q, F,P) valdsziniiségi mezo, X, Y két valésziniiségi valtozo. legyenek
értékkészleteik rendre x; y;,azt az eseményt pedig, hogy X = x;, A; illetve Y = y; jeldje
Bj. Ekkor

EXY) = E(X|B:)1(B:)

NE

0

<.
Il

imZP (A;|B;)1(B;).

=0

I
,Mg

<
[l
o

Definicié 36 Folytonos (2, F,P) valosziniségi mezo és X, Y valtozok esetén az f (x|Y)
suriség fliggvényt a h (x,y) egyiittes siriségfiiggvényen keresztiil definidaljuk, feltéve an-
nak létezését, valamint, hogy Y suriiségfiiggvénye fy (y) > 0:

h(z,y)
fr (v) .

Definicié 37 Folytonos (), F,P) valosziniségi mezé és X,Y vdltozok esetén tegyiik fel,
hogy létezik az f (x|Y') siriiség fiiggvény, ekkor a feltételes virhato érték

f(zly) =

B(X]Y) = /xf (2]Y) da



Chapter 3
STATISZTIKAI ALAPFOGALMAK

3.1 Bevezetd, sokasag, minta

A statisztika mint azt a bevezetoben emlitettiik két {0 dgra bomlik, leird statisztikdra €s
matematikai statisztikdra. Utobbi modszerei matematikai alapon nyugszanak, lényegiiket
tekintve viszont olyan praktikusan alkalmazhato mddszereket foglal 6ssze, amelyek segit-
ségével korlatozott ismeretek alapan, kovtekeztetéseket lehet levonni, ezek alapjan példaul
tizleti dontéseket lehet hozni mégpedig ugy, hogy ekozben a kovetkeztetés, dontés meg-
bizhat6sagara vonatkozoan is vannak ismereteink. Az élet szamos teriiletén talalkozunk
ilyen feladatokkal, az iizleti élet kiilsndsen sok ilyet allit elénk. Allandéan dontéseket kell
hoznunk, kockazatvélalast, esélylatolgatast kell végezniink. Alljon itt csak egyetlen példa.
Uj terméket szereténk piacra dobni. A termék fogadtatasa nagyban fiigg a bevezetd reklam
sikerétdl. A kampany kialakitasara tobb alternativat is kidolgozunk. Melyik lesz igazan
eredményes? Melyiket valasszuk? A szubjekiv vezetdi dontés, a vallalati tapasztalatok
felhasznalasa épptigy elképzelhetd, mint a megcélzott fogyasztoi csoportonbol kivéalasz-
tott kis csoporton végzett kisérlet, mérés. Azaz Gn peer csoportot hivunk meg mintat
valasztunk ki. Ezt tobb alcsoportra bontjuk és az egyes csoportokon mefeleld modsz-
erekkel lemérjiik a reklam hatékonysagat. Mit jegyeznek meg, mivel tarsitjak s.t.b.
Az igy kapott eredményeket mintegy kivetitjiik a teljes fogyasztdi korre, célkdzonségre,
feltételezziik, hogy (kellden nagy €s gondosan valasztott minta €s gondosan kivitelezett
mérés eredményeképpen) az alternativ kampanyok koziil az lesz a leghatékonyab a pia-
con, amelyik a kisérleti koriilmények kozott az volt.

Altalanosan tehat egy sokasag, azaz egyedek objektumok Osszeségének bizonyos,
teljes egészében nem megfigyelhetd tulajdonsagairdl szeretnénk tudomast szerezni. Ehhez
mintat vesziink (megfeleld modon) a sokasagbol. A minta minden elemének kérdéses
tulajdonsagait megvizsgaljuk, majd a kapott eredmény segitségével visszakdvetkeztetiink a
teljes sokasag ugyanezen tulajdonsagaira. Szokés ezt statisztikai kovetkeztetésnek nevezni.
(lasd ?? abrat).

Ismrekedésiinket a statisztikai modszerekkel az egyvaltozos statisztika korében kezd-
jiik, azaz amikor a sokasag egyedeinek egyetlen tulajdonsagat vizsgaljuk. Ilyen példaul az
az egyszer( adat, hogy ki hany percet beszél telefonon, hanyas cipdt visel, hany éves. Ha
egy értékpapirt vizsgalunk, a sokasag lehet a papir kereskedésének napjai, a tulajdonsag
pedig a napi arvaltozas.

Altalanossagban egy (9, F, P) valésziniiségi mezot vizsgalunk, ahol P nem ismert.
A P valdsziniiségi mérték gyakran egy ismert mértékcsalad eleme, amelyet (egy vagy tobb)
paraméter jellemez. Ilyen lehet példaul a normalis eloszlas vagy a Poisson eloszlas. Ez
esetben paraméteres problémat vizsgalunk.
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Késdbb nem paraméteres problémak vizsgalatara is szép modszerekkel ismerkediink
majd meg, de eloszor a paraméteres problémakkal foglalkozunk, mivel torténetileg is ezek
alakultak ki elobb és talan az elsd ismerkedés is veliil a konyebb.

Fenti példaink is szdmszeriisithetd tulajdonsagra vonatkoztak, tehat alapvetoen egy
(Q, F,P) valosziniiségi mezon értelmezett X valosziniiségi valtozot vizsalunk. Mirdl is
van sz6? Miért ne a sokasag dsszes eleme a vizsgalodas targya. Altalaban nincs mod meg-
mérni a sokasag minden elemére vonatkozdan a kérdéses mennyiséget, ez eleve lehetetlen,
vagy igen koltséges, esetleg mas okbol keriilendd. Példaul egy uj termék bevezetése elott
természetesen nincs informécionk a fogadtatasro, ha meg mar bevezettiink a kérdés mar
eldolt. Mas esetekben a teljes kor mérés bar lehetséges lenne, de a konkurensek elott
titkolni szeretnénk milyen dontésre késziiliink, ezért ezt el kell kertilni.

Igy tehat modellt alkutunk. A sokasag barmely eleme lehetne a megfigyelésiink
targya, ezért azt tessziik fel, hogy a mefigyelt objektum véletlen, annak tulajdonsagat méri
X, ez pedig egy valosziniiségi valtozo. Erdeklddésiinket erre az X-re dsszpontositjuk.
Ahhoz hogy az X eloszlasardl képet alkussunk mintat veziink a sokasagbol, megnérjiik a
minta elemein a kérdéses mennyiséget, a kapott értékeket jelolje X, Xs...X,.

A statisztika készités gyakorlatanak egyik sarkalatos 1épése a minta kivalasztasa.
Késdbb roviden majd kitériink majd a mintavételi eljarasok alapjaira, de ezek alapvetden
meghaladjék e jegyzet kereteit.

Mindvégig feltessziik, hogy az X; valosziniiségi valtozok teljesen fiiggetlenek ¢€s
azonos eloszlasuak, ha ettdl a konvenciotol eltériink, azt expliciten ott megjegyezziik.

3.2 Alapstatisztikak

Legyenek X, X,...X,, fiiggetlen azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok. Azaz az X
valosziniiségi valtozo fiiggetlen replikatumai. Azt a tényt, hogy az X, Y valtoz6 azonos
eloszlast az X ~ Y-al fogjuk roviden jelolni. A fenti feltevés tehat azt jelenti, hogy
X;~ X minden: = 1,2,...n-re.

Definicio 38 Az
X =

SRS

>
i=1

értéket mintadatlagnak nevezziik. Ha konkrét relaizaciorol beszéliink akkor ezt néha a

jeloléssel hangsulyozzuk.
Allitas 1 Ha létezik a jp = E (X)) vdrhaté érték, akkor
E(X) = 1.

A bizonyitést az olvasora bizzuk.
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Definicio 39 A4 minta tapasztalati szordasnégyzete, avagy varianciaja (n > 1 esetén )
1 & 2
V== (X;-X)

n <
=1

és a tapasztalati szords

n

1 <\ 2
S = ﬁ;(xi—x).

Ha a konkrét realizaciot akarjuk hangsulyozni, akkor a

jelolést fogjuk hasznalni.
Tétel 3 (Steiner) Tetszoleges x; és c valosakra
1 n

LRI SIS A C L

i=1

Bizonyitas.
1 — ) 1 — )
=Y (r;—¢) = =) (;,—-T+T—¢)
nzfl ni:l
LS 221 23 T F— )+ (7o)
= — Ti— T - z;, —T)(T —c T—c
nz:l ni:l
1 & _ o
= = (2, —Z)"+ (T —¢)

merta) . (z;,—T)=0.m

Kovetkezmény 1

Allitas 2
1 & —2
KR — X2_X 3.1
IR (3.1)
Bizonyitas. Kovetkezik a Steiner Tételbdl ¢ = 0—val. m

A tapasztalait szorasnégyzet és szoras melett bevezetjiikk a korrigalt tapasztalati
szorasnégyzetet szOrast.
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Definicio 40 A4 korrigalt tapasztalati szordasnegyzet

n

* 1 ‘__2
1% _n—1;(XZ X)

és korrigalt tapasztalati szorads

n

N S o

n—14%
=1

3.3 Hatareloszlastételek avagy a valosag megismerhetosége

A cim esetleg talanyosnak vagy fellengzosnek tinik, de mindjart latni fogjuk, hogy a
hatareloszlés tételek valoban a valosdg megismerésének egyik kulcsa. A formalis allita-
sok eldtt hagy utaljunk vissza a legegyszertibb, mondhatni ma mar kozhely szdmba mend
Osszfiiggésre. Ha egy pézdarabbal sok dobast végziink, a fejel részaranya egyre pontosab-
ban kozeliti az 1/2 értéket. Ez kicsit altalanosabban is igy van, ha a pénz nem szabalyos,
vagy mas fliggeleniil ismételhetd azonos modon lezajlo kisérletet ismételgetiink, amelynek
tobb véletlen kimenetele van, akkor egy adott kimenetel relativ gyakorisaga egyre pon-
tosabban kdzeliti azt az értéket, amit axiomakent mint valdsziliség ahhoz rendeliink. Példa
lehet akar a kocka dobas esetén a 6-s kimenetele. De lehet az a megfigyelt jelenség, hogy
milyen valosziniiséggel valasztanak a vevok a jobb illetve a bal keziik ligyébe esd ugyana-
zon termékbol.

Az elozd részben lattuk, hogy a tapasztalati atlag atlaga maga a sokasag atlaga (lasd
1 Allitas), azaz a mintaatlag jol céloz. Ennél joval tobb is igaz. Eldszor is a mintaatlag
szorasara vonatkozo alapvetd észrevétel kovetkezik.

Allitas 3 Ha X -nek létezik varhato értéke és szérdsa o ,akkor az X —bél vett n elemii minta
dtlagara igaz, hogy
o
X)=—. 3.2
"(%) = - 6.2)

Bizonyitas. A fliggetlenség alapjan

7 (©) = 5o (=15
i=1

n
amibdl az allitds mar adodik. m

Definicié 41 Ha egy A esemény bekévetkezésére vonatkozoan ismételt fiiggetlen kisér-
leteket végziink, kiszamolhatjuk a tapasztalati részaranyt a bekovetkezések ko szama és
a megfigyelések n szamanak hanyadosakent.

k

p=—.
n

Termeszetesen azt varjuk, hogy p jol kozeliti az ismeretlen p = P (A) értéket.
Val6ban, igaz a kovetkezd.
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Tétel 4 (4 nagy szamok Bernoulli-féle térvénye)

Tekintsiink egy A eseményt, amelynek valosziniisége p = P(A) (0 <p <1). Legyen
n fiiggetlen megfigyelésbél a relativ gyakorisig p = D, (A), ekkor minden ¢,6 > 0 -ra
létezik N = N (e,0) ,hogy mindenn > N-re

P(p, —pl<e)>1-4.

Definicio 42 Legyen adott egy F eloszlasfiiggvényii valosziniiségi valtozo X. Az ennol vett
n elemé minta egy tapasztalati eloszlasfiiggvényt hataroz meg. Legyen k, (x) az n elemii
mintaban az x érték ala esé x; megfigyelések szama. Ekkor az F,, (x) tapasztalati eloszlas-
fiiggvény a kovetkezo

Kovetkezmény 2 Ha specidlisan A = {X < x} valamely valésziniiségi valtozéra, akkor

P(|F,(x) — F(z)]<e)>1-0
han > N.
Tétel 5 (Nagy szamok eros torvénye)
Legyen egy esemény A,p = P(A) (0 < p < 1) valosziniiséggel. Legyen n fiiggetlen
megfigyeléspol a relativ gyakorisiga p = D,, (A), ekkor minden ¢ > 0 -ra létezik N =
N (e) ,hogy minden n > N-re

P(|F,(z)— F(x)] <e)=1.

Tétel 6 (Centralis hatareloszlas tétel) Ha X1, X5... X, fiiggetlen azonos eloszldsu valosziniiségi
valtozok p varhato értékkel és o szorassal, akkor

IP’<7_M<y) — D (y)

o/\/n n—oo

ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

Megjegyzés 1 Az dllitas kissé pongyolan azt jelenti, hogy elég nagy n esetén ( n>30
hasznalhato mint okolszabaly) az X mint valosziniiségi valtozo kozelitoleg normalis elos-
zlasu, pontosabban N (,u, %) eloszlasu.

Tétel 7 Ha X normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo, akkor

P (% < y> =t (y)

ahol t™=Y (y) az n — 1 szabadsdgfoki Student eloszlas eloszlasfiiggvénye.
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Megjegyzés 2 Ha n > 30 a Student eloszlas igen jol kozeliti a standard normdlis elos-
zlast. Vegyiik észre, hogy a masodik tétel sokkal erosebb feltevésen alapszik, miszerint az
alapsokasag normadlis eloszlasu, cserébe viszont nem csak kézelito dllitas adhato, hanem
az eloszlas, a Student eloszlas akkor is adodik, ha a szoras értékének ismerete hianydaban
s/+/n-el normdljuk a tapasztalati varhaté értéket.

Megjegyzés 3 Megjegyezziik, hogy normalis eloszlasiu valosziniiségi valtozok dsszege is
normalis, azaz a tétel feltételei melett f/;\/%maga standard normalis eloszlasu. A gyakor-
latban az okoz nehézséget, hogy a sokasag szordsa, sot esetleg varhato értéke sem ismert.
Tobbek kozott a kiizdelem ezen paraméterek meghatarozasaért folyik és mindkét tétel fo
mondanivaldja éppen az, hogy a minta elemszamanak novelésével a minta és a sokasag
atlaga kis, kontrolalt valosziniiséggel tér csak el egymastol.

A centralis hatareloszlas tétel specialis esete a bevezetdben emlitett feladat egzakt
megoldasa.

Tétel 8

<yl — P(y).

p(1—p) n—00

n

n

Megjegyzés 4 Azaz megint csak kissé egyszeriisitve, nagy n-re p kozelitoleg N (p, M)

eloszlasu. Igaz tovabba az is, hogy a nem ismert p helyett annak kozelitését helyettesitve a
képletbe az tovabbra is fenndll, azaz:

Az 6,7,7 Tételeket nem igazoljuk (lasd [?]).

Ezek utan a megismerhetdség még teljesebb voltat igazolo tételt, a statisztika alap-
tételét mondjuk ki. Ez lényegében azt allitja, hogy az F' eloszlasfliggvényl valdsziniiségi
valtozobol vett egyre nagyobb mintabol az F' tetszdlegesen pontosan meghatarozhato.

Tétel 9 (A statisztika alaptétele)

sgp|Fn($)—F(l“)| — 0

n—oo

1 valosziniiséggel.

A bizonyitastol eltekintiink. Az egyetlen nehézséget a szuprémum kezelése jelenti,
hiszen minden fix z-re az A = {X < z} eseményre alkalmazhato a fenti tétel, hiszen
F(2) =B(A), F, (x) = p(A).

Az alabbiakban sokkal erdsebb, tgynevezett probakat is biztositd élesebb ered-
ményeket ismertetiink.
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Tétel 10 (Szmirnov)

lim P [v/n (F, (z) — F (2)) <y] = S (y)

n—oo

ahol
0 ha y <0

S(y):{ 1—e 2 ha y>0"
Tétel 11 (Kolmogorov)

lim P [v/n|F, (z) - F (z)| < y] = K (y)

n—oo

ahol
0 ha y <0

f0={ s e e yso
Tétel 12 (Gnyegyenko) Legyen ¢ = (y\/ 27ﬂ , ha F, és G, két tapasztalati eloszlasfiig-
gvény, valamely F, G eloszldsfiiggvény n elemii mintdira vonatkozoan, akkor F' = G -bol
kovetkekzik, hogy

egyébként

A tétel igazlasahoz bevezetdiil egy klasszikus kombinatorikus gondolatmenetre van
sziikségiink.

Probléma 13 Az alabb ismertetendo balott-tétel a szavazatszamlas lefolyasara vonatkozo
egy érdekes osszefiiggest mutat be. Ha egy polgarmesteri posztert két jelolt A és B kiizdott,
a lehetséges n = a+b szavazatbol a—t szerzett meg A, b < a—t a pedig B, felfet[dik, hogy
mi annak a valosziniisége, hogy a szavazatok ésszeszamldalasa soran mindvegig A vezet,
azaz az osszes részeredmény is az 0 gyozelmét jelenti? Az oOsszeszamlalas folyamatat
Jjol lehet abrazolni. Tekintsiik a szokdsos sikbeli koordindta rendszert. Induljunk ki az
origobdl és rajzoljunk egy (1, 1) vektort, ha az elsé szavazatot A kapta, ellenkezé esetben
az (1, —1) vektort rajzoljuk. Ezt az eljardst folytatjuk mindig az elobbi két vektor egyikének
lerajzolasaval "megtoldva”™ az addig lerajzolt torott vonalat. (lasd a ?? abrat.) Vilagos,
hogy a torétt vonal n hossziisagii és az y = a — b magassdgban ér véget, azaz a (0,0) és
(n,a — b) pontokat kéti éssze. Hivjuk réviden az ilyen szabadllyal rajzolt torétt vonalakat
utaknak.

Tétel 14 (ballot-tétel) Legyen n > a > 0,b = n— a. Azon utak hossza amelyek azorigobol
indulnak és (n, a — b)-ben gy végzodnek, hogy kozben végig a felsé félsikban haladnak az
x tengely érintése nélkiil egyenlo
a—b(n
o)
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A bizonyitas az igen sok helyen alkalmazhato tiikkr6zési elven alapul. Jelolje egy
sikbeli C' pont z tengelyre vonatkozo tiikorképét C.

Tétel 15 (tiikrozési elv) Az x tengelyt érinté vagy metszo C' pontbol D-be vezeto utak
szama megegyezik az osszes C' és D kézotti utak szamaval.

Bizonyitas. A bizonyitds a leszamlalasok korébol ismert modon torténik, gy,
hogy a kérdéses utak kozott egy egy-egy értelmi megfeleltetést adunk, amibdl persze
kovetkezik, hogy az utak szama is egyenld. Vegyiiknk szemre egy adott olyan utat ami
C'—bdl D-be halad és érinti vagy metszi az x tengelyt. Ezen metszések koziil van elsd,
azaz balrol jobbra ( a lerajzolés sorrendje szerint, azaz idoben) az elsd pont ahol az t érinti
vagy metszi az x tengelyt. Legyen ez a pont (k,0), azaz a metszés a k-adik szakasz ler-
ajzolasakor. Tiikrozziik az ut (0, 0) és (k, 0) kozotti részét az = tengelyre (lasd ?? Abra).
Ezzel egy C’-bol D-be tartr6 Gthoz jutunk. Az is vilagos, hogy minden ilyen C’-bdl D-be
tartro ut valahol metszi az x tengelyt és mivel az elsd érintést illetve metszést valasztottuk
a C, D 1ton, ezért a (k,0) pont lesz az elsd metszés a C’, D uton is. Ez az elsd (érintés
illetve) metszéspont az utak mindkét széban forgd halmazat diszjunkt részhalmazokra os-
ztja. Az egy-egy értelmi megfeleltetést ezen részhalmazokon hozzuk 1étre. A tiikrozés
kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés, ezért az utak kozott igy kapott megfeleltetés is egy-
egy értelml. Ebbol viszont kdvetkezik, hogy a megfeleld utak szdma is egyenlo. m

Kovetkezmény 3 Annak a valosziniisége, hogy a fenti szavazatszamlalasi problémaban
ot a—b
végig A vezet /.

Bizonyitas. Vildgos, hogyha az 0sszes szavazatsorrendek szdma (“+b), ha ezek

a
mind egyenlden valdszinfek, akkor egy adott sorrend valdsziniisége 7-+7. A 14 tétel-

a

bdl ezért kovetkezik, hogy azon utak szama amik végig az x tengely felett haladnak az
Osszes lehetséges utak szamabol kivéve azokat, amelyek érintenek vagy metszenek. Ter-
mészetesen az elsd 1épés felfelé kell, hogy torténjen, ezért a vizsgalt osszes ut (1,1)-
bdl halad (n,a — b)-be, ahol n = a + b, vagyis egyel balra és letolva (0,0) —bdl halad
(n—1,a —b—1)-be, ezek szama (Zj) ,ugyanakkor a ballot tétel szerint az érintd vagy
metszd utak szama egyenld a (0, —1) , (n, a) utak szamaval, azaz (”;1) -val, a keresett nem
érintd utak szama ezért

n—1 n—1\  (n—1) (n—1)!

(a—l)_( a ) ~ (a—DW al(b—1)!
_an! bnl a-b(n
B Ea!b!_ﬁa!b!_ﬁb(a)'

Mivel az egyes utak (szavazocédula sorrendek) valosziniisége azonos, ezek Gsszes szdma
pedig (Zg,ezzel igazoltuk, hogy annak a valoszinlsége, hogy a szamlalas soran végig A
vezet S=p. |
A ballot tétel gondolatmenete segitségével igazolhatjuk Gnyegyenko tételét.
Eloszor egy Gjabb egyszerd kombinatorikus gondolatra van sziikségiink. Legyen

X1, X,...X,, az F illetve Y7, Y5...Y,, a G-bol vélasztott n elemll minta. Keverjiik ssze és
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rendezziik nagysag szerint dket. Igy a Z;....Z,, sorozathoz jutunk. Feltessziik, hogy ezen
értékek mind kiilonbozoek. Legyen

c = 1 ha Z; az X, sorozat eleme
-l egyébként

Ezzel megint egy 2n hosszu tér6ttvonalat is kapunk, ha az (1, ;) vektorokat 6sszefiizziik.

Lemma 1 A4 fenti jelolések melett

sup (F, (z) — G, (2)) = 1 max S;.

- n 0<i<2n

Bizonyitas. Az n (F), (z) — G, (z)) kifejezés az x-nél kisebb X beli és Y, beli
elemek szdmanak kiilonbsége. Az x ndvekedtével ez pontosan akkor valtozik, mégpedig
g;-vel, ha X illetve Y; éppen x. m

A 12 Tétel bizonyitasa. Mivel a feltevés szerint /' = G ezért az X;és Y;
sorozatok elemei azonos eloszlastiak és teljesen fliggetlenek, amibdl kovetkezik, hogy azok

Osszes sorrendje azonos valoszinliségli. Azaz barmelyik sorozat valosziniisége ﬁ Azon

n

sorozatok szdma pedig amelyekre max S; < zv/2n azon utak szama, amelyek a ¢ =
0<i<2n

{z QnW egyenes alatt maradnak. Alkalmazzuk a tiikkr6zési elvet most az y = ¢ egyenesre
(lasd ?? Abra). Vildgos, hogy (0,0) —bédl a (2n,0) —ba haladé ¢ — t nem érintd utak

szama (27?) — (nzfc) lesz. Osztva az Gsszes utak szamaval adodik az allitas. m

Megjegyzés 5 Hatardtmenet képzésével Gnyegyenko 12 tételébol kovetezik Szmirnov 10
tétele. A tiikrozési elv ismételt alkalmazasaval és hatardatmenet képzésével lehet igazolni
Kolmogorov 11 tételét is.
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Chapter 4
BECSLESELMELET

A vizsgalt (Q, F, P) valosziniiségi mezot gyakran jellemzi egy a P valdsziniiségi métrékhez
kapcsolodo o paraméter. Ezt néha a Py jeloléssel is hangsulyozzdk. Ilyen paraméter
mondjuk az exponencidlis eloszlas A—ja, vagy a normalis eloszlas varhato értéke, u,vagy
szorasa o. De ha példaul egy pénz feldobasanal a fej faloszinliségét vizsgaljuk, lehet a o
paraméter az 1/2—1t31 valo eltérés is. Igen gyakori feladat, hogy egy X 1, X5...X,, mintabol
megbecsiiljiik v — ¢.

Definicio 43 Az X 1, X,...X,, mintabol készitett statisztika
J=f(X1,Xs,..,X,)
az aminek segitségével vissza kivanunk kovetkeztetni a sokasagot jellemzo V-ra.

A feladat megfogalmazasa mar magaban rejti azt, hogy valamilyen eldfeltevéssel
¢liink (&ltalaban) a sokasagot jellemzo P valoszinliségi mértéket illetden. Varhato értékrol
sok esetben lehet példaul beszélni, de a Cauchy eloszldsnak nincs varhato értéke, helyette
helyzeti paraméterrdl szokas beszélni. Hasonloan A-rél beszéliink az exponencialis elos-
zlas esetében, tehat példaul, ha egymast kovetd telefonhivasok kozott eltelt idot tekintiink,
ilyenkor jo okkal feltessziik, hogy valamilyen ismeretlen A paraméter(i, de exponencialis
eloszlassal van dolgunk. Ha viszont a jelenségrol tudhato, hogy norélis eloszlast kovet,
semmi értelme A becslsérdl beszélni.

Megkozelitésiink tehate eldzetes feltevésre, a jelenség valamilyen szint(i ismeretére
alapoz. Ez éltaldban jellemzi a paraméteres statisztikai vizsgalatokat. A kovetkezd fe-
jezetekben errdl lesz szo.

Elkészitve egy ) = f (X 1, Xo, ..., X, ) statisztikat, illetve becslést felmeriil a kérdés,
meyyire ”’j0” ez a becslés. Példaul megéri-e n elemen elvégezni a mérést. Ez a kérdés
kiilondsen akkor fontos, ha a vizsgalat tonkreteszi annak targyat, példaul a sorozatgyartas-
bol kiemelt villanyégoket tartossagi tesztnek vetik ald. Tobb ezer oran at égnek, mérik
a teljes ¢lettaratmukat. Ezt pedig csak akkor allapithatjak meg, ha a lampa végiil kiég.
Természetesen ez az eljaras hosszadalmas €s koltséges, ha a teljes legyartott mennyiségen
hajtanank végre, akkor remek becslésiink lenne az 4tlagos élettartamra, csak nem lenne
egy eladhat6 égdnk sem. Igy tisztazni kell, hogy hany elem mintat érdemes hasznalni.
Ehhez egyrészt azt kell tisztazni, milyen pontos becslésre, milyen megbizhato becslésre
van sziikségiink, masrészt azt kell valahogy megallapitanunk, hogy maga a mérési mod-
szer, esetiinkben a ¥ = f (X 1, Xy, ..., X,,) statisztika milyen hibat “hordoz” magéban.
Az eldbbi példara visszatérve, az €gdk élettartamara elég 10 dra pontos becslést adni. Jo
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lenne ugyanakkor, ha az adott becslésiink megbizhat6 lenne, azaz mondjuk, ha 1000 szal-
litméanyra alkalmazzuk, akkor lehetdleg csak egy-két esetben forduljon eld, hogy a valédi
¢lettartam és az altalunk igért (mérés alapjan becsiilt) érték jobban eltér mint £10 6ra. Sz-
intén jogos elvaras lehet, hogy a koltség, azaz a minta elemszdmanak névekedtével javuljon
a becslés valamelyik fenti értelemben.

A becslés elmélet ezen kérdések ekzakt megkdzelitésére szolgal, melynek alapai
keriilnek ebben a fejezetben bemutatasra.

Az alabbiakban tehit egy ismeretlen 1) paraméter ) becslésének josagat leiro fogal-
makat vezetiink be, majd néhany egyszert statisztikara alkalmazzuk e fogalmakat.

Definicié 44 Azt mondjuk, hogy U = f (X 1, Xs, ..., X,,) torzitatlan becslése V-nek, ha
minden 1) esetén
Ey () = 9.

Itt a varhato érték a Py valoszinliségi mértékbdl vett fiiggetlen X; mintaclemekre
vonatkozik.

Allitas 4 Legyen

n

T(X1, X X,) =Y aX;

i=1
Tegyiik fel, hogy X —nek létezik |1 varhato értéke. Ekkor T’ akkor és csak akkor torzitatlan,
ha

zn:Ci =1.

i=1

Bizonyitas. A varhat6 érték linearitasa miatt

B, (1) = Y e (X) =n) 6
=1 =1
amibdol kovetkezik az allitds. m

Kovetkezmény 4 Ebbol kévetkezik c; = %—et tekintve az is, hogy a mintaatlag a sokasdag
dtlaganak torzitatlan becslése, azaz

E (X ) = L.
Definicié 45 Azt mondjuk, hogy egy U becslés hatidsosabb mint egy 9, ha torzitatlan bec-
slesek és
— —
o (19) <o (19 ) ,
feltéve persze a szorasok létezését.

Definicio 46 Azt mondjuk, hogy 9 hatdsos, ha minden mds 0 -nél hatisosabb.
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Definicio 47 Egy J becslés hatdsfokardl akkor beszélhetiink, ha létezik egy hatdsos ¥ bec-
slés, ekkor a hatasfok (efficiencia)

Allitas 5 Ha a vizsgdlt eloszlds normdlis akkor X hatdsos.
Ezt az allitast nem igazoljuk, de a kdvetkezdt viszont igen.

Allitas 6 A varhaté érték liendris becslései koziil a mintadtlag a leghatékonyabb, ha létezik
masodik momentum..

Bizonyitas. Tekintsiink egy

T = i Cz’Xi
i=1

linearis becslést. Ekkor a fiiggetlenség miatt
o? (T) = o? (Z ciXZ-) = Z 2o
i=1 i=1

De a szdmtani és mértani kozép kozotti 6sszefiliggésbol tudjuk hogy

- () 1
2dzy (Z> -
¢és egyenloség akkor €s csak akkor 4ll fenn ha minden ¢; azonos, egyenld %-el. fgy tehat
o’ (T) > o (X) .
]

Definicio 48 Egy 9, = f (X1, X, ..., X)) becslés asszimptotikusan torzitatlan, ha
E (En) — 1.

n—oo

Definicié 49 Egy 0 becslés gyengén konzisztns, ha minden ¢ > 0-ra létezik § > 0 és
N > 0, hogy mindenn > N-re

Py (|0 —9| <e) >1-4. (4.1)
Erosen konzisztens, ha
P, <1im 7= ﬁ) —1 (4.2)

valamint n;gyzetes kOz;pben, ha

By (|0-9") — o (4.3)
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Mint azt a valosziniiségszamitas alapjainal megismertiik az erds (4.2)és négyzetes
kozépben (4.3) vett konvergencia (esetiinkben konzisztencia) egyarant maga utan vonja a
gyenge értelemben vett konvergenciat (4.1)(konzisztenciat).

Tétel 16 Ha létezik mdsodik momentum, akkor X erésen konzisztens becslés.
Az éllitas kovetkezi a nagy szamok erds torvényébol.

Tétel 17 A tapasztalati szorasnégyzet V' és a korrigadlt tapasztalati szorasnégyzet V* eg-
yarant erosen konzisztens.

Bizonyitas.

1 <2 <2 =\ 2
V:g;Xf—X ~E(X’) -E(X)

igaz egy valoszinliséggel a nagy szamok erds torvénye szerint. Hasonloan a korrigalt
tapasztalati szorasnégyzetre is “—+ — 1 miatt. m

Tétel 18 A V tapasztalati szords nem torzitatlan becslése o-nek, S* viszont az.

Bizonyitas.
1 ¢ 2
L =1
= E lZ(xi—u+u—T)2
i

_ g %Z{@i_u)?—z(xi—u)(f—m+<f—u>2}]

= E %Z(fri—u)z—2n(f—u)2+n(f—u)2]

=E

=1

= B2 - pp?

De mint lattuk o2 (X)) = 2 (lasd 3.2 ) ezért az utolso kifejezés egyenld

1 —1
_0-2:n

JQ—E[(E—M)Q} =0 — o? # o2

n

P s 141 . . 1 4z ~p 7 . . o
Termeészetesen a korrigalas éppen kioltja az “— tényezdt, igy a korrigalt tapasztalati szoras-
négyzet mar torzitatlan. m
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Definicio 50 Egy ¥ statisztikdt elégségesnek neveziink, ha a becsiilends ¥ paraméterre
vonatkozé minden informdaciot tartalmaz, azaz ha I, jeloli az X, X,, ..., X,, egyiittes
eloszlasfiiggvényeét, akkor

azaz a ¥ = t feltevés melett a jobboldal mint formula sem tartalmazza a o paramétert.
E fogalom megértéséhez az alabbi példa a dhat segitséget.

Allitas 7 Egy Poisson eloszldsii sokasdg paraméterének becslésére a mintakiozép elégséges
becslés.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a paraméter A\. Mint tudjuk, Poisson eloszlasu val-
tozok Oszszege is ilyen és a paramétereik Osszegzddnek, ezért specidlisan n.X is Poisson
eloszlasti n\ paraméterrel. Tekintsiik a minta egylittes eloszlasfiiggvényét és hasznaljuk
ki a fiiggetlenséget. Jelolje \ = %,ahol N=>Y" =z

P (X1 = Il,XQ = To, ,Xn = l‘n|7 = X)
= P(Xi=om[X=X)P(Xo=22/X =X) .P (X, =2,/ X =X) P' (nX =N)
/\_xl 7:1:1/\)\_&62 —X2 A /\_mnefxn)\ N| e/\N . 1 ( N >

= (& e

.o N — T AT
1! 1! 1! (n\) nN \z1 %2, 4.

Azaz a kapott képlet valoben nem tartalmazza a A paramétert, tehat X elégséges statisztika.
]
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Chapter 5
A LEGNAGYOBB VALOSZINUSEG ELVE

Ha egy doboz franciadrazsé kozott zold, piros és kék szinliek tatalhatoak, szamuk pedig
20,50,33, akkor ha arra a kérdésre kell valaszt adnunk, hogy milyen szinii lesz a véletleniil
hihazott drazsé, mindenki azt feleli, hogy piros, hiszen ezekbdl van a legtobb. Ugy is
mondhatjuk,, hogy az adott esetben ennek a valdszilisége % a legnagyobb, mindenki azt
varja, hogy a legnagyobb valoszinliségli esemény kovetkezik be. Nos ezt a természetes
gondolatmenetet sok esetben alkalmazza a valoszinliség szamitsa és a statisztka is. Ebben a
fejezetben a legnagyobb valdszintség elvén alapuld modszerrel idegen szoval a maximum
likelihppd modszerrel ismerkediink meg, Gjra az egyvaltozds egyparaméteres problémak
korére szoritkozva.

Példa 19 Legyen egy legyartott szériaban a hibas gyartmanyok részaranya ismeretlen p.
Azaz ha véletlen szeriien egyet kihizunk a szériabol, annak a valosziniisége, hogy selejtest
vdlatszunk p. Szeretnénk mintavétel segitségével meghatarozni p-t. Tegyiik fel, hogy egy n
elemii mintat vettiink ki és abbol k bizonyult selejtesnek. Szamoljunk formalisan, mi ennek
a valosziniisége.

n e
P (X =)= () (1=
Keressiik azt a p-t amire ez az érték maximalis. Tegyiik fel, hogy 0 < k < n.

n

_ e n ko
ar == ()t am = ()t - m ot
A jobboldalt nullaval egyenlové téve

0=Fk(—p)—pn—Fk)
adodik, amibol atrendezéssel a nem tul meglepo
k
p e
n

adodik. Természetesen meg kell gyozodniink arrol, hogy a kapott érték valoban szélsoeérték
és maximum hely-e, de ez ebben az esetben jol lathato.

A fenti példa a modellje a maximum likelihood mddszernek.
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Definicié 51 Egy ismeretlen V) paraméterii Py valosziniiségi mértékbol vett elemii minta
maximum likelihood fiiggvénye diszkrét valosziniisegi valtozo esetében

L(z1, 20, ..., x,|0) = Py (X1 = 21) Py (X2 = x2) .. Py (X, = )
illetve folytonos valosziniiségi valtozo esetében

L(z1, 22, .., 2a|0) = fo (21) fo (v2) ... fo (T0)
ahol fy (x) a 9 paraméterii valosziniiségi valtozo siriségfiiggvénye.

Példa 20 Hatarozziik meg a maximum likelihood modszer segitségével a normalis elos-
zlasu sokasag varhato értékének és szordasanak becslését. Folytonos esetben felhasznalva
a logaritmus fiiggvény monotonicitdsdt célszeri a likelihood fiiggvény logaritmusat tekin-
teni. Mivel a normdlis eloszlds suriségfiiggvenye

fuo () =

1 _(@—m)?
e 202

o\ 2w

ezert
n

In L (21, xg,..20,|0) = Z [— In (o) — 111(127r — M] :

, 2 202
=1

Veéve ennek i illetve o szerinti derivaltjat

0 "2z — p)
—InL |0 :E _ 5.1
8# n (xla T2, ...T ‘ ) — 20_2 ( )
—alnL(l‘l,xQ,...xnlﬁ) = i:EI _g_'_T . (5.2)
Keresve a gyckoket
— 2 (z; — 1)
Z 202 0
=1
egyenletbol
1 n
== T (5.3)
n

i=1

adodik, illetve (5.2)-bol abba behelyettesitve (5.3) — t
1 (z—p)?

1 M] o

n

2

i=1

o o3

n

Z(%—ﬁ)2 = no’

=1

adodik.
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5.1 Tovabbi példak, feladatok

Gyakorlat 21 Legyen most a sokasag ismeretlen \ paraméterii Poisson eloszlasu. ekkor a
maximum likelihood fiiggvény logaritmusa az

o
falz) = Te A

diszkrét eloszlasfiiggvény alapjan
InL (21,29, ..., 25| \) = log)\in — Zlog (x;!) — nA
i=1 i=1

amibol
1 n
" Z z,—n=20
i=1

alapjan a maximum likelihood becslés \—ra N\, = X. Ehhez természetesen még sziik-
seges annak ellenorzése, hogy ez maximum hely, ami kévetkezik a masodik derivalt nega-
tivitdsabol:

O L ) = - zn: <0

— InL(x1,29, ..., xx|\) = —= ) x;

% v A2
ha €T; §£ 0.
Gyakorlat 22 Ha a sokasag \ paraméterii exponencidalis eloszlasu, az okoskodds igen ha-

sonlo. A suriség fiiggvény
I () = Ae™™,

ezert a maximum likelihood fiiggvény logaritmusa

InL (21, 29,...,2,]A) =nln A — )\in.

i=1

Innen derivalasall a N
Lo
i=1

egyenlethez jutunk. Tehdt N = X, ha a maximum globdlis, ami megint kovetkezik a
2 n
WlnL(xl,xg, ey Tp|A) = 3z <0
osszefiiggesbol.
Gyakorlat 23 Legyen most egy ismeretlen \ paraméterii Poisson eloszlasunk. Igazoljuk,
hogy a mintaatlag elégséges statisztika \-ra nézve.

A fenti példakban szinte automatikusan lehet alkalmazni a maximum likelihood
modszert, az alabbiakban néhany triikkdsebb példa kovetkezik.
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Gyakorlat 24 Legyen most az X € [, 2a| valésziniiségi valtozo, amelynek siiriiségfiig-

gvénye
2x
fla) =7

3a2’

x € [, 2a]-n értelmezve. Adjunk maximum likelihood becslést a-ra.

Gyakorlat 25 Az visszatevéses mintavétel modszere. Szeretnénk megszamolni, hany kék-
balna él egy tengerszakaszon. Legyen a keresett szam N. Most ez az ismeretlen paraméter.
A kévetkezoképpen jarunk el. hétig "vaddszva” sarga festéklovedeékkel jeloljuk meg a bal-
nakat. Legyen a megjelélt balndk szama M. Ezek utin a kévetkezo heten n darabot
lattunk, ezek koziil pedig s darab volt sarga festékkel megjelélve. Mi az N értékének
maximum likelihood becslése? Hatdrozzuk meg eloszor az L (s) = L (s|N) maximum
likelihood fiiggvényt.

Vizsgaljuk a
L(s+1)
L(s)

hanyadost, mely értékekre > illetve < mint 1.

M! (N—M)! nl(N—n)!
L(s+1) SIM—s)! (n—s)(N—M—n+ts)] NI
L (S) - M! (N—M)! n!(N—n)!
(s—DI(M—s+1)! (n—s+1)(N—M—n+s—1)! N!
1 1

s (M—s)! (n—s)i(N—M—n-+s)!
1 1
(s—DN(M—s+1)! (n—s+1){(N—M—n+s—1)!
. M —=s5+1)(n—s5+1) .-
B s(N=M-n+s) —

ha

M
N<n—-1
S

azaz L ilyen értékekre no, nagyobbakra csokken. ellenorizni!

Gyakorlat 26 Legyen most az X € |«, 2] egyenletes eloszldsu valosziniiségi valtozo.
Adjunk maximum likelihood becslést a-ra.

A probléemdhoz egy paradoxon is tartozik (lasd még [?]). Ennek ismertetése elott
oldjuk meg az eredeti feladatot. Nyilvan a suriiség fiiggvény

xz

fo(x) = ~ T € [, 2a] .
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A maximum likelihood fiiggvény logaritmusa
InL (21,29, ..., x,| ) = Zn: In
- ¢

és ennek

n
%IHL (T1,Ta, ..., Tplar) = —2

ahol X; € [, 20 miatt - a maximumat

Ezutan keszitsiik el a

1
vy = nt (min Xi—|—2maXXi)

"~ Bn+4 \1<i<n 1<i<n

statisztikat és lassuk be, hogy ez hatdsosabb mint [3. Igaz ugyanis, hogy

1

2 ~

o (1) =g

Hogyan lehetséges ez? A valasz dsszefiigg az elégségesség fogalmaval. Szemléletesen is

ertheto, hogy ~vtobb informaciot hordoz a- rol mint 3. Sot az is igaz, hogy vy elégseges

statisztika o-ra nézve, ezért aztan nem meglepo, hogy az kisebb hibaval kozeliti. Ezzel

elarultuk a valaszt, de természetesen az olvasonak még maratd feladata, igazolni kell, hogy

a szoban forgo becslések torzitatlanok, fennallnak a szorasokra vonatkozo allitasok, és
érdemes megprobalkozni a v elégségess égének igazolasaval is.

Gyakorlat 27 A kovetkezo szintén sokasagméretre vonatkozo példa igazan torténelmi. A

11. Vilaghaboru alatt az angol katonai hirszerzés meg kivanta becsiilni a német ipar tankgyartasi
kapacitasat. A hagyomanyos hirszerzési modszerek alapjan a havi termelésre vonatkozoan
1550 darabos becslést adtak. Statisztikusok a kovetkezé modszert javasoltik. Irjdk dssze

a kilott tankok gyartasi sorozatszamait. Ennek alapan adnak majd becslést. Mint kideriilt

a preciz németek, minden honapban mas betiijellel kezdodo sorozatszammal lattak el a
legyartott tankokat. Az 1941 juniusaban gyartott tankok koziil a kilott tankok koziil leg-
nagyobb sorozatszam a 244 volt. Adjunk maximum likelihood becslést ha feltessziik, hogy
kilott tankok sorszama egyenletesen oszlik el az dsszes sorszam kozott. Hasznaljuk az elozo
gyakorlat becsleseit. (A legkisebb leolvasott sorozatszam 31 volt).
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Megjegyzés 6 Itt nem részletezendo szintén a populdcio méretére vonatkozo becsléssel
dllapitottak meg angol statisztikusok ( Bradley és, Efron [?]), hogy Shakespeare aktiv szok-
incse 31534 szobol allt, paszivan tovabbi 35.000-t ismert. Erdemes ezt dsszevetni azzal,
hogy az atlagember 2000 szot haszndl akitvan, 3-5000 szo a passziv szokincse, mig az igen
valasztékos irodalmi kézlés hozzavetoleg 8000-10.000 szo aktiv ismeretét tételezi fel.

Megjegyzés 7 Az atlag és a modusz (illetve a legvaloszinibb osztaly) haszndlata némi
ovatossagot igeenyel. Nem igaz példaul, hogy az datlagos a leggyakoribb. Ez egyszeriien
azert igaz, mert ferde eloszlasok esetén az dtlag és a modusz nem esik egybe. [dbral]
Pédaul egy tarsadalomban sok szegény ebre él és igen kevés gazdag. Atlagos vagyoni
helyzetu igen kevés van.

J. Reynolds vélte ugy, hogy az atlagot latjuk ,,szépnek” Nem vilagos, hogy e kijelentést
hogyan kell értelmezni. Legyen ugyanis h az atlagmagassag, w az atlagsuly. Ha valaki
aranyos testfelépitésii akkor X magassaghoz

Y =, X? (5.4)
suly tartozik valamilyen c,, ardnyossagi tényezovel. Mi kévetkezik akkor az atlagokra?
w=E()

ugyanakkor
h=E(X).

Véve (5.4) mindkét oldaldn a varhato értéket
w = c, (X 3) )

Viszont nyilvanvalé, hogy dltaldban E (X?) # E(X)® = h3, azaz az dtlag magassdghoz
nem atlagos suly tartozik, vagyis, Atlag Polgar, akinek h magassdagot tulajdonitunk és w
sulyt nem lesz ardanyos, nem lesz " szp".



Chapter 6
HIPOTEZIS VIZSGALAT

Ebben a fejezetben igen hasznos, jol alkalmazhaté modszereket ismertetiink amelyek egy-
egy lizleti dontéshez adhatnak megbizhaté tampontot. Mintapéldank lehet egy 1) termék,
szolgaltatas bevezetése. Egy Uj szappanopera sikeréhez mondjuk az a minimum feltétel,
hogy az egyidoben sugérzott miisorokkal szemben szerezzen 25% nézettséget, azaz egy-
két hét utan a piaci részesedése legyen 25%. A sorozat sorsa feldl megint minta alapjan
dontiink.  Zartkorh vetitést tartunk nézok egy csoportjanak, akik mint otthon szabadon
valaszthatnak a csatornak kozott. ( Esetleg nem is tudjak a vizsgalat valodi targyat, mond-
juk chips-et és 1iditdt kapnak, valaszthatnak a TV nézéshez mit fogyasztanak és ezekrol
kérjiik a véleményiiket.)

6.1 Intervallum becslés

A p piaci részarany megallapitasa nem jelent mast mint annak a p = P (A) valdszintiségnek
a becslése, hogy egy véletleniil kivalasztott nézd sorozatot valasztja-e. Mint ma lattuk,
a p relativ gyakorisag remek pontbecslése p-nek. Ugyanakkor mint az az atlagmagassag
kapcsan megjegyeztiik, sem egyetlen ember esetében, sem egy n > 1 elem{l minta esetében
sem fog pontosan fennallni, hogy p = p,,. Mit mondhatunk akkor e helyett?

1. pés p, kozel van egymashoz. Mennyire?

2. p és D, tavolsaga kisebb mint §. Ez biztos, vagy csak valamilyen valoszintséggel
igaz;

A centralis hatareloszlas tétel segitségéével pontos valasz adhatd ezekre a kérdésekre.
Vegylink egy tipikus példat. Egy gyartmany szdmos paraméterrel rendelkezik,
hogy csak a llegegyszertibb esetet vegyiik egy iiditds palackra az van ré irva, hogy 1 litert
tartalmaz. A vevo ezt el is varja. De valoban annyi van az iivegekben? Vegyiink mintat
az tivegek kozil és mérjuk meg a tartalmukat. Legyen az n elem( minta alapan szamolt
tapasztalati atlag
X =X,.

A centralis hatareloszlas tétel alapjan X igen jo kozelitéssel normalis eloszlast, ha a vizs-
galt X valosziniiségi valtozonak 1étezik varhato értéke és szordsa, a mintaelemek fliggetlenek
és n > 30. Még pontosabban varhato értéke p lesz €s szorasa \/iﬁ, azaz

e d g
XnNN(l%%)u
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Megjegyzés 8 Vegyiik észre, hogy a szoras o-rol —=—re valtozott. Mint mindjart latni
fogjuk, ez biztositja azt, hogy a becslésiink egyre jobb lesz a mintaelemszam névekedtével.

Ebbdl kovetkezik, hogy

P(7<x):cb<x;“>

v

P(Y;u<x> = ().
v

A normalis eloszlas szimmetridja miatt, akkor az is igaz, hogy

P(
Vi

A kényelem kedvéért szokas a jobb oldalon talalhato valdszinliséget valamilyen ,,nevezetes
kozmegegyezéssel elfogadott értéknek valasztani, pl. 0.95, 0.975, 0.99. Azaz a standard
normalis eloszlés inverzét hasznaljuk. Tekintsiik eldszor a

PX<z)=0(x)=1—-a

vagy masképpen

X—p

< .75) =20 (z) — 1. (6.1)

"

adott o—hoz tartozé x = z, értéket. (lasd abra ) Ez a z,, érték vag ki a standard normalis
eloszlas ,,farkabol” o valoszintiséget. Természetesen akkor

P(—24 < X < 2y) =1— 20

Ha tehat a kivanalom mondjuk, hogy (6.1) jobb oldalan .95 valdsziniség alljon, akkor
a kivagott 0ssz valoszinlséget legyen 1 — o = .95, akkor a z kritiuks értékek az /2
helyekhez tartozoak. Tehat a standard normalis eloszlas esetén

P (_Za/Q < X< Za/g) =1—-a.

amibdl feladatunkban

X —
P (—za/Q < — a < za/2> =1-aq,
NG

g — g
P <—Za/2% <X -— n < ZQ/Q%) =1—aq,

ezt atrendezve

illetve

— o — o
PlX —zap—=<pu<X+z4p—|=1—q.
( o ST AT /Wﬁ) *
A kapott 0sszefiiggés azt jelenti, hogy az ismeretlen 1 sokasag atlag, az

— o o
X —z24p0—=, X + 2a/2—=
( v v )
intervallumba esik 1 — « valoszinliséggel. Ezzel megszerkesztettiik a ji-re vonatkozo kon-
fidencia intervallumot.
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Definicié 52 Mdsképp azt szoktdk mondani, hogy az (7 — 24 /2\/%7, X + 2z, /ga\/iﬁ> inter-
vallum 1 — o megbizhatosaggal tartalmazza | —t, vagyis ez a ji-re vonatkozo 1 — « szintii

megbizhatosdagi (vagy konfidencia) intervallum. FEzzel ugynevezett intervallum becslést
adtunk p-re .Szokas o — t a szignifikancia szintjének nevezni.

Altalaban kétoldali konfidencia intervallumokat szokas hasznalni, de speciélis es-
etekben (pl. az iivegbe eleve nem fér 1 liternél tobb) lehet egyoldali konfidencia interval-
lumot is szerkeszteni, ilyenkor persze o nem felezodik meg:

P(Y—za/2%<u) =1—«a

vagy
P<M<mza/2%) i-a

6.1.1 t— eloszlasra épitett konfidencia intervallum

Az ¢eldz0 szakaszban lattuk, hogy amennyiben a tapasztalati atlag normalis illetve kozel
normalis eloszlasu, akkor ennek a tudasunknak a birtokaban konfidencia intervallumot
lehet szerkeszteni az ismeretlen sokasag, azaz populacié atlagra. Abban az esetben, amikor
a vizsgaly valosziniiségi valtozd X nem normalis eloszlasu, tovabba a populacid o szorasa
ismeretlen, akkor viszonylag kis mintak esetén a tapasztalati szoras segitségével normalt
statisztika o
X —p
s

nem nem standard normalis eloszlas.

Allitas 8 Ha X 1, X,...X,, fiiggetlen azonos eloszlisii valosziniiségi valtozok, akkor a mintadt-
lag alabbi standardizaltja o
X —p

S

v
n — 1 szabadsagfoku Student, avagy t-eloszlas kévet. A jelolés némi keverésevel jeldlje
t=1) () ennek az eloszldsnak a siiriiségfiiggvényét.

~ t(n—l)

A t— eloszlas értékeit célszerl tdblazatbol kikeresni vagy szamitogép segitségével
meghatarozni. A 8 Allitas segitségével a megint lehetdség van konfidencia intervallumot
szerkeszteni.

Allitas 9 Legyen t, /2 az a kritikus érték, amely a t-eloszlas jobboldali , farkabol” o2
teriiletet vag ki, azaz, ha 'Y t—eloszldsu, akkor

B(Y > tap) = 5

ekkor az eloszlas szimmetridja miatt

P(tag <Y <top) =1-o (6.2)
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Kovetkezmény 5

X —
P(ta/2< su<ta/2>:1—a
vn

p(y_ta/2i<u<7+ta/2i) “1-a

Vi Vi

Az 4lltis nyilvan kovetkezik a 8 Allitasbol és (6.2)-bdl.

és

Gyakorlat 28 Készitsiink ,, dontési diagrammot mikor kell normalis és mikor kell t elos-
zlason alapulo intervallumot késziteni.

Allitas 10 Részardny konfidencia intervalluma mindig normdlis eloszlasra épiil, azaz

]P(ﬁ—za/2\/@<p<ﬁ+za/ﬂ/@)zl—a. (6.3)

Bizonyitas. A centralis hatareloszlds tételbol tudjuk, hogy

X —yp

NG

~ N (0,1)

ezert a részaranyra vonatkozoan is igaz, hogy

ﬁfT“ ~ N(0,1). (6.4)

Jn
Az (6.3) dsszefiiggés ezutdan abbil kovetkezik, hogy a binomidlis eloszlds szordsa o =

p (1 —p), ezért p szordsa 1@, amibe ha p helyettesitiink az elkovetett hiba ,, mdasodrendben” kicsis(6.
tovabbra is igaz marad. m

Gyakorlat 29 Készitsiink ,, dontési diagrammot”’mikorkellnormlissmikorkellteloszlsonalapulintervall
6.1.2 Konfidencia intervallum az ismeretlen szordsra

Az eldz0 rész sémadja a kvetkezd modon foglalhatd 6ssze. Tegyok fel, hogy Y valdsziniiségi
valtozo, statisztika szolgal egy n paraméter becslésére. Ha tudjuk, hogy Y — 7 vagy %
milyen eloszlast kovet, akkor ebbdl konfidencia intervallum szerkeszthetd 7-ra.

Definicio 53 A \? eloszldst iplicit médon definidljuk. Legyen

Y = ixf
i=1

ahol X1, X5...X,, fiiggetlen standard normalis eloszlas valosziniiségi valtozok. Ekkor azt
monjuk, hogy Y eloszldsa (n — 1) szabadsdagfoki x* (olvasd khi-négyzet) eloszlas.
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Allitas 11 Ha egy normdlis populdciébdl vettiink X1, Xo...X,, fiiggetlen mintdt, akkor

(”_1)52N 2
02 X

Bizonyitds. Az dllitas kozvetlenkovetkezménye a (53) Definicionak. m

Allitas 12 Az ismeretlen 0? szérdsnégyzet besclésére normdlis eloszldsiu populdcié esetén

P<M<02<M>:l_a

X%fa/Q X?y/2

2 V.2
intervallum szerkesztheté. Azaz 0> —t 1—« valdsziniiséggel tartalmazza a ((Xng—l)s, (nx21)s >
1—a/2 a/2

intervallum.

6.1.3 A mintaméret megvalasztasa

A gyakorlati ¢letben gyakran az a feladat, hogy a populacio atlagot bizonyos hibahataron
belill tartsuk, Mint az {ivegtoltés példdjaban a térfogat 1 £ 0,01 liter kell, hogy legyen.
Ehhez eldszor a populacidatlagot kell a fenti mdodon jol becsiilniink, ezutan lehet az egyes
tivegek toltésére kovetkeztetni az atalg becsése melett a szoras becslését is felhasznalva.
Foglalkozzunk a legegyszeriibb konfidencia intervallummal. A
— o — o
X —zZyp—<u< X 0o ——
2 /2 \/ﬁ 1% +z /2 \/ﬁ
egyendtlenség 1 — o valoszintiséggel fenall. Szeretnénk elérni, hogy j -re X + B inter-
vallumot kapjunk ugyanezen 1 — o megbizhatdsaggal.adott, rogzitett B melett. Vilagos,

hogy ehhez a
o

Za/Q%

osszefliggésnek kell teljesiilnie. Ha o rogzitett, ez meghatarozza z,, -t, ezért az n mintameret
az egyetlen valaszthat6 paraméter. A legkisebb megfeleld n

B 25 1y0°
n= =g

Gyakorlat 30 Adjuk meg az analog mintaméretre vonatkozo dsszefiiggéseket t—eloszlas
esetére és részaranybecslés esetére is.

=B

6.2 Hipotézis vizsgalat

A mindennapi életben, dontési szitudcidban gyakran nem az érdekel minket, hogy konfi-
dencia intervallumot szerkessziink, inkabb az a kérdés bent van-e az ismeretlen atlag egy
adott intervallumban vagy sem. Pé¢ldaul a palackok toltési atlaga 1 liter. Ha igen, min-
den rendben, de ha nem akkor allitani kell a téltdberendezésen, le kell allitani a gépsort.
Ez persze termelés, profit kiesést jelent, ezért ha lehet, csak akkor dontiink igy, ha eléggé
biztosak vagyunk abban, hogy a toltési atlag 1ényegesen eltér az eldirttél. A mintavétel,
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a mérés ¢€s statisztikai vizsgalat alapjan egy dichotom dontést hozunk, egy liter az toltési
atlag, vagy nem az. Ennek a példanak a végigvitelével mutatjuk be a hipotési vizsgalat
tipikus menetét.

A dontési folyamat elsd 1épése a munkahipotézis felallitasa. Ez az egyetlen ,.kényes
1épés, a tobbi rutin feladat.

Legyen 1, = 1. Elvarasunk, hogy a populéci6 varhato értéke 11 ezzel egybe essék.
Ezt fogalmazzuk meg mint null hipotézist.

Ho:p=py

Ennek logikai ellenéte az alternativ hipotézis

Hy oy # .

Mielott mintat vesziink, szamitasokat végziink el kell, donteniink, hogy mennyire ,,fontos",
hogy jol dontsiink.A dontést minta alapjan fogjuk meghozni. A minta véletlentdl fiiggo,
ezért tobb modon is felléphet hiba. Ezeket mutatja az alabbi tdblazat.

a valdsag
Hy igaz Hy hamis
hogyan dontiink  elfogadjuk Hyp-t o a dontés masodfaju hibat vétiink
elvetjik Hy-t elsdfaju hibat vétiink jo a dontés

Mielott a hiba valoszinliségének kiszamitdsdhoz latunk, két jelolést vezetiink be.
a = Py, (elvetjik Hy-t)
ahol a Py, azon valoszinliségi mértek amely H, fennallasa esetén jellemzi a sokasagot.

B = Py, (elfogadjuk Hy-t)

itt pedig Py, azon valdszinliségi mérték amely /7, fennallasa esetén jellemzi a sokasagot.
Ez utébbi nem feltétleniil jol definialt, erre késdbb visszatériink.
Ha a feltételek biztositjak, hogy a mintadtlag j6 kozelitéssel normalis akkor ez igaz

_ X

o

NS

z

azaz

ugynevezett probafiiggvényre is, pontosabban z kozel standard normalis eloszlasu lesz.
P(|z[ < Za/g) =1-a
X —

Ebbdl kovetkezik, hogy
IP( 'u<za/2):1—a
NG

illetve annak a valoszinlisége, hogy a probafiiggvény abszolut értéke nagyobb legyen mint
2o/2 €gyenld a. Megint azt az okoskodast, hasznaljuk, hogy egy kisérletben a nagy valdszintiségh
esemény bekovetkeztét tételezziik fel. Ha tehat feltessziik, hogy

K= Ho
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-7 z

Figure 1 p az eloszlas farkaban

akkor

vn vn
Az (??) abrara tekintve ez azt jelenti, hogy a z probafiiggvény a kis, a/2—« /2 valdsziniiségl
als6 vagy felsd farokba mutat. Ez nincs 0sszhangban azzal a feltevésiinkkel, hogy az
1 — a >> «a valészinliségl esemény kovetkezik be, ezért a u = p, feltevést vetjiik el. Ter-
mészetesen valamilyen mas j lehet igaz, aminek megfelelden netralva X — ¢ a probafiig-
gvény mar a (—2a/2, Za/2) intervallumba mutat, ( lasd (1)Abrat.).

X — X —
P ( = Ho < —Zq 2 Vagy = Ho > Za/g) =a.

Definicio 54 4 (—za /25 Za /2) intervallumot szokas elfogaddsi tartomdanynak nevezni, a
(—00, —zaj2, ) U (242, 00) —1 pedig elutasitdsi tartomdnynak. A préba szintje, vagy szig-
nifikancia szintje o, a kritikus érték(ek) o illetve o /2.

Azt mondjuk, hogy « szinten elutasitjuk Hy-t ha z az elutasitasi tartomanyba esik,
illetve, hogy nem utasitjuk el, ha az ellenkezdje igaz. Kicsit pongyolan lehet azt is
mondani, hogy elfogadjuk Hy-t, de mint latni fogjuk ez nem igazan szerencsés, kissé fél-
revezeto.

Megjegyzés 9 Vegyiik észre, hogy a-t tetszés szerint megvalaszthatjiuk a dontési eljards
elejéen. Ebbol pedig az is kévetkezik, hogy az elsofaju hiba valosziniségét meg tudjuk
szabni, azaz annak a valosziniiségét, hogy elutasitiuk Hy-t pedigigaz. Hiszen ez a szitudcio
akkor all elo, amikor . = p, és a probafiiggvény mégis a (—oo, —Za/g,) U (za/Q, oo)
elutasitasi tartomanyba esik, aminek a valosziniisége éppen o.

6.2.1 A hipotézis vizsgalat menete

A hipotézis vizsgalat 1€pései a kovetkezokben foglalhatdak dssze.
1. A null hipotézis Hy megfogalmazésa.
2. A probafiiggvény kivalasztasa a feltételek alapjan.
3. A «a szignifikancia szint meghatarozésa a probléma természetétdl fiiggden.
4. A probafiiggvény eloszldsanak alapjan az elutasitasi tartomany meghatarozasa.

5. Mitavételezés, a probafiiggvény kiszamitésa.
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6. Dontés attol fliggden, hogy a probafiiggvény hova esik.

Mint emlitettiik az egyetlen kényes feladat a nullhipotézis felallitasa ( és talan mint
minden statisztikai feladatnal a j6 mintavételezés). A gyakorlati életben a y = g, null
hipotézis melett igen gyakori a ;1 > 1, illetve a p < g alaku feltevés. Mint a palacktoltd
sor mikddtetdje a i1 = pi, feltevés volt fontos szamunkra. A vevd szempontja méds. Ot az
érdekli, hogy elég sokat vagy elég jot kapjon a pénzéért. A hirdetések is igen gyakran azzal
kinalnak egy portékat, hogy az azt jellemzd valamilyen mennyiség kisebb vagy nagyobb
mint egy adott éreték. Erre lehet példa a gylimolcslé, iiditd. Nagy betlikkel a csomagolas
oldalan hirdeti, hogy tobb mint 50% gylimolcstartalommal, vagy ,.kevesebb mint 1% cukor
tartalom". A fogyasztd vagy a konkurencia esetleg gyanut fog, hogy a gyartd nem teljesiti
azt, amit a hirdetésben allit. kritikus esetben ez pert vonhat maga utan, a birdsagnak kell
dontenie a felek k6zott. Vegyiik ebbdl a nézdponbdl szemiigyre a problamat.

A gyarto azt allitja, hogy

2 o

ahol mondjuk 1, = 50%. A konkurencia szerint ez nem igaz. Az artatlansag vélelmének
jogelvét kovetve azt mondjuk, hogy a gyarto artatlan mindaddig amig biinéssége min-
den kétséget kizaroan bebizonyosodik. Abban az esetben amikor nem lehet minden egyes
terméket, vitds objektumot megvizsgalni, természetesen a birdsag is csak statisztikai mod-
szerek alapjan donthet. A minta véletlen természetébol fakaddan a dontés sem lehet 100%
bizonyossagu, ezért az artatlansag vélelme azt kivanja, hogy jol kontrolalni tudjuk annak a
valoszinlségét, hogy bar a gyrato artatlan, a szerencsétlen véletlen mintavalasztas azt ered-
ményezi, hogy statisztikai vizsgélat blindsnek talalja a gyartot. Az eldbb vazolt hipotézis
vizsgalat keretei kozott ez azt jelenti, hogy az o elsdfaji hiba valdszinlségét tudjuk kon-
trolalni, a vitdzo feleknek meg kell allapodnia ebben az a—ban, ezt kozlik a birosaggal (
természetesen ez a minta nagysagat az eljaras koltségét is befolydsolja). A null hipotézist
ennek a logikénak az értelmében gy kell folallitani, hogy az elso faju hiba a leirt legyen,
azaz a null hipotési a gyart6 artatlansagat, a hirdetésben kozolt allitast kell, hogy tartal-
mazza, azaz
Ho > g

a helyesen valasztott null hipotézis. Természetesen nem minden vizsgaland6 probléma
fordithato le a jog nyelvére, altalaban célszer( a nullhipotézis irdnyat gy megvalasztani,
hogy az elkovethetd hibak kozul az legyen az elsdfaji aminek bekovetkezése a nagyobb
kart okozza, mivel ennek a valoszinGségét tudjuk a-val szabalyozni, mig a masodfauét
nem.

Vegylink erre még egy példat. Fémlemezeket vonunk be rozsdamentesito festékkel.
Ha tal sok festéket visziink fel, akkor folosleges koltséget hozunk létre, ha viszont nem
elég vastag a védoréteg, a lemezt hamar kikezdi a korrézio, tonkremegy a lemez, esetleg
ennek kovetkeztében a lemez értékénél is nagyobb kar keletkezik. Ezért tehat a mindségel-
lendrzés soran a p atlagos festékvastagsagra vonatkozdan célszert a

Ho:p < py

nullhipotésit alkalmazni, hiszen akkor lesz igaz az hogy a két lehetséges hiba kézul a nagy-
obb kart okozo lesz az elsofaji hiba. Konkrétan azt a valoszinliséget kontroldlja a;,hogy a
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festékréteg vékonyabb mint sziikséges, de ezt a proba nem mutatta ki és ezért elvetjiik a
null hipotézist.

6.2.2 Paraméteres probak

A hipotézis vizsgalat 5.6. 1épése az tgynevezett proba. A koriilményektdl fliggden kiilon-

bakat ismertetjiik. Eldszor egy sokasdg valamely paraméterére vonatkozd probakat mu-
tatjuk be, ezek az egymintas probak, majd két sokasdg valamilyen paraméterének az
Osszehasonlitdsara vonatkozo kétmintas probak kovetkeznek.

A kétoldali z proba (néha nevezik u probanak is) kertilt a fejezet elején ismertetésre.

1. Ekkor a null hipotézis

Ho : o= pg
az alternativ hipotézis
Hy o # .
2. Ha ismert a sokasag szorasa o vagy a minta elemszdma elég nagy (n > 30 ), akkor
probafiiggvény o
X —p
z=—
Vn

ami kozel standard normalis eloszlasu.
3. A hétkdznapi, iizleti életben 4ltalaban a o = 0.05 megfeleld valasztas.
4. Az elutasitasi tartomany (—00, —za/2, ) U (2ay2, 00) ,ahol 242 = 1.96

5. Legyen a példa kedvéért X = 1.002% liter a mintaban a palackokba t5ltott folyadék
atlagos mennyisége. Legyen o = 0.01% és n = 100. Ekkor

6. Viszont 2,/ = 1.96 < z = 2,ezErt a null hipotézist el kell vetniink. Le kell allitani
a gépsort és Ujraszabalyozni a toltést.

6.2.3 Az egymintds probak tovabbi esetei

Ebben a szakaszban a hipotézis vizsgélat variansait mutatjuk be amelyet a feltételek val-
tozéasa hoz létre.

Abban az esetben, ha a populacié szoérdsa ismeretlen azt a tapasztalati szordssal
helyettesitkiik amikor a probafiiggvényt kiszamoljuik, azaz a mintaatlagot standardizaljuk:

X —p

S

NG

Ilyen esetben a standardizalt kifejezés normalis eloszlast kovet, ha a populdcidé maga is
normalis eloszlast volt vagy ha n > 30.
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Allitas 13 Ellenkezé esetben azaz ha a populdcié nem normdlis, illetve ismeretlen szordst

kovet, letezik a varhato érték és szoras ( de ismeretlenek) akkor a

< _
¢ = H

S

vn

probafiiggvénny Student eloszlasu és ennek megfeleloen alakul a 3. Iépés, illetve az 5.
lépésben a kritikus értékeket t,, ), illetve egyoldali hipot;zis eset;ben t,, adja.

Allitas 14 Ha egy p valdsziniség, illetve részardny becslése a feladat akkor mindig a

p—r
p(1-Dp)

n

z =

probafiiggveny alkalmazhato, ami standard normalis eloszldsu.

6.2.4 Kétmintas probadk

Gyakori és természetes kérdések meriilnek fel, két populadcod 6sszehasonlitasa soran. Igaz-
e, hogy a villanyi szol0 cukorfoka magasabb mint a sporonié¢? Az ilyen tipus kérdések
vizsgalatat is két példan mutatjuk eldszor be, majd tomoren ismertetjiik a technikai rés-
zleteket.

Legyen 1, a Villanyi sz010 atlagos cukorfoka, yi, a Sopronié. vegyiink X, Xo...X,,
fliggetlen azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozokat, mintat a Villanyon termett mustokbo
¢és Y1, Y5...Y,, a Soproni.

Az X, és Y; mintaelemekrol feltessziik, hogy teljesen fiiggetlenek.

Tegyiik fel, hogy n,m > 30, azaz a mintak ,,nagyok". Mi legyen a nullhipotézis?
Min kordbban hangsulyoztuk a null hipotésis megvalasztasa fiigg attol, hogyhibas don-
tés esetén milyen kar keletkezik. Most egy olyan szitudcidt vazolunk, amiben a korab-
bival éppen ellentétes modon célceri a null hipotézistvalasztani. Ha egy hirdetés alli-
tana, hogy a villanyi sz0ld cukorfoka magasabb mint a sporonié akkor a fiiggetlen don-
tést a Hy : p; > oy hipotézisbdl kiindulva kell hozni. Ha viszont az a helyzet, hogy a
pincészetliinknek régota sporoni mustot vesziink, akkor természetesen mindaddig kitartunk
e melett mig ennek az ellenkezdje alaposan be nem igazolodik, azaz a statisztika nyelvén,
ki nem deriil, hogy a villanyi cukorfoka szignifikénsan magasabb. Ekkor tehat a

Ho : py < pig
null hipotézisbdl indulunk ki. Erdemes a null hipotézist kissé atalakitani,

Esetlinkben az allitas annyirdl szol, hogy az egyik atlag nagyobb mint a masik, ilyenkor
(1 — p9)g = Do = 0,de lehetne a kezdeti 4llitas pl az, hogy a villanyi sz316 atlagos
cukorfoka 2 fokkal magasabb mint a sporoni, ekkor Dy = 2 lenne.
Vilagos, hogy ezt akkor fogjuk elvetni, ha
(X V) - Dy
z= > Zo, (6.5)

Sm —H2
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ahol
2 2
51 | 52
Su—py, = — 4+ —.
Hy—H2 ny Ng
A (6.5) egyendtlenséget atirva
st | 3
My > po + Zag [ — + —
ny N2

Osszefiiggést kapjuk, amibdl azonnal vilagos, hogy mit értiink szignifikansan nagyobb

alatt. 1, nem egyszerlien nagyobb kell, hogy legyen mint i, hanem g, + 2,4/ Z—% + Z—%-nél
is azaz a véletlen szorodas z,—szorosanal is nagyobb az eltérés. A proba kialakitasakor

fontos, hogy « a szignifikancia szintje, 4/ % + % pedig a mintaatlagok kiilonbségének
szorasa. A proba tovabbi menete mar megegyezik az egymintas probaéval.
Abban az esetben, ha a hipotézis kétoldali, azaz a null hipotézis
Ho : piy = pig

illetve

Hy:py—pyg=Dy=0
akkor is (6.5) a probafiiggvény, de a kritikus tartomany kétoldali, azaz —z,, /2y Za/2 @ két
kritikus érték.
Kis mintas préba két atlag kiilonbségére vonatkozéan
A fenti példa kis mintak esetén a

(X-Y) - Dy
t= (6.6)

8#1 —H2

Student eloszlasu probafiiggvény segitségével oldhaté meg. A szabadsagfokot a

ni—1 ng—1

df =

képlet hatarozza meg.

Kombinalt szorasbecslés

Kis mintdk esetében javithato a szérdsra vonatkozo becslés, ha egyéb koriilmények alapjan
tudhatd, hogy a két populacid szérasa ugyanaz, azaz o0; = o5. Ekkor s1, so ugyanazt a
kozos o értéket becsli, ezért célszert a kevert mintaszorassal szamolni, ennek négyzete:

2 (n1—1)5%+(n2—1)53‘
P n1+n2—2
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Ekkor prébafiiggvényiink a
(X-Y) - Dy
2 (L1 4 1
Sp <TL1 + ng)
lesz. E két képletet, azaz a kevert szords becslést érdemes nagy minta esetén is haszndlni,
ha o, = o, felteheto.

t =

Részaranyok osszehasonlitasa

Igaz-e hogy a diplomasok korében az A part népszeribb mint az alacsonyabb végzettséglick
korében? Erre a kétmintas részaranyokra vonatkozd proba adhat valaszt. Legye a null
hipotézis

Hy:pr—p22>2Dy=0

ahol p; a diplomasok kozott az A-t preferalok részaranya, ps a masik csoportban. Nyilvan
egyoldali hipotézisrdl van sz0, a probafiiggvény pedig

y— (pl —]92) — Dy
\/pl(l—pl) + p2(1—p2) .
ni no

Keétoldali
Hy:pi—p2=0

hipotozis esetén lehet a kozos p becslését, p-t hasznalni, ezért a probafiiggvény

p1—p2—0
z = ,
~ ~ (1 1
\/p(l —D) (nT + n—2>
ahol
5= n1p1 + NaPo
niy + neo '

Proba parositott mintaval

Az 6sszes eddigi esetben feltettiik, hogy a két minta elemei teljesen fiiggetlenek. Bizonyos
esetekben ez bar nem 4ll fenn, mégis igen jo teszt készithetd. Tegylik fel, hogy egy késziild
felhasznaloi szoftverhez két kezelofeliilet terv késziilt. El kivanjuk donteni, hogy melyik
tevnek kedvezobbek az ergondmiai tulajdonsagai, melyiken hatékonyabb a munkavégzes.
Ezért a kovetkezd , kisérletet" végezziik. 50 rutinos opertatort teljesen azonos feltételek
kozot megtanitunk minkét kezeldfeliilet haszndlatdra. Ezek utdan ugyanazt a feladatot
elvégzik az egyik illetve a masik feliileten, a szlikséges 1dot mérjiikk. Legyen X; az1.Y; a
2. kezeldfeluleten mért idd ¢ = 1, ..., 50. Az esetlegesfaradasi tényezot is kikiiszoboljiik,
25-en eloszor az 1. kezelofeliiletet hasznaljak utana a 2-at, a masik huszondt operator
forditva.
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Szamitsuk ki a mért idok d; kiillonbségeit
di=X; - Y.
Ha nincs egyéb eldfeltevésiink, akkor a

Ho:py = po

null hipotézist hasznéljuk. Ez természetesen ekvivalens a
Ho:py —pp =0

illetve ha pu; = E (X —Y) = py — pq jeloli a varhato értékek kiilonbségét, akkor ez szintén
ekvivalens a
Hy:p, =0

hipotézissel. Ezutdn a d; mintadifferencidkra mint egymintds proba jarhatunk el. A
modszer kis és nagymintas variansai, részaranyra vonatkozé varidnsa egyarant egyszerien
értelmezhetd.

6.3 Probak a szorasra vonatkozoan

6.3.1 Egymintads proba

Eddig kizarélag az atlag illetve a részaranyra vonatkozo6 probakrol volt sz6. De ahogy a
szorasnégyzetre lehet konfidencia intervallumot szerkeszteni, természetesen hipotézis vizs-
galat is végezhetd. Legyen egy normalis eloszlasu sokasagunk, aminek szorasa ismeretlen.
Koréabbi példankban, a palacktoltosor esetén vizsgalani érdemes a szoérodast. Nem ked-
vez0d, ha tal nagy ( ha kicsi altalaban nem baj.) Ha egy kihalo félben 1évo faj genetikus
valtozatossagarol van sz6, akkor a nagy szords éppen kivéanatos is lehet. Az eldobbi esetnél
maradva legyen a kivant szoras o, ekkor a null hipotézis, a gyartd nézdpontjabol

) 2
Hy:0" <o

moédon valasztando. Az (11) Allitasbél tudjuk, hogy

(n—1)s? 2
T ~ X
ahol x? szabads'gfokan-1.Ezrtax?® = m:T—é)SQpr(')baﬁjggvényt alkalmazva elutasitjuk a
0
null hipotézist, ha
X* > xa

ahol a x2 az n — 1 szabadsagfoku x? eloszlas a—hoz tartoz6 kritikus értéke.
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L ¢
2 Co 2
x 1-a/2 M

€ tartomany

6.3.2 Kétmintds proba

Az atlagokra vonatkozé kétmintas probak kozott mar felmerdilt a kérdés, egyenld-e a két
populécio szérdsa. Ha igen akkor a szorasra vonatkozoan igen jo becslés adhato a kom-
bondlt szorassal ( Lasd 6.2.4 alfejezetet.) . Ehhez eloszor ellendriznéiink kell, hogy a két
szoras valoban egyenld -e, azaz igaz-e a

Hy: 03 =03
A proba kivitelezése a kdvetkez0d allitdson alapszik.

Allitas 15 Ha két normdlis populdciobdl szdrmazé n illetve m elemii teljesn fiiggetlen

mintat vesziink, akkor
2
51

2
83

~ F(nfl,mfl)

hanyados (n — 1,m — 1) szabadsagfokii F' eloszlast kovet.

Az F' eloszlast nem definidljuk egzakt modon, Iényegében két khinégyzet eloszlasu
fliggetlen valosziniiségi valtoz6 hanyadosanak eloszlasat irja le.

Allitas 16 .
F(m—1,n-1) (flf) ’

Az allitast nem bizonyitjuk, de intuitive lathato a definiciobol

F(n—l,m—l) (1 . 1,) —

Ennek alapjan a probafiiggvény
52

F' eloszlasu ha igaz a null hipotézis. A kritikus ért€k Iy, ), illetve Fi_,/o,de ha az al-
talanossadg megszoritasa nélkiil, igy szdmoztuk meg a mintékat, hogy s; :> so,akkor elég
a felso kritikus tartomannyal foglalkozni. Abban az esetben, ha

F > Fa/g

elvetjiik a null hipotézist.
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6.3.3 A mdsodfaju hiba

Emlékezziink vissza arra, hogy méasodjaju hibat akkor vétiink a hipotézis vizsgalat soran, ha
anull hipotézis nem all fenn, mégis a melett dontiink. Ezzen az eseménynek a valoszinlisége
( a véletlen mintavétel kovetkeztében) 5. Az elsofaju hibaval ellentétben [ altaldban nem
szamithato ki a valodi paraméter érték ismerete nélkiil.

Definicié 55 A4 proba erejének szokdas nevezni 1 — 3, vagyis azt a valosziniiséget, hogy
helyesen ismeri fel, hogy Hy nem dll fenn. Szokads proba erofiiggvényét definidlni a

A 4

|

A prba erdfggvnye a i vitozsval
paraméter fiiggvényében f (9) = 1—p.

Pé¢ldéaul egy jobboldali, varhato értékre vonatkozo rpoba erdfiiggvényét mutatja a
(??)Abra. [Ide abrat]

A masodfaju hiba kiszamitasa

Képzeljiik el a kdvetkezd szituaciot. A hd ellenallok selejtes hadianyagot gyartanak a
munkaszolgalat soran. Természetesen iigyelni kell, hogy a szabotazs ne deriiljon ki. A
gyartott fegyver példaul Grmérete 1, = 9.00 kell, hogy legyen. A gyartas soran ennél
lIényegesen kisebb nem is lehet, viszont a furat készitésekor kis triikkel ennél nagyobbra
lehet késziteni, ami selejtté teszi a fegyvert. A mindségellendrzés a

Ho = pp < pg

feltevést ellendrzni. Mi a valdszinlisége, hogy a szabotdzs soran gyartott 1 = 9.07 atlaggal
nem buknak le az ellenallok, azaz H, nem igaz, de ezt a pr=ba nem mutatja ki. Tegy-k
fel, hogy a szords o = 0.02, a szignifikancia szintje o = 0.05 és a szok4sos mintaméret
n = 307 Készitsiik el a probafiigvényt.

Ekkor a préba alapjan nem vetik el a null hipotézist, ha z < z,,azaz
o
T < Ho + ZGT =: C. (67)
n
Ha tudjuk, hogy p = 9.02, akkor

)
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alapjan adodik, hogy a masodfaju hiba [ valoszinlsége (azaz, hogy elkeriilik a lebukast)

P(E<C):P<E;N<Cg_u> = (C;M)
Vi Vi Vi

Erdemes C-be behelyettesiteni annak értékét (6.7)-bdl. Az atlag eredeti skaldjan

C—p _ po—p

Vi Vi

+ 2a

lesz a kritikus érték. Jol lathatd, hogy a kritkus tartomany nd, ha ;4 nd. Masképpen
a <= sz0rast mintaatlag alapjan jol el lehet kiiloniteni > p, atlagot, ha az a szoras
tobbszordsével haladja me pi,-t, egyébként nem.



Chapter 7
NEM PARAMETERES PROBAK

7.0.4  Khinégyzet probdk

Ebben a fejezetben a nem paraméteres statisztika egy kis részét a nem paraméteres
probakat érintjiik, ezen beliil is eldszor az ugynevezett y? probakrol lesz sz6. Kozos
vonasuk, mint neviik mutatja, hogy x? eloszlasra vezetd szellemes konstrukciokkal ragad-
nak meg igen Osszetett problémékat. A moddszer mintapéld4dja a multinomialis eloszlas
tesztelése.

Példa 31 Képzeljiik el, hogy a kdla termékek piaci részesedését kovetjiik figyelemmel.
Korabban azt tapasztaltuk, hogy a pi,ps,..pr volt az 1,2,...k termék piaci részesedése
az elozo idoszakban. Minket elso nekifutasra az érdekel, tortént-e elmozdulas, vagy sem.
Ezért null hipotézisként a

Hy:p.=pii=1,..k

feltevéssel éliink, ahol p), az i-edik termék ismeretlen jelenlegi piaci részaranya. Legyen
egy fiiggetlen n elmeti mintank, amiben azt talaltuk, hogy x; fogyaszto valasztotta az i-
edik terméket.  Vildgos, hogy ekkor x; binomidlis eloszlasi valosziniiségi valtozé (n, p;)
paraméterekel )feltéve, hogy a null hipotézis fennall. De akkor az is igaz, hogy igen jo

kozelitéssel (x; > b feltevése mar elegendo ) igaz, hogy
_ N U N(0,1).
np; (1 — p;)

Tekintettel arra, hogy az osztalyok szama dltalaban elég nagy (1 — p;) ~ 1 ezt el szoktdk
hagyni. Jelolje e; a hipotézis alapjan a vart értéket,

€; = np;

ezzel a jeloléssel
2

X2 _ Z (i ; ei)

=1

probafiiggvény x? eloszlast kévet, ha Hy igaz. Ezért a hipotézis ellendrzése innen a szokd-
sos modon torténhet.
Homogenitas vizsgalat

Igen hasonl6 az igynevezett homogenitas vizsgalat, amely két populécio rétegezettségének
azonos voltat hivatott ellendrizni. Adott A, B populaciok és ezek azonos ismérv szerinti
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felosztdsa. Az egyes osztalyok részaranya legyenm p;, ¢;. Példaként allhat itt mondjuk a
kovetkezd A a varosi lakossag, B a kistelepiilési lakossag. az egyes osztalyokat a szokasos
legmagasabb iskolai végzettség szerint alakitjuk ki. A null hipotézis, hogy a legmagasabb
végzettség szerint a varosi és kistelepulési megoszlas azonos, azaz

HO P = ql,Z = 1,]{7

Megint feltessziik, hogy 1 — p; =~ 1,1 — ¢; =~ 1. Legyen a két vizsgalt minta elemszdma
n,m a talalt osztalyok mérete pedig x; y;. Tulajdon képpen az

T Y,

n m

Osszefliggést ellendrizziik. Ha igaz Hj,akkor

E%NQ%\/&)
n n

ezért 7t — % s76résa jo kozelitéssel

m-+n
Di

mn

a p; kozosbecslése pedig

ezért

amibol

X2 eloszlasu probafiiggvény kaphato.

Fiiggetlenség vizsgalat

Igen gyakori kérdés, hogy két tulajdonsag kozott van-e kapcsolat. Példaul a végzettség
¢s az egyes napilapok kedveltsége kozott van-e Osszefliggés. Azaz egy sokasagot két
modon is osztalyba sorolunk, példank szerint végzettség illetve a vasarolt napilap szerint.
Tegyiik fel, hogy m kiilonb6zd valaszt adhatnak a megkérdezettek az 0jag kérdésre (nem
olvas is ide tartozhat) és n féle végzettséget kiilonboztetiink meg. Ekkor ha N volt a
megkérdezettek szama készitsilink el egy ugynevezett kontingencia tablat, amelynek i-edik
soranak j-edik eleme (azaz oszlopa) azon valaszadok k;; szamat tartalmazza, akik az
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1-edik Ujsagot olvassak €s végzettségiik alapjan a j-edik osztalyba tartoznak.

1]2 i m
1
2
j ki ;
n

A fliggetlenség azt jelentené, hogy ha A;annak a valdszinlisége, hogy egy véletleniil valasz-
tott ember az i—edik ujsagot valasztja, illetve B;hogy a j—edik végzettségi kategriaba

esik, akkor
P(A;B;) =P (4;)P(B)).

Ugyanakkor a bal és jobb oldalon talalhaté valoszintiségekre a kontingencia tablazat bec-
séseket tartalmaz. Vilagos, hogy ha

akkor

becsli P (A;)-t, illetve ha

akkor
S
N
becsli P (B;) ,végiil pedig
kl,j
N

becsli P (A;B;)-t. Ennek alapjan a kovetkezd proba fiiggvény konstrualhaté.
n m 2
2 (kij —€ij)
— 7.1
X ; ; o (7.1)

ahol
C;0j
67‘7] = Tnr e
N

Allitas 17 A (7.1)beli probafiiggvény jé kizelitéssel x? eloszlasii (n — 1) (m — 1) szabad-
sagfokkal, ha az egyes cellakban kapott elvart e; ; értékek mindegyike nagyobb mint 5.

Az &llitast nem biszonyitjuk, helyessége a korabbi gondolatmenetbbdl intuitiven

lathato.
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Megjegyzés 10 A leirt fiiggetlenség vizsgalat valosziniiségi valtozok fiiggetlenségének el-
dontésere is alkalmazhato oly modon, hogy elkészitjiik a kétdimenzios tapasztalati egyiittes
eloszlas alapjan megfelelo intervallumok valasztasaval a kontingencia tablazatot.

Gyakorlat 32 Készitsiik el a megjegyzés szerinti fiiggetlenségvizsgalat teljes menetét.

7.0.5 llleszkedés, normalitas vizsgalat

A multinomidlis eloszlasnal latott modon tetszoleges eloszlashoz valo illeszkedést is lehet
tesztelni.
Legyen W egy tetszleges eloszlas fliggvény. Tegyiik fel, hogy adott x;x,1 ¢ = 1..k
értékekhez tartoznak a
pi =V (Tiy1) — ¥ (24)
értékek. Ekkor az Xy, X5...X,, fiiggetlen azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok akkor
szarmaznak a W eloszlasbdl ( « szinten ), ha a

i sz

=1

X2 eloszlast probafiiggvény az 1 — /2, /2 kritkus értékek koz; esik.

Az eljéréssal ellendrizheto az a feltevés, hogy X normalis eloszlasu-e. Pontosab-
ban célszeriia » = X=X X standardizaltat vizsgalni, hogy az illeszkedik-e a standard nor-
malis eloszlashoz.

Gyakorlat 33 Készitsiik el a standard normalis eloszlas esetén azt az x; sorozatot , ame-
lyre p; = 0.15.

Megjegyzés 11 Az eljaras nem jol alkalmazhato olyan paraméteres eloszlasok esetén,
ahol nem all rendelkezésre a standardizalashoz hasonlo az ismeretlen paramétert egysz-
erti transzformacioval kikiiszobolo modszer.  Ilyenkor ugyanis bar lehet, hogy az eloszlas
U, — tkoveti, de ha azt egy b # a paraméterii V,-hez illesztjiik, akkor a probafiiggvény es-
etleg igen nagy lehet. Erre a legegyszeriubb példa, ha a y varhato értékii normalis eloszlast
egy |/ -vel centraljuk természetesen nagyon rossz illeszkedést kapunk (ldsd (??)Abra).

7.0.6  Probak helyzeti paraméterek vizsgalatara

Az eldz0 (11) Megjegyzés is muitatja, hogy a helyzeti paraméterek probai milyen fontosak.
Az alabbiakban olyan teszteket ismertetiink amelyek tobbek kozott a helyzeti paraméterekrol
szolgalnak informacidval.

ElGjel proba

Ha egy eloszlasnak nem ismert az m medianja, azaz az a m érték, melyre P (X < m) =
1/2, az alabbi allitas segitségével lehet a
Hy:m =my (7.2)

hipotézist ellendrizni.
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Allitas 18 Legyen X1, X»...X,, fiiggetlen azonos eloszldsii valdsziniiségi valtozék

v, — 1 haX; >m
L 0 egyébként

Y = znjyi
=1

Ekkor, han > 20

Kovetkezmény 6

n
probafiiggvény standard normdlis eloszldsu, alkalmas (7.2) ellenérzésére.

Minkét allitas evidens a binomialis eloszlasra vonatkozd centralis hatareloszlas
tételbol.
Wilcoxon féle eldjeles rang test

A most ismertetésre keriild modszer parositott (azaz nem fliggetlen minta esetén) az X
ill. 'Y valtozok F, G eloszlasanak azonossagat ellendrzni. Legyen X, X,... X, illetve
Y1, Y5...Y, fiiggetlen azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok (- X illetve Y példanyai).

X Y d |d rangl|d]| eldjeles rang

T oy dy ‘d1| ™ sign (dl) (81
Ty Y2 da |d2| ) sign <d2) )
Ty, Yn dn |dn| Tn sign (dn) Tn

T =757 sign(d;)r

Allitas 19 Ha F = G akkor a fenti T prébafiiggvény jé kozelitéssel normdlis eloszldsii, és

E(T) = 0
B \/n(n+1(2n+1))
or = 6
S

alkalmas probafiiggveény.

Az allitas a centralis hatéreloszlas tétel egy ¢élesitésébol kdvetkezik, nem bizonyitjuk.
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7.0.7  Man-Whitney proba

Az alabbi proba Ujra a két eloszlas azonossaga, az
HO F=G

feltevés ellendrzésére szolgal.

Legyen mint elobb X, X5...X,, fliggetlen F' eloszlast valoszinliségi valtozok il-
letve Y1, Y5...Y,, fiiggetlen G eloszlasu valdsziniiségi valtozok .  Keverjiik 0ssze a két
mintat €s rendezziik nagysag szerint. Legyenek az X ; elemek rangjai r.(;ezek 0sszege
pedig " = sry.

Allitas 20 Ga F = G, akkor a fenti T statisztikar igazak az aldbbiak.

E(T) = %n(n+m+1)

1
op = \/ﬁnm(n%—m%—l)

és
T—in(n+m+1)

O¢

Z =

standard normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo.

A Kruskal-Wallis teszt

A koOvetkezo0 teszt az Osszetett
H()ZFl:FQ:...:Fk

hipotézis ellendrzésére szolgal., azaz k minta aladpan £ eloszlads azonossagat teszteli.
Legyen X, ;, X5 ;...X,, ; fuggetlen azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok j = 1,2...k-
ra. Hasonl6an mint a Man-Whitney proba esetén keverjiik 6ssze a mintakat minden elem
kapja meg a neki megfeleld rangot. Jeldlje R; a j—edik minta elemeinek rangdsszegét, ny
pedig az 0sszes elemek szamat.

Allitas 21 Ha igaz a
H()IFl:FQ:...:Fk

feltevés és minden j — re n; > 5, akkor

k
12 R?
W=——" 33 1

nr (ny + 1) n; (nr +1)

=1

probafiiggvény k — 1 szabadsagfokii x? eloszldst kovet.
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A Spreman féle rangkorrelacio

Parositott mintak esetén gyakori kérdés, hogy mi a kapcsolat, mi a korrelacié a két valtozo
kozott. 1donként célszert ezt a kérdést is nem paraméteres modon megkozeliteni. Erre
szolgal a kovetkezd fogalom.

Definicio 56 4 Spreman féle rangkorrelacio. Legyenek a két parositott minta rangjai
r;, S;. Legye d; = r; — s;. Ekkor

> i1 d;

=1 &=l
s n(n?—1)
a tapasztalati rangkorreldcio,
ps =B (rs)
pedig a Spreman féle rangkorrelacio.
Allitas 22 Ha
Hy:pg=0
akkor persze
E (7’5) =0
1
olrs) = n—1
és
_rs—0
o (rs)

kozel standard normalis eloszlas eloszlasu, ha n > 30.
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Chapter 8
SZORASANALIZIS

A szoras analizis (analysis of variance ANOVA) a paraméteres probak egy érdekes csaladja,
amely egy kozos modellre épit. A legegyszeriibb az egyvaltozos, egy faktoros eset. A
modszer megismerését egy ilyen példaval kezd;iik.

Példa 34 Egy étteremlanc ugyanazt a hamburgerét sok étteremben kinalja. A hamburger
népszeriisitésére akciot kivan inditani. Eloszor azt vizsgalja orszagonkeént 30-30 étter-
meben, hogy mennyit nott a nyeresége ezen a terméken. Azaz rendelkezésre allnak az X;
eredmeények, ahol i az orszag felsorolas, j = 1..30 pedig az éttermek sorszama. Ez azt je-
lenti, hogy X, ; j = 1..30 egy fiiggetlen 30 elemii minta egy Y; valtozobdl. Elso feltevésiik,
hogy az akcio eredménye fiiggetlen az orszagtol, azaz

pi=E(Y;) = p

minden i = 1..k—ra, azaz
Ho iy = pig = oo =

osszetett hipotézist kell ellenorizni.

A statisztika hagyomanyos kifejezésével, szokas az i-edik kezelésrdl beszélni, mert
a modszert a novénytermesztésben, az egyes foldteriiletek eltérd kezelésének 0sszevetésére
alkalmaztak eldszor. Az azonos kezelésnek alavetett egyedek alkotnak egy csoportot.
Szokas szerint olyan statisztikat keresiink, ami a H, feltevés melett jol viselkedik. Az
egye mintaelemekre a modell szerinti feltevés a kovetkezo:

Xi(g) = mi+e ()

ahol
gi (j) ~ N (0,0)

fligetlen valosziniiségi valtozok ismeretlen kozds o—el.

Szokas a modelt a

Xi(j) = p+ai+e ()

alakban megfogalmazni, ahol «; az i-edik kezelés egyedi hatdsa. Ha H, igaz, akkor a
sokasagban tapasztalt szorasranégyzetre a teljes minta alapjan becslés is adhatd. Ugyanakkor
az egyes csoportokon beliil is adhat6 variancia-becslés, ami a feltevés szerint fliggetlen bec-
sléseket ad, ezek atlaga szintén becsli a teljes sokasag szorasnégyzetét. gy kétféle bec-
slést lehet késziteni a szorasnégyzetre. Ehhez eldszor a tapasztalati atlagokra vezesslink
be jelolést.



64 Szorasanalizis

Legyen az n; elem i-edik csoport tapasztalati atlaga
— 1 & »
X = o Z Xi (5),
% =1

a teljes atlag
p g

— 1 )
X-13 3 x
i=1 j=1
aholn = )"  n; az Gsszes mintaelemek szdma. Bevezetjiik a
1 P n 9
SST =222 (X)) -X)
i=1 j=1
teljes négyzetosszeget valamint a
P n — 9
SSE=3 > (Xi(j) - X))
i=1 j=1

csoportokon bekiili négyzetdsszegek osszegét, végiil pedig a
? = =2
i=1

a csoportositasbol fakado négyzetdsszeget.

Lemma 2
SST =SSE+ SSTR

Bizonyitas. Az allitas egyszer( aritmetikai atalakitassal igazolhat6. A kidolgozast
az olvasora bizzuk. m
A proba megalapozasat a kovetkezd mar nehezebb allitas biztositja.
Allitas 23 Jelslje
1
MSR=——SSTR
p—1

a csoportositasbol fakado atlagos tapasztalati négyzetosszeget. Ekkor

1 p
=1

Bizonyitas. Kezdjiik a definici6 szerinit zarojel bovitésével és felbontasaval.

-7 = @ —ptpw—p+p—7)°
= @)+ (-0’ + (p-7)°
2T — ;) (g — ) + (@ — ) (0 =T) +2 (1, — ) (0 = 7)
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Vegyiik észre, hogy a cetralas miatt, illetve mert a szorzat masik tagja konstans

E 2@ — ;) (1 — )] = B [2(u; — p) (= 7)] = 0.

Az alabbi két tagban mintaatlagok szorasai szerepelnek, ezért

an [ ;) +(M_§)2}:im(z—j+(§)zr+1. (8.1)

i=1

A harmadik négyzetes tag a jobboldalon kivant 6sszege a i, —k és a p négyzetes eltérésosszegének:

1 T
1 Z n; (p; — M)2 (8.2)
i=1

Foglalkozzunk a megmaradt egyetlen keresztszorzattal.

E Z 2n; (T — ;) (1 — 5)]

el ) g
L i=1 ki j=1

Li=1 k#t j=1
i - n; 2 —~n;

= b —2Zg($z’—ﬂi) +2Zg(l’i—ﬂi) ”M—niﬂi—zzwk,j
L=l i=1 ki j=1

Vegyiik észre, hogy a masodik tagban a szorzat két tényezdje fiiggetlen, hiszen az utodb-
biban pont az i-edik csoport elemei nem keriilnek Osszegzésre. A vérhatd érték igy a
varhat6 értékek szorzata és mindkettd centralt, mindkettd nulla. Az elsd tag pedig megint
a mintaatlagok szorésa, igy

—zi”—?(z.— ) ——zi"—?“—Z——Qaz (8.3)
—~ n 2N non; ’ '

=1

Osszevetve (8.1),(??) és (8.3)-t kapjuk az allitast. m

Ez tehat azt jelent, hogy M SR pontosan akkor torzitatlan becslése o?-nek ha az
Osszes marhat6 érték egyenld, azaz a null hipotézis teljesiil. Ellenkezd esetben o2 —td]
felfelé tér el.



66 Szorasanalizis

Allitas 24 A model feltevései melett igaz, hogy

E( 1 SSE) = g2
n—p

tovabba

E( 1 SST)za2

n—1

es MSE = n%pSSE illetve MSRT = ZﬁSSTRﬁiggetlenek. Igaz tovabba, hogy

SSE

2

[

n — p szabadsagfoki x? eloszlast valdsziniiségi valtozo tovabba, ha igaz a null

hipotézis akkor
SSRT

2

o

p — 1 szabadsagfoku y? valosziniiségi valtozo.

Az allitasok evidensek, kivéve a fliggetlenséget, ezt nem bizonyitjuk.
Mindezek alapjan a kovtekezd proba végezheto.

Tétel 35 Ha a model feltevései fennallnak és igaz a null hipotézis, akkor a

_ MSTR
 MSE

probafiiggvény (p — 1,n — p) szabadsdgfokii F' eloszldast kovet. Azaz F értéke kizel van
1 — hez. Ellenkezo esetben F' értéke nagyobb.

8.0.8 Kétrészes osztalyozds



Chapter 9
LINEARIS REGRESSZIO

A modell:
Y=aX+F+c¢

ahol e”N (0, o) fuggetlen az X -t6l. Keressiik az

F(a,b) = Z (y; — az; — b)?

=1

minimumat a, b-ben. Keressiik a & F (a,b) = 0, £ F (a,b) = 0 megoldasokat.
0 F(a,b) = —2 Z b
—F (a,b) = — ;—ax;)) —n
ob

amibol

nb = (y; — ax;)

ob

= 2 Z [yiz; — ax}] — nTy — an (Z)°.

i=1

Ebbdlaz s2 = 137 a2 — (7)? =130 | (2 — 7) jeloléssel

n

ans? = a (Z ) (E)2>

=1

= i YiX; — nTY
i—1
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azaz
n JR—
a0 = Z’i:l YiZ; — XY
N ns2 ’
X

vagy masképpen bevezetve az s, , = % oy jelolést

Z:‘l:1 YiT; — NTY n (% Z?:1 Yiliy — @)

a — =
ns2 ns?2
. % Z?:1 YiTi — TY
= = ,
x
azt kapjuk, hogy
o Sz — l’_y

a= 2

Osszefoglalva:

n —_

§ :i:1 YiT; — XY
2
ns2

b = y—aT.

Ebbdl, ha a tapasztalati covarianciat illetbe korrelacios egytitthatot C'ov, , illetve 7., jeloli,
azt nyerjiik, hogy
Covgy  TuySeSy Sy

a = = = Touy—-
2 2 Y
SI SI Sz

Definicié 57 Jelolje y; = ax; + b

n

1
2 _ 2
S n_2§ (vi — 4i)

i=1

a linearis illeszkedés négyzetes hibajanak atlagat, vagy masképpen az egyenes koriili )kor-
rigalt tapasztalati szordsnégyzetet.

Definicié 58 Vezessiik be a kovetkezé roviditéseket

SX =" 1 SX2=3%" a2

1=

SY =370 v SY? = > i y?

Megjegyzés 12 Természetesen

nSX.
= ~SX?- (z)°

SRS
|
—_
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Tétel 36 Hac;” N (0,0) és korrelalatlanok, akkor

E(a) = a

2 = 2

g (a) - 53;’
SX?

o?(b) = s* 3

Az éllitast nem bizonyitjuk.

Definicio 59
SST = > (-9,
SSR = Y @i-7),

SSE = Y (y:—%)"

=1

SST az y ingadozasat méri, SSE az egyenes €s a méréspontok kozotti hiba né-
gyzetes Osszegét.

Megjegyzés 13

n

SSR = Y (5i—y)
=1

= Z(am—i—b—ai—b)z
i=1

= Z (ax; — aT)?

i=1
= a? i (z; — T)°
a? [SX2 . (SX)Q] .
n
Ha figyelembe vessziik, hogy

Sy —nTy | SXY — LSXSY

2 2
ns? ns2

a =
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akkor egyrészt azt kapjuk, hogy

[SXY — LsxSY]*

2
ns2

SSR = a’ns’ =

azaz
[SXY - LsxSY]*

SSR = .
SX? — 1(5X)

Ugyanakkor a korrelacios egyiitthatoval kifejezve:
SSR = a*ns?

2
=] s

T

= 1 (z,9)’ nsys, = nCov (z,y).

Tehat az SSR a linearis kapcsolat erdsséget fejezi ki.

Lemma 3
Z(yi —7) (v —T) = Zyz‘fm —nry
i=1 i=1
Bizonyitas.
Z (yi —9) (v; — )
i=1
= Z [yiz; — 2y — Ty; + TY)
i=1
= Z%xz - in@—fzyi +nTy
i=1 i=1 i=1
n
= >y — nTY — nTY + Ty
i=1
= Z Yi%i — NTY.
i=1
u
Tétel 37

SST =SSE+ SSR.

Linearis regresszio

(9.1)
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Bizonyitas.

n n

SSE = Z (yi — @')2 = Z (i —ax; — ( — 6@»2

= Z (y: — ) — a(z; — 7))

= Z(?Jz‘—?)Q—ZGZ(%—?)(%—E)—HLQ (1, — T)

=1 =1 i=1

= SST — QaZ (y; — ) (z; — T) + a’ns>.
i=1

Megint helyettesitsiink a-ba.

n — 12
2,2 Zi:l Yili; — NIY 2
= 5 ns,
nss

n — 12
[Zizl Yily — nxy]
ns2

amibol > | (y; — 7) (z; —T) = Y., y;x; — nTY miatt

n 12
SSE = SST —2 [Zizl YiZiy — nmy]

ns2
>or, yii — nxg)”
- 2
ns2
n —12
ns?2
= SST — a’ns.
Ugyanakkor (9.1)-ban lattuk, hogy
SSR = a’ns?,
azaz
SSE = SST — SSR.
|
Definicio 60

, SSR SXY —1l8XSy
- SST  Sy?-Ll(sy)

r

Megjegyzés 14 Tudjuk, hogy
SSR = ans?,

SST = ns?

Y
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és
s
a = rx,y—y
Sz
o\ 2
2 .2 y
a = 'Ta:,y (g) )
ezert
2 2
9 5:\ o ns;SSR
ey = \ T ) & = 2 =2
Sy ns; ns;

SSR SSR 2
ns2  SST

)

Az ry , eldjelét pedig az egyenes a meredekségének eldjele hatarozza meg, ezért
ey = Sign (a) Vr.

Megjegyzés 15 Vegyiik észre, hogy

2 SSR . SSE
- SST SST’
o = 1 SSE

SST



Chapter 10
FOKOMPONENS ANALiZIS

10.1 A linearis algebra néhany eleme

Definicié 61 Ha a,b € RP akkor skalaris szorzatuk

P
a’b = (a,b) = Zaibi.
i=1

Definicio 62 Ha a € R",b € RP akkor diadikus szorzatuk

CLbT = (aibj)nxp

n X p-s matrix.

Definicio 63 Ha a € R? akkor az a vektor l, normdja, avagy hossza:

lall, = llall = a"a = (a,q) Za

Definicié 64 Egy u vektort normaltnak neveziink, ha ||u|| = 1, azaz hossza 1.

Definicio 65 Ha A p x p-s matrix, akkor azt mondjuk, hogy az u € RP vektor az A matriz

sajatvektora a \ sajatertékkel, ha
Au = .

Allitas 25 Ha A szimmetrikus mdtrix akkor minden sajatértéke valés, ezek szdma p. Legyenek
A1 > A2 > ... > N\, asajatértékek ¢; a hozzajuk tartozo (normalt) sajatvektorok.

A = ”m”au_x1 (u, Au),

Ai = max u, Au) . 10.1
llull=1,(u,¢;)=0:i=1...i—1 ( ) ( )
Azaz az i-edik sajatvektor az elsé i — 1 feszitette altérre merdleges.

Allitas 26 Legyen U = ((bl, ...(bp) a sajatvektorokbol alkotott matrix. Ekkor

A=UTAU
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ahol

0 0 A

diagonadlis matrix. Ez az A matrix spektrdl felbontadsa.
Definicio 66 Egy U matrix ortonormalt, ha
Utu =1,

ami egyben azt is jelenti, hogy

ut=u".

Definicié 67 Egy A mdtrix nyoma (trace-e)

tr (A) = Z Qj;

=1

S

a diagondlis elemeinek osszege.
Lemma 4 Tetszéleges A, B k X l-s matrixokra (ahol k,1 > 1)
tr (AB) = tr (BA)

Bizonyitas.

tr(AB) = Z (AB)M = Z < ai,kbk,i)

Lemma 5
ul Av = tr (AvuT) )

Bizonyitas. Mivel u”Av € R skaldr, ezért u” Av = tr (u" Av). Viszont a 4
Lemma miatt tr (u” Av) = tr (Avu”). m

Lemma 6 Ha U ortonormalt akkor

tr (UTAU) = tr (A).
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Bizonyitas. Alkalmazzuk a 4 Lemmat A = UT, B = AU szereposztéassal.
tr (UTAU) =tr (AUUT) .
Viszont UTU = I, amibdl kovetkezik az allitas. m

Kovetkezmény 7 Ha A szimmetrikus matrix, akkor

Bizonyitas. A feltétel miatt alkalmazhato a 26 Allitas, azaz

A=UTAU
és alkalmazva a 6 Lemmat V = U7 -re
tr (VTAV) = tr (UUTAUUT) = tr (A)

amibdl kovetkezik az allitds. m

10.2 Véletlen vektorok elforgatasa

Xy
X
Definicio 68 Legyen X = . € RP p-dimenzios valosziniiségi vektorvaltozo. En-
Xp
nek varhato értéke 1 € RP :
E(Xy)
E(X)
E(Xp)

Az X kovariancia matrixa:

X =Cov(X) = (Cov(Xi, X;)),,-
Vegyiik észre, hogy ¥ foatlojaban Cov (X;, X;) = o (X;)-k allnak.

Lemma 7 Y szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix.
Bizonyitas. A szimmetria nyilvanvaldé. Ugyanakkor ¥ = F ((X —p) (X — ,u)T>

ezért minden a € RP-re
a'Ya=F (aT (X —p) (X —p)" a) =E(Y'Y),
ahol Y = a’ (X — u) € R. Azaz
a'Sa=E((Y'Y)=E(Y?) >0.



76 Fékomponens analizis

Kovetkezmény 8 A pozitiv szemidefinitség egyben azt is jelenti, hogy a X sajatértékei
mind nem negativak, hiszen

0< gszEgbl = /\ﬂ{@ - )\i‘

Kovetkezmény 9
p
tr(3) =) o (Xy)
=1

ugyanakkor mivel 3 szimmetrikus a 7 Kovetkezmény miatt

tr () = Zcﬂ (X;) = ZAM

azaz a sajétertékek osszege azonos az X komponenseinek teljes szordsnégyzetével. Ezért
a sajatértékek (amelyek mint tudjuk nemnegativak) a teljes szords egy masik felbontasat
adjak.

Legyene; = | 1 | egységvektor. Vilagos, hogy

el'Ye; = o? (X))

azaz az X e; iranyu szorasnégyzete o (X;). Hasonloan barmely u normalt vektorra u” Yu-
t tekinthetjiik az X w« irdnyu szorasanak. Ez egyben a sajatértékek (10.1) eldallitasa
alapjan azt is jelenti, hogy ¢, az az irdny amelyre az X legnagyobb szorodéasa "esik" ez
pedig \;. A kovetkezd sajatvektor ¢, a ¢,-re merdleges altérben az az irany amely a max-
imalis szorast adja, ez \,, sorra igy tovabb. Ezzel az X teljes szorasatnégyzetét nemcsak
felbontottuk a \;-k Osszegére, de magtalaltuk azokat az egymasra merdleges iranyokat,
amelyekre esO szorasnégyzetek dsszege kiadja a teljes szorasnégyzet Osszeget is.

10.3 A vektrovaltozo elemi statisztikai viselkedése
Legyen X7, ...X,, az X eloszlasabol szdrmazd n elemi minta. Jeldlje

M= (Xy,..X,)

a p X n dimenzids ugynevezett minta matrixot. Vigyazat, itt most mindegyik X; maga egy
p-dimenzids vektor, nem pedig az X vektor i-edik komponense. Ha valahol ez félreértésre
ad okot, ott (X;), fogja jeldlni az X; vektor m-edik komponensét. Jelolje

— 1
X:ﬁZXi,
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tapasztalati vagy mintaatlag,

n

S (x-X) (X, -X)"

=1

S, =

SRS

a tapasztalati kovariancia matrix,

n

> (% - X) (%~ X)"

=1

1

n—1

St =

n

pedig a korrigalt tapasztalati kovariancia matrix.
Az egydimenzids Steiner tétel alabbi altalanositasa is igaz.

Tétel 38 (Steiner tétele) Minden a € RP-re

nSn:Z(Xi—a)(Xi—a)T—n(a—Y) (a—Y)T

=1

Bizonyitas. A bizonyitas 1ényegében azonos az egydimenzids eset igazolasaval.
Kivitelezését az olvasora bizzuk mint gyakorlat. m

Tétel 39 1. X torzitatlan, konzisztens becslése J-nek,

2. S,,_1 torzitatlan, konzisztens becslése Y-nak,

Ha igaz tovabbad, hogy X; € N, (11, X) i = 1,2...n-re, akkor
3. X ¢ Ny (Ma %E) )

4. X és S, fiiggetlen.

5. Ha ¥ pozitiv definit, azaz nem elfajulo és n > p, akkor S,, is pozitiv definit 1 valosziniiséggel,
azaz a tapasztalati kovariancia matrix sem elfajulo.

Tétel 40 Ha a kovariancia matrix pizitiv definit, és

¥ =UTAU
a spektralis felbontasa, akkor
Y = U(X - p)
valosziniiségi valtozora
EY) =0
Cov(Y) = A,

ha tovabba X € N, (u, %), akkor
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Bizonyitas.
E(YY") = E <U (X — ) (X — )" UT>
= UUTAUUT = A.
|

Tétel 41 Az X Lo normaban (négyzetes tavolsagban) mért legjobb k dimenzios becslését
az X-nek az X elso k fokomponense daltal kifeszitett altérre vonatkozo vetiilete biztositja.

Nem bizonyitjuk.
Tétel 42 Legyen W ortonormalt matrix. Ekkor az Z és W Z fokomponensei azonosatk.

Bizonyitas. Legyen most X = W Z. A Z kovariancia matrixanak U7 AU felbon-
tasaval a Z fokomponense U Z-ne adodik. Ugyanakkor X -re

E(XX") = EWzZZ"W") =WE (ZZ")WT
= Ww? =wultAauw?,

ezért az X fokomponense Y = (UW7T) X = (UWT) WZ. Ebbél viszont az kdvetkezik,
hogy Y = UWTW Z = UZ amit igazolni akartunk. m

Megjegyzés 16 Ezzel belattuk, hogy az ortonormalt transzformacio, azaz az elforgatds
nem valtoztatia a fokomponenst. Az egyes koordindtak datskdlazasa viszont igen, azaz
nyujtas, affinitasra a fokomponens nem invarians.

10.4 A tapszatalati fokomponens

A fentik alapjan mostmar azt vizsgaljuk, hogy, ha az X véletlen vektor eloszlasabol egy n
eleml mintaval rendelkeziink, akkor ebbdl, hogyan lehet jol kozeliteni az X fokomponen-
seit tapasztalati fokomponensekkel.

Keressiik azt az a irAnyt amire az X vetiiletének szoéréasa, azaz a’ X szérdsa max-
imalis. Ezt a maximumot gy keressiik, hogy az a irdnyaban a minta szorasat maximal-
1zéljuk. Ezzel a feladatot visszavezettiik a fenti gondolatmenetre, gy hogy a tapasztalati
kovariancia matrix spektralis felbontasat hasznaljuk. Legyenek a tapasztalati kovariancia
matrix sajatrétékei A; > Ao, ...\, sajatvektoraik pedig @1, @», ...a,. Vilagos, hogy tapasz-
talati fokomponensek R

Y= a{X )
Yy = ar X, 57;, = agx korrelalatlanok és rendre maximalizaljak az a maradék szorasbol
egy-egy vektorra vetithetd szorast.

Definicio 69 Tekintsiik a sajatértékek kévetkezé hanyadosat.

D YR VS
P P N Y S

és ennek tapasztaliti megfelelojét.

MA A d o At o A




A tapszatalati fékomponens

Tétel 43 Ha X; € N, (11, ) akkor

UeN,(U,.).
A szorasnégyzetet szandékosan nem adtuk meg. Az allitast nem bizonyitjuk.
Kovetkezmény 10 A fenti tétel alapjan a

Hy: U =Y,

hipotézist a T probafiiggvény segitségeével lehet ellendrizni.
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Chapter 11
OSZTALYOZAS, KLASZTEREZES

11.1 Osztalyozas

Az osztalyozas feladata igen sok gyakorlati problema soran felmeriil. Az iizleti élet min-
dennapi feladata a vevok, iigyfelek osztalyozasa. Jo példa erre a hitelbiralat. A bank-
tisztviseld az iigyfél adatai alapjan kell, hogy dontson arr6l, hogy kaphat-e hitelt, vagy
differencialtabb esetben, milyen hitelkonstrukciokat érdemes ajdnlani a szdmara aszerint,
hogy melyik iigyfélosztalyba esik. Ezen iigyfélosztalyok eldzetesen keriilnek kialakitasra,
ennek modjardl késobb esik sz6. Az informatika is szamos osztalyozasi feladattal foglalkozik.
Klasszikus példa a karakterolvasé program. Ez egy pixelhalmazrol kell, hogy eldontse,
melyik betlihdz hasonlit leginkabb, melyik gépi jellel azonositsa.

Feladatunk a kovetkez6 képpen fogalmazhatd meg. Adott M osztaly, D = {1,2,...M }.
Az objektumok NV attributummal rendelkeznek, igy az objektumok azonosithatéak az X C
R halmaza elemeivel, ezek az objektumokat leird vektorok. Feltessziik, hogy adott egy
{X, F, P} Kolmogorov féle valosziniiségi mez6 tovabba egy veszteségfiiggvény w; ;, ami
az objektumok hibas besorolasaakor felmeriilo veszteséget jelenti.

) =20 ha i#j
Yii =1 =0 ha i=j "

Jeloljon € € X egy véletlen objektumot, amelynek eloszlasa P. Legyen d diszkriminancia
fliggvény, azaz osztalyba sorolas és

n=4d(¢)
a d altal javasolt osztaly, legyen tovabba 7 a valodi osztalya &-nek. A rizikofliggvényt az

R(w,d) = E(w(@,n) = E(w(@(&),n(£))).

Azt az osztalybasorolast amely RR-t minimalizalja Bayes féle dontésnek, osztalybasorolés-
nak nevezzik. Jelolje ezt d*n* = d* (£). Ha d ismert, akkor X = X; U X5...X; os-
ztalyozas is ismert. Jelolje C; a Bayes féle dontés osztalyait és R* a Bayes féle dontés
rizikofliggvényét..

Allitas 27 Legyen R egy tetszéleges

Bizonyitas.
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Alkalmazzuk a feltételes varhato érték alaptulajdonsagat, miszerint atlaga az eredeti atlag.
Tekintsiik eldszor a diszkrét eloszlasu ik esetét.

E(w(@,n) = E[Ew@n) o)
= B[S w,P(=i7=il9)]
= B[} wi,l(7(9) =) P =il
= B} w6 = j)al.

ahol
G =PrnE)=1)=rEed),

annak a valosziniisége, hogy a véletlen ¢ objektum az i-edik osztalyba tartozik. igy

R(w,d) = E Zwi,jf(ﬁ(f)Zj)qi]

= B Zl(ﬁ(@ :j)zww%]

E

\Y
=
=

]
&
“:Q

Hasonloan, abszolut folytonos eloszlasu £ esetén, ha f; (x) az i-edik osztalyban a & stiriiségflig-
gvénye, akkor p; = P (n = 1) melett

M
f@)=> pifi(x)
i=1
¢s Bayes tétele alapjan

¢i (z) =P (n=il§ =) = pi~

ezért, ha d* a Bayes dontés, akkor
Z wijfi(x) 2 Z W g+ (z)Pi fi ()
1] i

és

M
B / mjin;wi,jpi (@) f; (x) da.
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11.1.1 A legkozelebbi tars modszer

A legkozelebbi tars modszer (Nearest Neighbor) az X téren definialt valamilyen metrikara
épit. Az objektumok természetérdl megszerzett ismereteink ebben a metrikdban 6ltenek
testet. Annal jobb a modszer, minnél pontosabb a metrika szétvalaszto képessége.

Legyen T = {(&1,11), (€9,75) ... (&,,,m,) } 7 elemil "tananyag". Elemei j6 be-
sorolasi dontéseket tartalmaznak. azaz &; valoban a C, osztalyhoz tartozik. A legkozelebbbi
tars modszer az 4j £ elemet abba a j, osztalyba sorolja, amelyre igaz, hogy

d (§,§j0) <d(&¢E) Vi=1..n.
A legkozelebbi tars £ .

Legyen most két osztalyunk, M = 2 és tegyiik fel, hogy W = ( (1] (1) ) Legyen

R = /min {p1f1(2) ,pafo ()} de,
legyen tovabba
R=1lmR,

ahol R, az n elemi tananyag alapjan ad6do rizikofiiggvény. Viladgos, hogyha n — oo
¢s az elemek valamilyen véletlen eloszlas szerint keriilnek a tananyagba akkor a végtelen
sok mintaeclem tokéletesen letapogatja az objektumok terét és ezért az erre épitett dontés
optimalis lesz.

Tétel 44 (Cover&Hart)
R*<R<2R*(1—-R")

tovabba
R, — R* =R,

azaz a Bayes féle besorolas asszimptotikusan optimalis.

11.2 Klaszter analizis

A Kklaszteranalizis feladata hasonld az osztalyozés feladatdhoz. A klaszterezési feladat
soran ismertek az osztalyok, amikbe az objektumokat be kell sorolni, hanem éppen az a
kérdés, hogy hogyan alakitsunk ki ugy klasztereket (csoportokat) adott objektumokbol,
hogy azok

1. viszonylag homogén klasztereket alkossanak
2. aklaszterek jol elkiiloniiljenek

3. az egyes klasztereket a feladat szellemeben jol tudjuk jellemezni.

Ilyen feladattal talalkozhatunk éppen akkor, amikor egy gyartd vagy forgalmazo a
fogyasztokat csoportokba kivanja sorolni, piacszegmentaciot kivan végezni, annak érdekében,
hogy az egyes szegmenseket egyedi modon célozza meg termékkel, marketinggel. Gyakori
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feladat a biologia vagy az orvostudomany teriiletén is, hogy nagyszamu megfigyelt objek-

tumainkat csoportokba soroljuk, aminek alapjan a Iényegi eltérésekre lehet koncentralni.
Legyenek X (1), X (2)...X (n) az adott objektumok, jel6lje halmazukat X. Min-

degyik azonosithato a sajat leird vektoraval: (X (i),...Xy (i))" € R*. Keressiik az

diszjunk osztalyozast, ahol M sem ismert.
11.2.1 K-kozép modszer

Ez a modszer eldre valasztott M szamu klaszter kialakitdsara szolgdl. A modszer iterativ.
Tegyiik fel, hogy mar hogy adottak a CF, ...C%, klaszterek. A k+ 1 generacio a kdvetkez6
képpen kaphaté. Képezziik a klaszterek ZF kdzéppontjait.

Definialjuk egy objektum ¢és egy klaszter tdvolsdgat mint az objektum és a klaszter kdzép-
pontjanak tavolsagat:
d(X;,Ci) =d(X;,Zf) .

Sorra vessziik az X ; objektumokat. Tegyiik fel, hogy

Ekkor az X elemet a C; osztalyba helyezziik és ennek megfelelden modositjuk az oszta-
lykozepeket.
1
k+1 _ k| 7k
Z! Zkﬂ(}cijzi +X;).

Megallunk az eljaras iteralasaval, ha elfogynak a besorolandé elemek vagy, ha a
klaszterek nem nagyon valtoznak mar.

Legyen a veszteségfiiggvény

w=w (CF,.C%) ZZd X;,C).

Allitas 28 Igen dltaldnos feltételek melett w-t minimalizdlja a médszer, a konvergencia
kielégitd és fiiggetlen a kezdeti C° klaszterek megvdlasztdsatol.

11.2.2 Hierarchikus eljarasok

Ez a modszer az N objektum minden M = 1,2...N klaszterbe sorolasat elvégzi és az
eredmény alapjan vélaszthajuk meg az osztalyok kivant szdmat. Megint feltessziik, hogy
az objektumok leirovektorai kozott egy d tavolsag definidlt, (nem feltétleniil Euklideszi ez
a tavolsag). A klaszterek tavolsagat most a kozéppontjaik tavolsagaval definialjuk:

d(OZ,O]) = d(Z“ Z]) :

Az eljardas M° = N klaszterrel indul, minden objektum kiilén klasztert alkot. Ezutin
Osszevonjuk azt a két osztalyt amelyek tavolsdga minimalis. Meghatdrozzuk az 0j klaszter
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kozéppontjat. Innen az el6zo6 1épés folytathatd. Alternativ modszer, amely gyorsabb algo-
ritmust eredményez, ha minden osztalyt 6sszevonunk, amelyek tavolsaga egy adott kiiszob
nevezett dendogrammal abrdzolni. Viladgos, hogy az elsé modszer esetén a fa N levéllel
rendelkezik, az alattuk 1évo szinteken sorra N — 1, N — 2.. csticspont helyezkedik el, a fa
magassaga pedig /N. A masodik eljarasnal a szintek elemszama gyorsabban is csokkenhet,
igy a fa magassaga kisebb egyenld mint V.
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Chapter 12
IDOSOROK

12.1 Alapfogalmak, definiciok

A tovabbiakban olyan folyamatokat vizsgalunk, amelyeknél X1, ..., X, nem fiiggetlen,
azonos eloszlasu valtozok.

Véges dimenzids eloszlasok X, : t € T

tiy oo tn €T 0 ( Xy, ., Xy)

P(Xy, <wp,..., Xy, <)

P((Xy,...,X,,) € B),BeR"

[Kolmogorov] Ha adott véges dimenziods eloszlasoknak egy kompatibilis rendszere,
akkor 1étezik egy valosziniiségi mez6 és azon egy sztochasztikus folyamat, amelynek pont
ezek a véges dimenzids eloszldsai (vagyis véges dimenzids eloszlasai meghatarozzak a
folyamatot).

Gauss folyamat Akkor neveziink egy folyamatot Gauss folyamatnak, ha minden
véges dimenzios eloszlasa normalis.

12.1.1 Osszefiiggdségi struktiirak
1. véges rendii Markov-i Osszefiiggés

2. martingdl tulajdonsdg: (X, 1| X1,..., X,) = X,

3. stacionaritas

Erés stacionaritas Egy sztochasztikus folyamatot akkor neveziink erdsen staciondriusnak
ha

d
th, oo ,tn, S (th, oo ,th) = (Xt1+57 e 7th+s>

Gyenge stacionaritas Egy sztochasztikus folyamatot akkor neveziink gyengén sta-
cionariusnak ha

1. V¢ :E(X,) = E (X))

2. cov(Xy, Xs) =y(t — s)

A ~ figgvényt a folyamat autokovariancia fiiggvényének nevezziik.

*Marizca Istvan jegyzete alapjan. A szerzo engedélyével.
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12.1.2 Az autokovariancia fiiggvény tulajdonsagai
1. v(0) = D*[X;] > 0 (ha létezik)

2. [y (h)] < ~(0)
Bizonyitas: Cauchy-Schwartz: (a, b)* < ||al|* [|b][*.

v(h) = cov(Xy, Xisn)
| cov(Xy, Xon)]? < D*[X)] D*[Xii]

3. v(h) =~(=h),Vh € Z

4. pozitiv szemidefinit

[Pozitiv Szemidefinit] Az M € R™*"™ matrix pozitiv szemidefinit ha Va € R" esetén
a’Ma > 0.
Ha egy egész szamokon értelmezett u fliggvényre igaz, az, hogy Vii,...,t, €

Il e e

szemidefinitnek nevezzik.
Gyengén staciondrius folyamat autokovariancia fliggvénye pozitiv szemidefinit.
Bizonyitas. Legyen Z := (X;, —E(X), X;,,—E(X),..., X;, —E(X))T. Tudjuk,
hogy E (Z) = 0, ezértVa € R": E (o’ Z) = 0. Ezért:

D*a"Z) =E (a"Zd"Z) .
Mivel a® Z egy skalar, ezért egyenlé dnmaga transzponaltjaval, igy:
D*a"Z] =E (a"ZZ") = d"E (2Z") a.
A ZZ" matrix egy olyan (diadikus) matrix melynek i,j-edik eleme (X;, — E (X))(X;, —
E(X)),igyazE (ZZT) matrix 4,j-edik eleme E (X;, — E (X)) (X;, —E (X)) = v(ti—t;).

Tudjuk azonban, hogy mivel D?[a’ Z] egy valosziniiségi véltozd szorasat jeldli ezért nem
lehet negativ, igy Va € Z":

0< D*a"Z) =d"E (ZZ") a.

Vagyis az E (Z Z") matrix pozitiv szemidefinit és igy a v fiiggvény is. m
[Herglotz] Legyen X1, ..., X,, ... komplex értékii stacioner folyamat y(h) = cov(X;, X;11)
autokovariancia-fiiggvénnyel. Ekkor

A = [ emare),

—T

ahol F'(v) a spektralfiiggvény, amelyre igaz, hogy F'(—7) = 0, jobbrol folytonos, korlatos.
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12.2 Idosorok transzformacidja

Klasszikus dekompozicio:
Xy =m+ A+ Y,

ahol

my: trend, lassan valtozo determinisztikus,
A;: szezonalités, periodikus fliggvény,

Y;: staciondrius folyamat.

12.2.1 Nincs periodikus komponens

Kiindulunk egy ismert trendfiiggvénybol: m; = a + bt. A mintdk alapjén a-t, és b-t gy
hatarozzuk meg, hogy a > | [X; — (a + bt)]? négyzetes eltérés minimalis legyen.

Mozgo atlagos simitas (moving average smoothing)

W, = TIH > 4__ 4 Xtyj a simitott folyamat.

< R
Xy — 2q+1zmt+j+mzyt+j

Jj=—q Jj=—q

1 q
2q+1ZYt“ ~ 0

J=—q

W, = m, a trend becslése, feltéve, ha az linearis! Y, = X, — m,.

Exponencialis simitas (exponential smoothing)

Legyen a € (0,1).

ml Xl

mt = aXt -+ (1 — a)mt,1
t—2

e = Y a(l—a) X, ;4 (1-a)'X,
j=0

Kiilonbségképzés (differencing)

Definialjuk a kiilonbségképzd (differencing, V), illetve backward shift (B) operatorokat a
kovetkezoképpen:
B:R:— RE,BX, = X,_1,

illetve

VR REV=1-B
VXt:(l—B)Xt:Xt—Xt_l
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Ezek felhasznalasaval: V(at + b) = a, illetve linearis m;(= at + b) trend estén
V(imi+Y;) =a+ VY,
Hasonloképp definidlhatjuk a V* operatort is:

VE=(1-Bf=1- (T>B+ (S>BQ+---+ (];)(—B)’f.

Példaul : V2X), = X, — 2X,_1 + Xp_o, illetve: VF(apth + - + ag) = klay.
12.2.2 Trend és szezonalitas
Lassu trend

Legyen
Xk = Yer12(-1)

ahol j jelentheti pl. az évet és k£ a honapot. Feltessziik, hogy egy éven beliil a trend

konstans: m;.

| L2
n; = — Xk
e k=1 "

Szezonalitas becslése:

A szezonalitas periodusat ismerniink kell! Ennek meghatarozasahoz hasznalhatjuk
példaul a periodogram moddszert.

Mozg6 atlagos simitas

Trend (m;) becslése:

mt = Qiq(OE)(Xt—q + Xt+q) + ;,’J;iq—&—l Xt-l—i) rd = 2q

VaXi =X, — X, g =X, — B'X;, = (1 - BYX,

12.3 Tapasztalati autokovariancia és autokorrelacio

Adott egy n elemill minta. Ekkor a tapasztalati autokovariancia fiiggvényt a kovetkezokép-
pen definialjuk :

A(h) = Y (X = X)X, = X)), (12.1)

ahol X jeldli a mintatlagot.
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Bizonyithatd, hogy az igy definialt empirikus autokovariancia tagokbol képzett 3 =
[¥(2 = J)]1<ij<n matrix pozitiv szemidefinit. Amennyiben a 12.1 egyenletben n helyett
(n—r)-rel normalnank, Ggy a kapott empirikus autokovariancia matrixra ez nem teljesiilne.

Hasonloképp értelmezhetjiik az emprikus autokorreldcios fiiggvényt is:

7(h)

7(0)°

Box és Jenkins 0kolszabalya szerint n > 50 és h < n/4 esetén van értelme az id6sor
analizisével foglalkozni.

Fontos megjegyezni, hogy az empirikus autokovariancia ill. autokorrelacié fiig-
gvényeket nem-staciondrius esetben is ki tudjuk szamitani, ezért a kapott eredmények
értelmezésénél ezt figyelembe kell venni.

Ha példaul p(h) fiiggvény lecsengése lassu, hatvanyfiggvény jellegii, az az eros
fliggés helyett jelentheti lassu determinisztikus trend jelenlétét is.

Amennyiben a folyamatban szezonalitas van jelen ez a p(h) periodicitasat ered-
ményezi.

p(h) =

12.4 Parcialis autokovariancia fiiggvény

a(l) = cov(Xy, Xs)
Oé(h) = COV<X1—E(X1|X2,...,Xh),Xh+1—E(X}H_l‘XQ,...,Xh))

det Ry

Oé( ) n det Rk’
ahol Rj, az autokorrelaciéo matrix, Ry = [p(i — j)]i<ij<k, Ri-t pedig ugy kapjuk Rj-bol,
hogy annak utolso sorat a [p,, ..., p;| vektorra cseréjiik.

12.5 Fehér zaj
Fehér zaj Fehér zajnak hivjuk, és W N (0, 0%)-tel jeloljiik azokat a folyamatokat, melyre

v(k)z{%; Z;g

A fehér zaj spektralfiiggvénye konstans.

12.6 Mozgoatlag (MA) folyamatok

Mozg6 atlag folyamat Akkor neveziink egy X, folyamatot mozgo dtlag folyamatnak ha
felirhato
Xt = @06,5 + @16t_1 + -+ @qet_q

alakban, ahol e; ~ W N (0, 1) fehér zaj, ©;,0 < i < ¢ pedig konstansok.
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X és e; kozotti 0sszefiiggést felirhatjuk a B backshift operator segitséégével:

Xt = @oet + @1B€t + -+ @quet
= (G0 +O1B+ -+ 6,B%e,

Formalisan definialhatjuk a O(z) polinomot a kovetkezoképp: O(z) := Qg + O12 + - - - +
©,42%. Ezzel a jeloléssel:

Xt == ®(B>€t
Az algebra alaptétele szerint egy n valtozos polinomnak pontosan n darab nem feltétleniil
kiilonboz6 gydke van. Ennek alapjan felirhatjuk O(z) gyoktényezds alakjat:

q

O(z) = 9, H(z — z).

i=1

| 6,y ir=q<s<r
E(Xre.) = { 0 :kulénben

q q q—k
E (X X) = B (Xw > @iet_Z) =Y OE[Xpperi] = Y 0Oy
=0 1=0 1=0

Mivel E (X, X;) t-t6l nem, csak k-t6l fiigg, ezért X; gyengén stacionarius, és az autoko-
variancia fliggvénye:

170,05 k<
v(k) = { Lo o ;Z (12.2)

Az el6z6 egyenletben kifejeztiik v (k) értékét a ©; értékek segitségével. Felvetodik
a kérdés, hogy lehet-e ugyanezt visszefelé, illetve mi annak a feltétele, hogy adott (&),
k = 0,1,2 ..., q autokovariancia fiiggvényhez l1étezzenek a 12.2 egyenletet kielégitd O;
értékek.

Vagyis a kérdés: adott v(k), k = 0,1,2, ..., q esetén megoldhato-e (k) = bobx +
bibgy1 + ... +bg_rby, k= 0,1,2, ..., q egyenletrendszer.

A valasz pedig, hogy a megoldhatdsag feltétele, hogy a

q
L(s) :=7(0) + > _v(k)(s" +57%)
k=1
fiiggvénynek az az |s| = 1 egységkoron csak paros multiplicitast gyokei legyenek.

12.7 Autoregressziv (AR) folyamatok

Autoregressziv folyamatok Akkor neveziink egy (X;) folyamatot autoregresszivnek, ha
felirhato
Xt = q)Ithl + -+ (I)pthp + €

alakban, ahol e; fehér zaj.
A mozg6 atlag folyamatoknal definialt © fliggvényhez hasonldan definialhatjuk a
®(z) := By + P12 + - - - + 2P polinomot. Igy

@(B)Xt = €.
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12.7.1 Példa, AR(1) folyamat

k
Xt = AXt,1 +e =6+ A(AXt,Q + et,l) = Z Ajet,j + AkJrlXt,k,l

=0
k

Xt— E Ajet_j
j=0

ha |A|] < 1. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az AR folyamat kauzdlis. Ebben az
esetben felirhatjuk az X;-t

2
_ AQ(k:-l—l) HXt—k:—1H2 =0

Xt = Z Ajet_j
7=0

alakban is, ami egy MA(c0) folyamatnak felel meg. Ezt nevezziikk az AR(1) folyamat
kauzalis MA(oc0) eldallitasanak.

Eszrevehetjiik, hogy amennyiben az AR(1) folyamat kauzalis, azaz létezik MA(co)
eloallitasa, akkor a

O(z)=1-Az

polinomnak az egyediili gyoke az egységkoron kiviil helyezkedik el. Altalanossagban is
igaz a kovetkezd

Egy AR(p) folyamatnak akkor és csak akkor 1étezik kauzalis MA(oc0) eldallitasa ha
a ®(z) = 0 egyenletnek nincsen a |z| < 1 egységkoron beliil gyoke.

Tekintsiik most azt az esetet amikor |A| > 1!

Xy = AXy+ e
1 1
Xy = XXt—&—l - Ket—H =

"1 1
= - Z 2Ot + A etk

j=1
|A| > 1 esetén
=1
Xy =— Z ﬁet—i-j
j=1

Vagyis |A| > 1 esetén is 1étezik MA(oco) el6allitas, ez azonban nem kauzalis.

AR(1) folyamatok autokovariancia - fiiggvényét konnyen kifejezhetjiik az MA(oc0)
eloallitasuk segitségével.

] n ) n o ) Ah
cov(Xyin, Xy) = nh_)noloE (Z Nepipj ZAket—k) _ AP ZAzg -5
=0

§=0 k=0
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12.7.2  Yule-Walker egyenletek
Ezeket az egyenleteket az AR (p) folyamatokra tekintjiik.

X, = ®X, 4t DX, e
Xepx Xy = X b Xpon + -+ QX0 Xy p + Xyier
(k) =E(X;xXy) = Piy(k—1)+ -+ Ppy(k —p)
p(k) = @ip(k —1)+ -+ Ppp(k —p)

Ezen utobbi egyenletet k£ = 1,2, ..., p értékekre felirva és matrix alakba rendezve kapjuk
a Yule-Walker egyenletrendszert.

Po  P1 " Pp-1 , P1
Pr Po " Pp—2 Py | P2
Pp—1 == P1 Po o, Pp

Ennek segitségével talalhatunk adott p(1),..., p(p) értékekhez olyan @4, ..., ®, egyiit-
thatokat, hogy a kapott AR(p) folyamat autokorrelacid - fliggvényének elsé p eleme az
adott p(1), ..., p(p)-val egyezzen. Ugyanez az egyenlet hasznalhato a &, ..., @p értékek
becslésére is a py, . . ., p, segitségeével.

12.8 Autoregressziv - mozgoatlag (ARMA) folyamatok
Az X, folyamatot ARMA(p,q) folyamatnak nevezziik, ha

®(B)X, = O(B)ey, (12.3)

ahol ®(B) p-ed és O(B) g-ad foku polinomok.

Akkor nevezziik a folyamatot kauzalisnak, ha 1étezik MA(co) eldallitasa. Egy
kauzalis ARMA folyamat autokovariancia - fliggvényét az MA(oo) eldallitasaban szere-
pl6 egyiitthatokkal a kovetkezd tétel segitségével tudjuk kifejezni:

Amennyiben X; stacionarius, és > ° _|W;| < ooakkorazn, =) " | WX,

fliggvény is stacionarius, €s autokovariancia - fliggvénye:
o0

Vo)=Y N WUy (h—j+ k)

j=—00 k=—00

12.8.1 A kauzalitas sziikseges és elégséges feltétele

Tegyiik fel, hogy a ®(z) és ©(z) polinomoknak nincs k6zos gyoke. Ezt nyugodtan fel-
tehetjiik, mivel ellenkez6 esetben a (12.3) egyenletben ezzel a kdzos gyokkel egyszerlisi-
thetiink.

Az X; ARMA(p,q) folyamat kauzalitasanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
a ®(z) = 0 egyenletnek ne legyen a |z| < 1 egységkoron beliil gyoke.

= - O(2)
E Y - <
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Invertilhatésag Az X, folyamatot invertdlhatonak nevezziik, ha 311, : >°2° ) [I1;] <
o0 ése = Z o L X

Az Xt ARMA(p,q) folyamat invertalhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy a ©(z) = 0 egyenletnek ne legyen a |z| < 1 egységkoron beliil gyoke.

= . D(2)
E o <
J=0

12.9 Az atlag és az autokovariancia becslései
E (Xt> = H, Cov (Xt7 Xt+n> = fy(n)
Az atlag természetes becslése

Xn:¥éserreE(Xn) =i

Az atlag szorasnégyzete

nD*(X,,) Z Cov (X, X;) Z %7(2 —Jj) =

lj 1 i,7=1

ST S L=y < Y o

h=-n+1 j=1 |h|<n [h|<n

Ha ~(n) — 0, akkor

3I'—‘

<> )| —o.

[h|<n

Ha pedig még az is igaz, hogy a y(n) sorozat abszolit konvergens, akkor az atlag
szérasnégyzetére az alabbi aszimptotikat adhatjuk

S (b)) < 00 = nDA(X) 3 A(h)

h=—o00 h=—o00
12.9.1 A spektralfiiggvény és az autokovariancia kapcsolata

[Inverz Fourier transzformalt]
Igaz, hogy

ahol

ugyanis
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/eih”f(y)du: % Z_ K(n)/ei(h”)” = K(h).

Ennek egyszerti kovetkezménye az alabbi allitds. Egy v (h) sorozatra

D hemoo V(M) <00 |
és S fN) =520 e ™y(n) > 0.
v autokovariancia fiiggvény

Ennek alkalmazasaként szamitsuk ki, mikor lesz az alabbi alaku K fliggvény au-
tokovariancia fiiggvény!

lhah=0
K(h) =4 phah=+1
0 egyébként

N | =

I — 1
f\) = %n;mem’\f((n) =5 (142pcosA) >0=|p| <
12.9.2  Aszimptotikus normalitas

Legyen példaul

Xp=p+ Y, V7

j=—o00

ahol Z, fliggetlen, azonos eloszlast 0 véarhato értékkel és o2 szorasnégyzettel, tovabba

j=—o0 j=—o00

Ekkor
_ 1 &
X, 5N <u, = S \I!(n))
12.9.3  ~(n) becslése
10 =2 3 (X0 = %) (Xien = X).

ahol0 < h<n-—1.
Ez altalanossagban torzitott becslés (bar bizonyos tovabbi feltételek mellett aszimptotiku-

— —_—
san torzitatlan), de viszonta I',, = [fy(z —J )] matrixa pozitiv szemidefinit.
1<ij<n

Ennek bizonyitasahoz elég, hogy f; = %M MT akovetkezd az Y; = X; — X, jeloléssel
kifejezett M matrixszal
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[0 0 0 0 Y9 Yy ... Y1 Y, |

0 0 0 Y5 Y, Y Y, 0
M={: : : N : :

0Y, ... Voo You Y, O ... 0 0

—

Altalanos 6kolszabalyként elmondhatjuk, hogy p(h) becslése (p(h) = %) akkor
p
jo,han >50¢ésh < 7.
12.9.4 Az autokorrelaciok mikor kiilonbéznek szignifikansan 0-tol?

Ha a kdvetkezo alaku sziirt fiiggetlen zajra

X —p= Z \I}thfj

j=—o00

és Z, fiiggetlen, azonos eloszlasu 0 varhato értékkel és o2 szorasnégyzettel, tovabba

D ¥l <0 ésE(Z]) < oo

j=—o0

akkor

(.. o] % N ([pm,...p(h)],%w),

ahol W az Un. Bartlett matrix.

=Y ok +1) + p(k — i) = 20(i) p(k)] [p(k + §) + p(k = 5) = 2p(j)p(F)]

k=1

Példaul a fiiggetlen fehér zaj folyamatra p(l) # 0, ha [ # 0, azaz

[ 1hai=}
Wi’j_{Ohaz’;«éj

azaz

—_ _— 1
p(1),...,p(h) ~iid N (O’E> )

ennek konfidenciaintervalluma +1.96 \}, amely értéket a normalis eloszlds tablazatabol
olvashatunk ki.

12.10 ARM A modellek becslései

Amikor egy folyamatot ARM A modellel kozelitiink, a kdvetkezod 1épések szerint jarunk
el:

1. megbecsiiljiikk p-t és g-t, az ARM A folyamathoz tartozo két polinom fokszamat



98 Iddsorok

2. megbecsiiljiik a polinomok egytitthat6it

3. megbecsiiljiik a szorasnégyzetet

12.10.1 Ismertp és q
Tiszta autoregressziv esetben felirhatjuk a Yule-Walker egyenleteket:

Xy — 01X — - —®,X;, = ¢ ahol e, ~ WN(0,0°)
Fp(p = 7])7
ahol
Iy =[v(i - ])]Zj:l
% = [y(1),....v(p)]
o =[®(1),...,2(p)]
Tovabba
0 =D =D*(X; — 01X — - — B, X, ) =7(0) — DTy,
fgy a Yule-Walker becslések a kovetkezo alaktiak lesznek:
[,e=7,
és

—

5° =~(0) — @77,
12.10.2 Ismeretlen p

Ha p nem ismert és A R(m)-et probalunk illeszteni, akkor azt varjuk, hogy CID/m\m kicsi lesz.

Vit (8 = @) 5 Ni0,0°T,1),

ahol ®,,, az X1 legjobb linearis kozelitésének egyiitthatovektora:

| X1 — O (X1, ..o, Xin)|| = min.
12.10.3 A Durbin-Levinson algoritmus

A matrixinvertalas kikeriilésére a Durbin-Levinson algoritmust hasznéljuk. Legyenek az m-ed
rendi illesztés egylitthatoi

&Sm = (E)m,lu (/Ism,Qa SR aSm,m> = ﬁilﬁm

m

€s N
B = 3(0) [1 =R, 5
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Ekkor &\)1,1 =p(1) és 01 =7(0) [1 — 72( 1)]. Tovabba a becsiilt parcidlis autokovarian-
cia fliggvény

j=1
(I)m,l (I)m 1,m—1
- (I)m—l - (I)m,m
(bm,mfl q)m 1,1
és
i)\m—l)m 1 <]_ — (I)2 >

Elméletileg a(m) = @,,,,, = 0, ha m > p, gyakorlatilag \/ﬁzlsm,m — N(0,1),

azaz P ( 1.96-+ N @mm < 1.96 \}) = 0.95. A rendre ezzel eldzetes becslést adhatunk:

P = min {r :Vm > |<I>mm| < 1.96\/—5}.
12.10.4 Az innovaciés algoritmus

A Gram-Schmidt ortogonalizacids eljarassal fliggetlen vektorokbol ortogonalis rendszert készi-
thetiink vetitésekkel. Az eljarast idésorokra is alkalmazhatjuk a kovetkezé modon:

E(X), =06s s(i,j) := E(X;X;)
H, = (X1,...,X,) = (X1 — X1,..., X,, — X,,) ahol X1 := prag, Xns1.
0, n=>0
Xpi1 = Jé On,; <Xn—j+1 - Xn—j+1> , n#0

A O egyiitthatok rekurziv kiszamitasat a v segédvaltozoval (szorasnégyzet) a kovetkezd
rendszer adja meg:

~ 2
Up = HXn—&—l - Xn+1
igy
vo = k(1,1)
1 k—1
Onnk = — |K(n+1,k+1) =Y OpijOnn_jv;| aholk=0.n—1
Vk =0

vp = K(n+1,n+1) Z@Mj

Ennek bizonyitasat Ggy kezdjik, hogy 0 < k < n esetén Xy — Xl, e Xy — X,
ortogonalis, hiszen X; — X € Hj_1,hai < j, és X; — X 1L H;_;. Tehat Xn+1 definiciojat
hasznalva
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<Xn+17 Xk+1 - Xk—i—l) - @n,n—k’vka

amely egyenlethez a X, ;1 — Xn+1 1 Xpq — X k1 azonossagot adva kapjuk, hogy

<Xn+17 Xk+1_Xk+1> = @n,nfkvk'

Ebbe X k11 defnicidjat irva

k-1

1 N
Onn—t = —(Xns1, Xpy1 — Z Ok k—; (Xj+1 - X, + 1)) =
Uk =0

k-1
. kn+1,k+1)— Z @hk_j@n,n_jvj]
k :
7=0

tovabba )

2 ) .
= | Xon|" + ’XnJrl

Up = ’XnJrl - XnJrl

n—1
krn+1,k+1) — Z ©2 V)
=0
X,= Z+0Z,_, aholZ;,~ WN(0, 07
o2 (1+0?% i=j

Wi, j) = Qo i=j+1
=Y 0 egyébként

vo= k(1,1) = o*(1 + ©%),

L0o? j=1

Un—1

@n,j: 0 2<5<n

1
2\ 2
v,=(14+0%0o -

2 4
(Shoat
1

Tehat a predikcio:
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12.10.5 Mozgoatlag folyamatok becslései

Az Xy, ..., X, adatokra a kovetkezo elofeltevést tessziik annak analdgiajara, hogy az X X
mennyiségek voltak a hibak:

X, =Z+OmiZi1+ -+ O Zi_p ahol Z, ~ WN(0,52).

Ha#(0) > 0, akkor vezessiik be a becsiilt egyiitthatok vektorara a ©,, = (@m,h .
jelolést! Ezekre a kovetkezo rekurziv becslés érvényes:

B0 = 4(0)

és

k—1
@m,m—k - ﬁk_l /?(m - k) - Z Gm,m—j@k,k—jﬁj]
j:
k—1
b =4(0) =Y _©2,,, ;b;ahol k=0,...,m—1
j=0

12.10.6  Aszimptotikus viselkedés ARMA folyamatok esetén

A jeldlések rovid leirasa a kovetkezo:

®(B)X, = O(B)Z, ahol Z, ~ 11D(0,0%) és E (Z}) < o0

w<z>=§;f§Ej§,|z| <1LU =1

Ekkor minden k-ra

~ ~

Jn [@ml - \pk} < N0, A)

ahol
min(i,j)
Ai,j = Z \Ijifrlpjfr
r=1
tovabba
m(n) — oo
ugy hogy
m(n) = o(/n) és Oy, = o,

Itt jegyezziik meg, hogy AR(p) esetben a Durbin-Levinson algoritmus altal a ®,,-re
adott <i>p = (Cf)pjl, Ces <i>p7p becslés konzisztens, ha n — oo. Viszont M A(k) esetben az
innovacios algoritmus altal adott éq = <(:)q,1, Cees éq,q) becslés nem konzisztens, viszont

a (@ml, . ,@mq) mar az.

A gyakorlatban M A(q) esetben tudjuk, hogy p(m) = 0, ham > ¢, és Bartlett tétele
miatt
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n—q
d 1 .
0 N0 — .
p(m) — ( ,nizgqp(1)>
12.10.7 Maximum likelihood becslések

E (X;) = 0 tulajdonsagu Gauss folyamat esetén a I';, = F (K X Z) jeloléssel a likelihood
fiiggvény a kdvetkezo:

1 1 1
—-X/T'X, ).
(27)7/2 (det T,)1/2 exp ( ot n —n)

A matrixinvertalas és a determindnsszamitas kikeriilésére a kdvetkezo algoritmus javasolt:
k=0,...,n— 1esetén

L(T,) =

k1
Xk+1 = Z Ok k—j <Xj+1 — Xj+1)
=0

azaz
0 0 0 0
5 O11 0 0 ... 0 5
A Oy Oa o ..o MTM
Xn . . . . . Xn _ Xn
@n—l,n—l 6)n—l,n—2 @n—l,n—S 0
A képletben szerepl6 matrixot jeloljiik a kovetkezoképpen
C = [@z‘,z’—jmj_:lo ahol j < 0 esetén O, ;= 0.
Ezt a matrisot modositsuk ugy, hogy a féatloba 1-eket irunk: C' := C' + Id. Ekkor
azaz
. \T
I, =E(X,X!) = CE ((& -X,) (X, -X,) ) CT = CDCT
ahol

D = Diag(vo,v1,...,Vn_1)

ezért a determinans egyszeriien szamithato.

detI',,= (det 0)2 det D = vgvy...v5_1.
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A kitevd is egyszeriibb alakra hozhato:

XITX, = (X, - X,) ore(x, - X,) =
(gn - Xn)T CcTCT-1p-io-lo (gn - gn) -

(.- %) 07t (x, - £,) zzﬁ

FE

Tehat végeredményképpen a likelihood fiiggvény legegyszeriibb alakja:

A\ 2
- (%)
Z Vj-1

Jj=1

L(T

L) = (27?)7"/2(1;0121. Cp) MPexp |-

N | —



